Soit n € N*.

On consideére les deux fonctions définies pour tout z € R par :

=[5+ 5]

1. (a) Montrer que Vz € R, f(x)= |z].

nZlVHkJ

k=0

On pourra distinguer les cas ot x appartient a un intervalle de la forme [2p;2p + 1] ou
2p+1;2p+2[.

Correction : Soit p € Z.
— Supposons = € [2p;2p + 1].

1 x
fe[p,p+f C [p;p+ 1] donc LfJ:p
Alors : 2 2 2
z+1 z+1
5 E[p—i—z,p—kl[C[p;p—i-l[ donc L2 J:p

D'ou, f(z) = {gJ + Vc;lJ =p+p=2p=|z]

— Supposons = € [2p + 1;2p + 2.

45 1 T
Ze [p-l—,p—i—l[C[p;p-i-l[ donc PJ —p
. )2 2 2
Alors :
r+1 r+1
Te[p—l—l,p+§ Clp+1;p+ 2] donc L?J:]H—l

D'ou, f(z) = gJ i V;rlJ =p+p+1=|z]

1
Dans tous les cas, Vz € R, LgJ + V:jL J = |z].

n ok
(b) Soit m € N. On définit la suite (u,,),,c par Vn € N, u,, = Z L%J

m
Montrer que, Vn € N, u,, = m — anJ'

Correction : Soit m € Netn € N.

| m+ 2k o +1 -
w=3 | | = | 5 | = (15 - )
k=0 k=0 =0

En reconnaissant une somme télescopique,

- bﬂOJ - bﬁlJ - {2:11]
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(c) En déduire lim wu,

n—-+oo

R . m
Correction : Comme lim =0", ona lim L—J =0.
n—+oo 2”+1 n—+oo 2”+1

. | m2k
Finalement, n1—1>I—Pookz=;) {WJ =

2. (a) Montrer que g est constante sur [0; 1], et déterminer sa valeur.

Correction : Soit z € [0;1[. OnaVk e [0,n], 0<z+k<n.
x+k

k
Donc Vk € [0,n], 0< < 1 et ainsi V& € [0,n], V:jL J:O.
n

k
Par conséquent g(x g VE + J
k=0

La fonction g est donc identiquement nulle sur [0; 1].

(b) Prouver que Vz € R, g(x + 1) = g(z) + 1.

Correction : Soit z € R.

ozt 1) = 1V+1+kJ :z”: {x—;kJ

(c) Montrer que Vp e Z, Vz € [p;p+ 1], g(x) = |z].

Correction : Montrons ce résultat par récurrence sur p € N.
— Pour p =0, le résultat a été prouvé a la question (1la) .

— Supposons que pour un certain p € N, g et z — |x| coincident sur [p,p + 1[.

Considérons un réel x sur [p+ 1,p + 2.

En appliquant le résultat de la question précédente a 2 = x — 1, on aura

g() = gla’ +1) = g(a’) + 1.

Or, 2" € [p,p + 1] donc par hypotheése de récurrence, g(z’) = |z’].
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D'ot, g(x) = 2’| + 1= [z’ + 1] = |z].

Le résultat est donc établi par récurrence pour tout p € N.

Soitpe 7 _.
— Pour p =0, le résultat a été prouvé a la question (1la) .
— Supposons que pour un certain p € Z~, g et x + | ] coincident sur [p,p + 1].

Considérons un réel z sur [p —1,p[. Onauraxz +1 € [p,p+ 1.

Dou, g(z) =g(z+1)—1=|z+1] —1=|z].

Par récurrence descendante, on a prouvé le résultat pour tout p € 7.

Le résultat est donc vrai pour tout p € Z.

(d) En déduire une expression plus simple de la fonction g sur R.

Correction : Soit z € R. |l existe p = |z] tel que = € [p;p + 1].

D’apres la question précédente, g(z) = |z].

n—1
k
Finalement, Vz € R, g(z) = VC + J = |z].
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