Semaines 11 et 12 ]. Kholle n°6

Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 ]

Question de cours : Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposées.

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation 22 — (1 +2i)z+i—1=0.

Exercice 2 : Soit 'équation différentielle (E) vy’ + 2zy = =.
1. Résoudre I’équation homogene associée.
2. Calculer la solution de (E) vérifiant y(0) = 1.

Correction : Les primitives de la fonction a(z) = 2z sont les fonctions

A(z) = 2% +k, ol k € R est une constante réelle quelconque.

Donc les solutions de I'équation homogeéne associée a E sont toutes les fonctions définies sur R du type :
2 . o
y(x) = ce”™" ol ¢ € R est une constante arbitraire.

. ‘ . . :
La fonction constante égale a 3 est clairement solution de (E).

Par conséquent les solutions de E sont toutes les fonctions de la forme :

1
y(z) = ce ™ + 5 C€ R.
. " Lo S 1
Pour y solution de E, la condition y(0) = 1 équivaut a ¢ = 7

1
D'od y(z) = §(e_””2 +1).

Exercice 3 : Résoudre 3y’ +y = 2cos’ x
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Correction : Les solutions de I'équation homogeéne sont les A cos x + psin x. Le second membre peut en fait
se réécrire cos> z = 1 + cos(2z) : d'apres le principe de superposition, on cherche une solution particuliere
sous la forme a + bcos(2x) + csin(2z).

1
En remplacant, on trouve qu'une telle fonction est solution sia =1, b = g €= 0.

1
Les solutions générales sont donc les Acosx + psinz — 3 cos(2z) + 1.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

Question de cours : Caractérisation complexe d'un rectangle isocéle.

Exercice 1 : Résoudre dans C I'équation 22 — v/3z — i = 0.

V3+24+i V3-2—i
2 2

Correction : L'équation 22 — v/3z — i = 0 a pour solutions :

Exercice 2 : Résoudre 3y’ +y = 2sinx.

Correction : Il s'agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1, a coefficients constants, avec second
membre.

Les solutions de I'équation homogéne associée y' 4+ y = 0 sont les y(z) = Ae™™, A € R.

Il suffit ensuite de trouver une solution particuliere de (E,). Le second membre est cette fois une fonction
trigonométrique, on cherche une solution particuliére sous la forme d'une combinaison linéaire de cos et sin :
Yo(x) = acosx + bsinz est solution de (E,)

= Ve eR, yj(z) +yy(z) =2sinx

<=V eR, (a+b)cosz+ (—a+b)sine =2sinx

Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que y,(z) = — cosz + sinx convient.

Les solutions de (E,) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére et des solutions de
I'équation homogene :
y(x) = —coszx +sinx + e ® (z€R)

ol A est un paramétre réel.
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Exercice 3 : Résoudre 2”7 — 32’ + 2z = %t

Correction : t i k;e?t + kyet + te?t.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

Question de cours : Equation d'ordre 1 avec second membre : structure de I'ensemble des solutions. (énoncé et
démonstration)

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation 22 — (5 — 14i)z — 2(5i + 12) = 0.

Correction : L'équation 2% — (5 — 14i)z — 2(5i + 12) = 0 a pour solutions : 5 — 12i, —2i.

Exercice 2 : Résoudre y' —y = (x + 1)e”.

Correction : Les solutions de I'équation homogeéne associée y' —y = 0 sont les y(z) = Xe®, A € R. On
remarque que le second membre est le produit d'une fonction exponentielle par une fonction polynomiale de
degré d =1 : or la fonction exponentielle du second membre est la méme (e®) que celle qui apparait dans les
solutions de I'équation homogeéne. On cherche donc une solution particuliére sous la forme d’un produit de e®
par une fonction polynomiale de degré d +1 =2 :

Yo(7) = (az® + bz + c)e” est solution de (E;)

= VzeR, yj(x) —yo(z) = (x + 1)e”

<= VzeR, (2ax +b)e” = (x + 1)e”

, - . 1 .
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que y,(x) = (§m2 + x)e® convient.

Les solutions de (E3) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére et des solutions de
I'équation homogene :

y(x) = (%x2 +z+Ne® (z€eR)

ol A est un paramétre réel.

Exercice 3 : Résoudre —22” + 2’ + = 10cost
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Correction : ¢+ Ae™2 + pet + 3cost + sint.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

Question de cours : Solutions complexes d'une EDL2 homogeéne a coefficients constants (énoncé complet et
démonstration pour le cas A # 0)

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation 22 — (3 + 4i)z — 1 + 5i = 0.

Correction : L'équation 2% — (3 + 4i)z — 1+ 5i = 0 a pour solutions : 2 + 3i, 1 + i.

x
1422

Exercice 2 : Résoudre zy’ —y =

1
Correction : z x(—§ In(1+42%) +Inz + k).

Exercice 3 : Résoudre y” — 4y’ + 4y = ch2x

1 1
Correction : z > (kyz + ky)e?® + ngeh + 56_290.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11

|

uestion de cours : La rotation de centre )(w) et d’angle a pour écriture complexe : 2/ —w = e'?(z —w).
Question d La rotation d tre tdangled cRap t pl ’ 10

Exercice 1 : Résoudre dans C 1’équation z* + 1022 + 169 = 0.

Correction : L'équation z* + 10z + 169 = 0 a pour solutions : 2 + 37, —2 — 3i, 2 — 3i, —2 + 3i.

Exercice 2 : Résoudre (1+2)y’ +y = (1+z)sinz.

sinx + A

Correction : y = —cosx +
1+

Exercice 3 : Résoudre y” — 3y’ +2y =¢* —x — 1

1 5}
Correction : z — —ze® — Sty e + pe®.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

Question de cours : Caractérisation complexe de la colinéarité et de I'orthogonalité de deux vecteurs.

Exercice 1 : Résoudre dans C : (22 —1)3 = —823.

Correction : § = {—1+ V2,—1— /2, ! +2‘/§(1 + 1), 1+2\/§(1—i), L _2\/3(1 + 1), 1—2¢§(1 —i)}.

Exercice 2 : Résoudre y' —ylnx — 2* = 0.

Correction : z > z%(1 + ke™®).

Exercice 3 : Résoudre y” — 4y’ +3y = 2z +1)e ™
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Semaines 11 et 12

Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

Question de cours : Méthode de variation de la constante pour une équation différentielle linéaire d'ordre 1.

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation 22 = —1627.

Correction :

— 0 est solution.
— On pose z = pe'?.

2’3 — —1627 — p3e3i9 — _16p7e—7i9
1 ) )
= —e!lf = 16e™m
=16
<~
100 = 7 + 2kn(k € Z)

3~

1
PZ?
<~
_ (2k+ D7

Exercice 2 : Résoudre z(z? — 1)y’ + 2y = 2%

72

2 —1

Correction : z > (k+1n|z|).
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Exercice 3 : Résoudre y” — 4y’ + 13y = 10 cos 2z + 25 sin 2.

Correction : y: x — e2®(acos 3z + bsin 3z) + 2 cos 2z + sin 2z.
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Equations différentielles linéaires et Nombres Complexes 11 m

. 2k
Question de cours : Les racines n-iémes de I'unité sont exactement de la forme e' n avec k € [0;n —1].

1—|—iz>3 _ l+itana

Exercice 1 : Résoudre dans C, ( :
1—1z

1 —itana’

i 1+ 2tan o eter .
Correction : : = = o2l
1—stan o g

2
S = {tang,tana+7r,tana+ F}.

3 3 3

Exercice 2 : Résoudre (v + i)y’ +y = 1 + 2z arctan z.

Correction : = — + (x — i) arctan z.

1—x

Exercice 3 : Résoudre I’équation différentielle :

yll 74y/ +4y — eQm

Déterminer la solution f vérifiant f(0) = —1 et f(0) = 1.

2 2
Correction : z (% +k1x+k2) eXet fix (% + 3z — 1) e,
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