
Planche d’exercices

Fichiers Nombres-Complexes-II-Racines a, b et c

EXERCICES FACILES :
Exercice 1 :

1 Calculer les racines carrées de 1 + 𝑖√
2

.

En déduire les valeurs de cos (𝜋
8

) et sin (𝜋
8

).

2 Calculer les valeurs de cos ( 𝜋
12

) et sin ( 𝜋
12

).

Correction : Par la méthode usuelle nous calculons les racines carrées 𝜔, −𝜔 de 𝑧 = 1 + 𝑖√
2

, nous
obtenons

𝜔 = √
√

2 + 1
2
√

2
+ 𝑖√

√
2 − 1
2
√

2
,

qui peut aussi s'écrire :

𝜔 = 1
2

√2 +
√

2 + 𝑖1
2

√2 −
√

2.

Mais nous remarquons que 𝑧 s'écrit également

𝑧 = 𝑒𝑖 𝜋
4

et 𝑒𝑖 𝜋
8 vérifie

(𝑒𝑖 𝜋
8 )2 = 𝑒 2𝑖𝜋

8 = 𝑒𝑖 𝜋
4 .

Cela signifie que 𝑒𝑖 𝜋
8 est une racine carrée de 𝑧, donc 𝑒𝑖 𝜋

8 = cos 𝜋
8

+ 𝑖 sin 𝜋
8

est égal à 𝜔 ou −𝜔.

Comme cos 𝜋
8

> 0 alors 𝑒𝑖 𝜋
8 = 𝜔 et donc par identification des parties réelles et imaginaires :

cos 𝜋
8

= 1
2

√2 +
√

2 et sin 𝜋
8

= 1
2

√2 −
√

2.

Exercice 2 : Calculer les racines carrées de 1 et 24 − 10𝑖.

Correction :

— Les racines carrées de 1 sont : +1 et −1.
— Les racines carrées de 24 − 10𝑖 sont : 5 − 𝑖 et −5 + 𝑖.

Exercice 3 : Calculer les racines carrées de 𝑖 et 3 + 4𝑖.

Correction :

— Les racines carrées de 𝑖 sont :
√

2
2

(1 + 𝑖) et −
√

2
2

(1 + 𝑖).
— Les racines carrées de 3 + 4𝑖 sont : 2 + 𝑖 et −2 − 𝑖.

Exercice 4 : Calculer les racines carrées de 8 − 6𝑖 et 7 + 24𝑖.

Correction :

— Les racines carrées de 8 − 6𝑖 sont donc 𝜔1 = 3 − 𝑖 et 𝜔2 = −𝜔1 = −3 + 𝑖.
— Les racines carrées de 7 + 24𝑖 sont : 4 + 3𝑖 et −4 − 3𝑖.

Exercice 5 : Calculer les racines carrées de 3 − 4𝑖 et 𝑖.

Correction : Les racines carrées de 3 − 4𝑖 sont : 2 − 𝑖 et −2 + 𝑖.
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EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :
Exercice 1 : Calculer les racines quatrièmes de −119 + 120𝑖.

Correction : 3 + 2𝑖, −3 − 2𝑖, 2 − 3𝑖, −2 + 3𝑖.

Exercice 2 : Résoudre : 𝑧4 − (5 − 14𝑖)𝑧2 − 2(12 + 5𝑖) = 0.

Correction : 𝑧4 − (5 − 14𝑖)𝑧2 − 2(12 + 5𝑖) = 0 ⟺ Z2 − (5 − 14𝑖)Z − 2(12 + 5𝑖) = 0 en posant Z = 𝑧2

Le discriminant vaut Δ = 25(−3 − 4𝑖) et une de ses racines est 𝛿 = 5(1 − 2𝑖).
On obtient : Z = −2𝑖 ou Z = 5 − 12𝑖.

𝒮 = {1 − 𝑖, −1 + 𝑖, 3 − 2𝑖, −3 + 2𝑖} .

Exercice 3 : Résoudre dans ℂ : (𝑧2 − 1)3 = −8𝑧3.

Correction : 𝒮 = {−1 +
√

2, −1 −
√

2, 1 +
√

3
2

(1 + 𝑖), 1 +
√

3
2

(1 − 𝑖), 1 −
√

3
2

(1 + 𝑖), 1 −
√

3
2

(1 − 𝑖)}.

Exercice 4 : Résoudre dans ℂ l’équation (𝑧2 + 𝑧 + 1)2 + 1 = 0.

Correction :

(𝑧2 + 𝑧 + 1)2 + 1 = 0 ⟺ 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 𝑖 ou 𝑧2 + 𝑧 + 1 = −𝑖
⟺ 𝑧2 + 𝑧 + (1 − 𝑖) = 0 ou 𝑧2 + 𝑧 + (1 + 𝑖) = 0
⟺ 𝑧 = 𝑖 ou 𝑧 = −1 − 𝑖 ou 𝑧 = −𝑖 ou 𝑧 = −1 + 𝑖

𝒮 = {𝑖, −𝑖, −1 − 𝑖, −1 + 𝑖} .

Exercice 5 : Résoudre l’équation 𝑧8 = 1 + 𝑖√
3 − 𝑖

.

Correction : 𝑧8 = 1 + 𝑖√
3 − 𝑖

⟺ 𝑧8 =
√

2
2

𝑒 5𝑖𝜋
12 .

𝒮 = { 16√1
2

𝑒𝑖( 5𝜋
96 + 2𝑘𝜋

8 ), 𝑘 ∈ J0, 7K} .

Exercice 6 : Résoudre 𝑧4 = 1 + 𝑖
√

3.

Correction : 𝑧4 = 1 + 𝑖
√

3 ⟺ 𝑧4 = 2𝑒𝑖 𝜋
3 donc 𝑧 = 4

√
2𝑒𝑖( 𝜋

12 + 𝑘𝜋
2 ) .

Les solutions sont : 4
√

2𝑒𝑖 𝜋
12 ; 4

√
2𝑒𝑖 7𝜋

12 , 4
√

2𝑒𝑖 13𝜋
12 , 4

√
2𝑒𝑖 19𝜋

12 .

Exercice 7 : En écrivant de deux manières différentes les racines carrées de 𝑖 − 1, déterminer
les valeurs de : cos (3𝜋

8
) et sin (3𝜋

8
).

Correction : cos 3𝜋
8

= √
√

2 − 1
2

et sin 3𝜋
8

= √
√

2 + 1
2

.
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EXERCICES PLUS ARDUS :
Exercice 1 : Soit 𝑛 un entier naturel non nul fixé.

1 Résoudre l’équation (E) ∶ (1 + 𝑧)2𝑛 = (1 − 𝑧)2𝑛.
2 Calculer le produit des racines non nulles.

Exercice 2 : Résoudre dans ℂ de deux façons différentes l’équation (E) ∶ (1+𝑖𝑧)5 = (1−𝑖𝑧)5.

En déduire les tangentes des nombres 𝜋
5

et 2𝜋
5

sous la forme √𝑝 + 𝑞
√

𝑛 avec 𝑝, 𝑞, 𝑛 ∈ ℤ.

Correction : 𝒮 = {0, tan 𝜋
5

, tan 2𝜋
5

, tan 3𝜋
5

, tan 4𝜋
5

} = {0, √5 − 2
√

5, −√5 − 2
√

5, √5 + 2
√

5, −√5 + 2
√

5}

D'où tan 𝜋
5

= √5 − 2
√

5 et tan 2𝜋
5

= √5 + 2
√

5.

Exercice 3 : Soit 𝜔 ∈ 𝕌7 ∖ {1}.
1 Calculer 1 + 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 + 𝜔5 + 𝜔6.

2 Calculer 𝜔
1 + 𝜔2 + 𝜔2

1 + 𝜔4 + 𝜔3

1 + 𝜔6 .

3 En déduire 1
cos 2𝜋

7
+ 1

cos 4𝜋
7

+ 1
cos 6𝜋

7
.

Correction :

1 1 + 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 + 𝜔5 + 𝜔6 = 0.

2 𝜔
1 + 𝜔2 + 𝜔2

1 + 𝜔4 + 𝜔3

1 + 𝜔6 = 2 + 2𝜔 + 2𝜔2 + 2𝜔3 + 2𝜔4 + 2𝜔5

1 + 𝜔2 + 𝜔4 + 2𝜔6 + 𝜔 + 𝜔3 + 𝜔5 = −2𝜔6

𝜔6 = −2

3 En posant 𝜔 = 𝑒 2𝑖𝜋
7 , 1

cos 2𝜋
7

+ 1
cos 4𝜋

7
+ 1

cos 6𝜋
7

= 2
𝜔 + 𝜔−1 + 2

𝜔2 + 𝜔−2 + 2
𝜔3 + 𝜔−3

= 2𝜔
𝜔2 + 1

+ 2𝜔2

𝜔4 + 1
+ 2𝜔3

𝜔6 + 1
= −4.

Remarque : L'heptagone régulier n'est pas constructible à la règle et au compas.

Lycée Jules Garnier 3 PTSI Vinci - 2024


