Devoir surveillé n°3 Correction

Nembres complexes et equations différentielles

Exercice 1 — L’objectif de I'exercice est de déterminer toutes les fonctions réelles f deux fois dérivables
sur R telles que :

Vo EeR, [(x)+ f(—z) =z + cos(x) (E)
A. Soit f une solution du probleme.

On considere les fonctions g et h définies sur R par :

Vo €R, g(x)zw et hiz) = L@ =f=T)

1. (a) Etablir que la fonction g est solution sur R de 'équation différentielle

y" +y = cos(z). (E1)

Correction : Par composée, la fonction x — —x, et combinaisons linéaires de fonctions deux
fois dérivables, la fonction g est deux fois dérivable sur R et on a :

@)+ f(=z) | fe) + f(=2)

Vo€ R, ¢ () +g(r) = DI TOE
_ @)+ fa)  f(w) + f(=2)
B 2 2
Comme f est solution de (E), on obtient :
__x+cos(x) —x+ cos(—x)
B 2 2
= cos(z).

La fonction g est bien solution sur R de (E;).

(b) Déterminer les solutions réelles de (E;).

Correction : (E;) est une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients
constants dont les solutions homogenes sur R sont de la forme :

Yy : ¢ > Acos(z) + Bsin(z), A,BeR.

Commentaires : Lorsque vous décrivez I'équation, a ne choisir qu’'un mot c’est « linéaire » le plus important.

C'est de lui que découle tout le reste : la méthode et la forme des solutions.

Comme x > cos(x) est solution de I'équation homogéne, on cherche une solution particuliére
sous la forme :

Yp(z) =z (Ccos(x) + Dsin(z)), C,DeR.
D’ou,
Vz €R, y,(z) = Ccos(r) + Dsin(z) + = (D cos(x) — Csin(x))
Yy, (z) = —Csin(z) + D cos(z) + (=Csin(z) + D cos(z)) + x (—C cos(x) — Dsin(x))
= —2Csin(z) + 2D cos(z) — z (Ccos(z) + Dsin(x))
Yy (7) + y,(z) = 2D cos(x) — 2Csin(x)
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Comme y, (x) + y,(x) = cos(w) pour tout = réel, C et D sont solutions du systeme :

—2C =0 C =
<~
2D =1 D =

Ainsi, une solution particuliére est :

N = O

Yp P T gsin(:v).

Commentaires : On a tout a fait le droit d'étre malin et de lire un peu plus loin pour écrire une phrase du genre

« La fonction x +— 5% sin(x) est clairement une solution particuliére de (E) ».

Les solutions générales de (E;) sont donc de la forme :

y: x +—> Acos(x) + Bsin(z) + gsin(m), A,BeR

(c) En déduire qu'il existe un réel « tel que :
1
Ve eR, g(x)=acos(x)+ % sin(x).

Correction : Par construction, g est une fonction paire donc B = 0 et le résultat demandé.

2. (a) Etablir que la fonction h est solution sur R de I'équation différentielle

y' —y=x. (Ey)

Correction : Le raisonnement est identique a celui de la question (1) :

La fonction h est deux fois dérivable sur R et on a :

Yz eR, h(z)— h(z) = LD = (=2)  f@) = f(=2)

2 2
I G G B A G e A )
2 2
Comme f est solution de (E), on obtient :
_ x+cos(x) —x+cos(—x)
-2 2
= %,

La fonction h est bien solution sur R de (E,).

(b) Déterminer les solutions réelles de (E,).

Correction : (E,) est une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a coefficients
constants dont les solutions homogenes sur R sont de la forme :

yy ¢ > Ach(z) +Bsh(z), A,BeR.
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Correction

Il est clair que y,, : © = —x est une solution particuliere de (E,).

Les solutions générales de (E;) sont donc de la forme :

y:x+— Ach(z)+Bsh(z) —z, A,BeR.

(¢) En déduire qu'il existe un réel g tel que :

Correction :

Ve eR, h(x)=pFsh(x)—x.

Par construction, h est une fonction impaire donc A = 0 et le résultat demandé.

3. Déduire des questions précédentes la fonction f.

Correction : En remarquant que f =g+ h, on a:

f:xr— acos(z)+ %m sin(z) 4+ fsh(z) —z, a,B€R.

B. Vérifier réciproquement que toutes les fonctions f obtenues sont bien des solutions de I’équation (E).

Correction : La fonction f sous la forme ci-dessus est clairement deux fois dérivables sur R et vérifie :

VzeR,

f7(z) + f(—z) = —acos(x) + cos(x) — %x sin(z) + fsh (z) + acos(—z) — %m sin(—z) + Bsh (—z) + x
=z + cos(z).

Les fonctions f obtenues sont bien des solutions de I'équation (E).

Exercice 2 — On considere application complexe ¢: C — C

22

zZ

z—2i"

1. Déterminer I’ensemble de définition D de ¢.

Correction : ¢(z) est défini si, et seulement si z—2i # 0 i.e. z # 2i.

L’ensemble de définition de ¢ est donc D = C \ {21 }.

2. (a) Déterminer les racines carrées de 8 — 61.
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Correction : Posons z = x + iy avec z,y € R.
2 =8—6i < 22 —1y2+2izy=8—6i et |z°=|8—6i]
2?2 —y? =38 2 =9
= 2?4+ yP=10 = qyP=1
2xy = —6 zy <0
r =43
— qy=4=41
xy < 0.
Les racines carrées de 8 — 61 sont donc 3 — i et =3+ 1i.
(b) En déduire les antécédents de 1+ i par ¢.
Correction : Déterminons les antécédents de 1 + i :
2
VzeD, ¢(z)=14+1 < - =1+
z—2i

< 22=(1+i)(z—2i) car 2 # 2i

= 22-—(1+i)z+(-2+2i)=0 (E;)

(E;) est une équation du second degré de discriminant : A; =8 —6i = (3 — i)2.

I1+i)—38—1) . 1+i)+(3—1)
2 —141iet 5

Par conséquent, 1 + i admet deux antécédents par ¢ : —1 + i et 2.

(E;) admet deux solutions distinctes : =3

Commentaires : z — 21 = overlinez + 21 # z + 2i 11l

3. Soit b € C.

Discuter, selon les valeurs de b, le nombre d’antécédents de b par ¢.

Correction : Soit b € C. La démarche est identique a celle de la question précédente.

2

VzeD, ¢(2)=b <=

z —

=b

2i

< 22=b(z—2i) car z # 2i
<= 22—bz+2ib=0 (E,)

(E,) est une équation du second degré de discriminant : A, = b% —4(2ib) = b(b — 8i). Conclusion,
— Sibe{0,81i}, A, =0, donc b admet un seul antécédent par ¢.
— Sibe C\{0,8i}, A, # 0, donc b admet deux antécédents distincts par ¢.

4. Déterminer I’ensemble & des points d’affixe z tels que ¢(z) € iR.
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Correction : Soit z € D j.e. z #+ 2i et Z + —21i.

— 22 7

¢(2) € IR = ¢(2) = —4(2) = ——or ="
22(Z+2i)+2%(2—2i) =0

z|zP +2i22 +2|2)* —2i22 =0
(z+72)|2° +2i (22 —22) =0
(z4+2)|2]° +2i (z—2) (2+32) =0
(z+72) (22+2i2—2i2) =0

(z+2) ((z—2i) (z—21) —4) =0
z4+z=0 ou |z—2i|=2.

LI A A

L'ensemble £ est donc I'ensemble des points de |'axe des imaginaires purs et du cercle de centre
Q(21) et de rayon 2.

On vérifiera que le point d’affixe 21 ne fait pas partie de cet ensemble.

Commentaires : On pouvait aussi trouver £ en passant par la forme algébrique mais c'est moins joli : Soit z = x+iy € D
avec z,y € R.

8(z) = 22 (@+iwy)? [ —y®) +2izyllz — i(y—2)]
z—2i z+i(y—2) [z+ i(y—2)][x—i(y—2)]
_ =2 —yP)z + 20y(y — 2)] + i[22%y — (2® — ) (y — 2)]
z? + (y—2)3
_ =2+ 92 —dy)a] + 1227y — (2 — 3*)(y — 2)]
x? + (y —2)?

Ainsi,
M(z) € & <= ¢(z) € iR

< Re(¢(z)) =0
(@ +y* —dy)z _
(g 2)?
(2 +y? —4dy)z=0etz?+(y—2)2+0
[z2 4+ y?> —4y =0 ou z = 0] et (z,y) # (0,2)
[22 4+ (y—2)2 =22 ouz = 0] et (z,y) # (0,2)

g1t 1

On retrouve le méme ensemble.

Probléeme 3 —
Partie I : Questions préliminaires

t
1. Soit t € [0; 7. On pose u = tan (§> Montrer que :

1—u? 2u

cos(t) = TTa et sin(t) = T
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t
Correction : Pour ¢t € [0; 7], u = tan (§> est bien défini et, avec 1 +u? # 0, on a :

sin® (1)
1—u? _ c?sj (5)  cos® (%) — s?nz (%) _ cos(t)
14 u? sin (5)  cos?(5) +sin” (%)
cos? (%)
et
t t t t 2tan (%) 2u
i — 92gin [ = 2l =9 hd 2 (_> = 2 = .
sin(t) sm<2> cos <2> tan(2> cos” { 5 T+ tan? (1) 11 a2

Commentaires : C'est quand méme bien de parler de la bonne définition de w !

2. Soit f une fonction continue sur R, a valeurs dans C et 2w-périodique. Montrer a 'aide d’un

changement de variable que :
27+a a
VaEIR,/ f(t) dt:/ f(t) dt,
27 0

/0 " £(t) dt.

Soit a € R. On fait le changement de variable €

puis en déduire que :

27+a
Vae IR,/ f(t) dt

Correction :
donne :

cu=1t— 2w ie. du = dt, ce qui

/Waf(t) dt:/af(u—i—ZTr) du:/af(u) du:/af(t) dt.

2 0 0 0
On a alors, d’apres la relation de Chasles :

/sz dt = /f dt+/2ﬂ dt+/2m
27
/f dt+/ f(t dt+0 £(t) dt

2m

£() dt

0

3. Soit f une fonction continue sur R, paire et 2m-périodique. Montrer que :

T 0 27 T
t) dt = t dt, uis tydt =2 t) dt
/Of() /_ﬁf() puis [ 50 /0f<>

Correction : Soit f une fonction continue sur R, paire et 27-périodique. En effectuant le changement
de variable de classe € : u = —t i.e. du = —dt, on obtient :

—u) du:/_jf(u) du:/_if(t) dt

—T7

/0 " f) at O

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier



Devoir surveillé n°3

Correction

De plus, a I'aide de la question précédente pour a = —m, on a :

27 T
dt = d
[*rwa / £(t) dt

/ f(t dt—i—/ f(t) dt (relation de Chasles)

= /f(t) dt (résultat précédent).
0

x
4. Soit f une fonction continue sur R. On pose pour tout xz € R, F(z) = / f(t) dt. Justifier que :
0

VaeR, hmF / f(t)

Correction : Soit f une fonction continue sur R. Pour tout a € R, elle I'est donc sur tout intervalle
a

[0;a] et I'intégrale / f(t) dt est correctement définie.
0

D’apres le théoréeme fondamental de |'analyse, F est dérivable sur R donc continue et en particulier
ena€R:

Va€eR, limF(z) =F(a)

r—a

ce qui s'écrit :

r—a

VaéeR, limF(x) = /a f(t)dt.
0

Partie IT : Deux calculs d’intégrales

On considere, pour r € [0;1[ U ]1;4o00] les intégrales :

27 27 :
— t t
/ rocos) gy e B(r) = / 5 sin(?) dt.
b, T2 —2rcos(t) +1 b T2 —2rcos(t) +1

5. Justifier existence de A(r) et B(r).

1 .
Correction : Soit 7 € [0;1[ U ]1;+00[. On considere |'application ¢ — T 2rcos() £ 1 définie
sur [0; 27].

On constate que le dénominateur ne s’annule pas.
En effet, ce dernier a pour discriminant A = —4sin?(t), ce qui est toujours strictement négatif sauf
pour t =0, 7w ou 27.

— Orsit =0 ou 2, alors |'expression s’annule pour r = 1 ce qui est impossible avec r € [0;1].
— De méme, si t = 7, alors |'expression s'annule pour » = —1 ce qui est également impossible.
Au final, le dénominateur ne s’annulant pas sur [0;27], I'application considérée est continue sur
[0;27], et il en est de méme, d'aprés les théoremes sur les produits de fonctions continues des deux

r — cos(t) sin(t)

applications t — ainsi que ¢t — .
ppiication r2 —2rcos(t) + 1 st au r2 — 2rcos(t) + 1
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Commentaires : C'est bien la non nullité du dénominateur qu'il fallait montrer.
Encore trop d’éleves oublient de préciser que le dénominateur et le numérateurs sont continues.

Ces deux derniéres étant continues, A(r) et B(r) sont bien définies.

6. Calculer B(r).

Correction :
— Sir =0, alors
2m i 27 .
_ sin(t) 1 2rsin(t) 1 o
B = /0 72 —2rcos(t) + 1 ar= 2r /0 r2 — 2rcos(t) + 1 di = 2r [ln(u(t))}o =0
car u(0) = u(2m).
27 o
— Sir =0, alors B(r) = / sin(t) dt = [_ cos(t)] —0.
0 0

Donc, Vr € [0;1[U]1;4o0[, B(r) =0.

r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1

7. Montrer que A(r) = 2/ dt.
0

r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1
invariant par translations, d'aprés la question (3) , on en déduit :

T r — cos(t)
Ar)=2 dt.
(r) /0 r2 —2rcos(t) + 1

Correction : Comme t — est continue sur R et 27-périodique sur cet ensemble

8. Soit @ € ]0; 7. On pose :

“ r — cos(t)
I = dt.
() /0 r2 —2rcos(t) + 1

t
(a) Montrer, via le changement de variable u = tan <§>, que I, (r) s’écrit sous la forme :

2 tan(3) uw +a
I = d
a(r) r+1 /0 (u? +a?)(u?2 +1) U

ou « est une constante a exprimer en fonction de r.

t
Correction : On effectue le changement de variable ¢! : u = tan (—)

Avec, ,
1— 2
cos(t) = . P

= g
1+ 2 e

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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on obtient :

() T4+ u?) — (1—u? 1
Ia(r>:2/ 2 . T‘g +U) (2U> - 2du
. r2(1+u?) —2r(l—u?)+ (1+u?) 1+u
B 2/tan<%> (r+Duw+(r=1) 1
Tl w(r+1)2+ (r—1)2 1 +u?
_ 2 /tan(g) u? + du aveco— "1
o+l (u? 4+ a?)(u?+1) T r+1
(v est bien définie car r +1 # 0.)
(b) Déterminer deux réels A, B tels que :
u? +a A B

VueR,

@+ o)1) u?+a? AR

Correction : En réduisant au méme dénominateur et en identifiant, on trouve :

Commentaires : Ce n’est pas une décomposition en éléments simples mais juste une réécriture plus pratique
pour l'intégration qui suit.
On pouvait aussi trouver A et B en résolvant un systeme :

— En multipliant les deux expressions par u? et en prenant la limite en +co : 1 = A + B.

1 A
—_ Pouru:O:—:—QJrB.
a o«

A+B =1
Le couple (A ;B) est alors solution du systéme < 1 1
el

On trouve, bien sir, le méme couple solution.

iy = (oo (22 2).

Correction : Cette décomposition nous ramene a des termes facilement intégrables :

2 tan(%) w2 o
I (r) =
(1) r+1/0 @)@+

B 2 tan(g) 1 tan(g) 1
C(r+D(a+1) /0 u? + a? u+/0 w1

_ m (arctan (%) + arctan (tan (g))) .

Comme a € |0 ; [, arctan (tan (g)) = g.

(¢) En déduire que :
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-
, on déduit :

2
De plus, en remarquant que o + 1 = 7

(d) En distinguant les cas a < 0 et a > 0, déterminer lim I, (7).
a—T

Correction :

a—T a—Tm

. ) tan( T .
— Si a <0, alors lim arctan =3 donc lim I, (r)=0.

— Sia >0, alors lim arctan
a—T

) = —|—g donc lim I (r) = i

a—T r

(e) Conclure que :

0 sire€0;1],
Alr)=q2r
— sir>1
r
Correction : D'une part, comme r € [0;1[U]1;+4o00[, on a:
r—1
o= <0 <= —1<r<l1 < rel0;1].
r+1
D'autre part, I'application t — r — cos(?) est continue sur R. D'aprés la question (4)
part, 1 app r2 —2rcos(t) + 1 e 4 '
ona: " 0 . 0 .
— — cos
lim U dt = / r dt = = A(r).
amm J, 12 —2rcos(t) + 1 b T2 —2rcos(t) +1 2

Enfin, avec le résultat de la question (8d) on obtient :

0 sire]0;1]
A(T)z{z

™ .
—  sir>1.
7

Partie III : Indice d’un point par rapport a un lacet

Soit 7 : t > z(t) + iy(t) une fonction de classe ¢! sur [0;1] a valeurs dans C et telle que v(0) = ~(1).

Pour tout z € C\ 7([0;1]), on appelle indice de z par rapport au lacet v, et on note Ind. (z) I'intégrale :

w0 =g [ 0w
0

2im (t) — =

9. Justifier que Ind,,(z) est bien définie pour tout z € C\ y([0;1]) .

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction : Puisque v est de classe !, 7/ est continue sur [0;1].

De méme, t — 7y(t) — z est continue car «y est dérivable donc continue.

Par ailleurs : Vt € [0;1],~(t) # z (sinon z € v([0; 1]), ce qui contredirait I'hypothése).

Par quoti/e(r;’; de fonctions continues dont le dénominateur ne s'annule pas, on en déduit que
Y

V(t) — 2
Ind, (2).

t+— est continue sur [0;1], donc l'intégrale est définie, ce qui justifie |'existence de

10. Dans cette question uniquement, on pose : y(t) = e?1m ot 2z = pel® avec p # 1, ¢ € [0;27].
(a) Vérifier que 7 et z vérifient les hypotheses précédentes et calculer Ind. (0).
Correction : La fonction v est bien de classe € sur [0;1] et v(0) = (1) = 1.
D’autre part, comme Vt € [0;1],|v(¢t)] =1 et |z] = p # 1, alors z & v([0;1]).
Les hypothéses sont donc bien vérifiées.

Puisque : Vt € [0;1],7'(t) = 2i7my(t), on a:

Tnd_ (0) = %T /O 77 ((tt)) dt =

‘ .

[\

1
- / 2imdt = 1.
im Jy

Commentaires : -~y est a valeurs complexes donc pas de In(+y) ou trucs du genre.

(b) On suppose z # 0. A l'aide du changement de variable u = —27t + ¢, montrer que :

2m
t 1
Ind (z)zi/ d — avec T = —.
7 2m Jy 1 — el p

Correction : Soit z # 0. Par définition :

1 [!2ire2int
Ind, (z) = . dt.
nd,(2) 2177/0 e2int — 4

1 .
On remplace z par —e'? en posant = — car p = |z| # 0.
r p

1 e2imt 1 e2imt
Ind (2) = —————dt=r ———dt.
7< ) . e2i7rt_%eiap 5 re2imt _ gip

On a alors :

1
Posons u = —27t + ¢. On a donc du = —2wdt i.e. dt = o du et les bornes deviennent
m

u(0) = ¢, u(1) = ¢ — 2. Par changement de variable €%,

r [ du
nd. (2) /
)

2 J r— eiu’
—2Tr

1
La fonction u > — est 2m-périodique a valeurs dans C donc, d'apres la question (2),

r—e
on obtient : )
r T dt
Ind, (2) / e

~on

r — elt J
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r

(c) Montrer que Ind, (z) = =
27

(A(r) - iB(r)).

Correction : |l suffit de trouver la forme algébrique de ———
r—e
I r— e it
r—eit  (r— eit)(r— eit)
r— e it r — cos(t) sin(t)

T2 —2rcos(t) +1 R —2rcos(t)+1 12— 2rcos(t) + 1 '

On en déduit, par linéarité :

Tnd, (z) = %(A(r) - iB(r)).

(d) En déduire la valeur de Ind,(2) selon les valeurs de 2.

0 si r €]0; 1],

Correction : Comme B(r) = 0 d'aprés la question (6) , et A(r) = 2
A(r) = g sir>1

d'aprés la question (8e)

1
Avec |z| = —, on obtient :
r

1 sifz] <1,
Ind. (2) =
(7 {0 si |z| > 1.

11. On consideére a présent une application v quelconque vérifiant les hypotheses précisées au début de
cette partie.

On veut montrer dans cette question que Indy(z) € Z. On pose pour ceci :

F(:g):exp(/;%dt).

v(2) =2
Vzxe0;1],G (z)=0.

(a) Justifier la dérivabilité de G : z +— pour tout x € [0; 1] et montrer que :

Correction : D’aprés le théoréeme fondamental de I'analyse et par composition, F est dérivable
sur [0;1] et :

Va € [0;1], F/(x) = % Fz) (< F@)0E) -2 -F@y (@) =0).

Alors, par quotient de dénominateur non nul, G est dérivable sur [0;1] et on a :

Vae 1], G(a) = F/(“3)(7(2(;)21;;(%)’7’(%).
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D'apres le résultat précédent, le numérateur est toujours nul et donc :

Vael0;1], G'(z) =0.

(b) En déduire que F(0) = F(1) puis que exp(2inInd,(2)) = 1.

Correction : D'apres la question précédente, G est constante sur [0;1].
En particulier, on a G(0) = G(1).

Comme 7(0) = (1), on trouve donc F(0) = F(1), c’est-a-dire :

exp (/00#“_)2 dt) = exp (/01#@_)2 dt) < 1=-exp(2inInd, (2)).

(c) Conclure.

Correction : Comme Vz € C, exp(z) =1 < 3k € Z,z = 2ink, il existe donc k € Z tel
que 2iwInd, (2) = 2ink ie Ind (2) =k car 2im # 0.

On a donc finalement :
Vz e C\~([0;1]), Ind.(2) € Z.

Commentaires : En mathématiques, I'indice d’un point par rapport a un lacet ~y est intuitivement le nombre de
tours (dans le sens trigonométrique) réalisé par le lacet autour du point. Intuitivement, placez-vous sur le point
d’affixe z et parcourez le lacet (qui est fermé) du regard dans le sens trigonométrique jusqu’a revenir au point
initial. Le nombre de tours sur vous-méme que vous aurez faits est votre indice par rapport au lacet.

L’indice fournit le lien entre les aspects purement analytiques en analyse complexe et les propriétés topologiques
du plan complexe.
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