1
Pour n € N, on pose I, = / (1—t)"Vtdt.
0

Dans ce devoir, on pourra utiliser, sans le démontrer, que la fonction t —s t\/t est de classe €' sur R,.

1. Calculer I et I;.

Correction : Tout d'abord,

1
10:/0 \/Zdtzg[t\/%];zg.

2
Pour calculer I,, comme t +— 1 —t et t gt\/% son de classe €! sur [0;1], un intégration par
parties s'écrit :

I, =/01(1—t)\/¥dt= E(l—t)t\/%];—g/ol(—l)t\/%dt

1 3
Commentaires :  On pouvait aussi directement primitiver, car t — (1 — t)ﬁ = t2 —t2 admet pour primitive
2 3 2
t— -t2 — =t
3 5

ot
.

2. Justifier que Vn e N, I, > 0.

Correction : Soit n € N.
La fonction t —s (1 —1t)™ v/t est positive sur [0; 1], donc par positivité de I'intégrale, on en déduit

1
que / (1—t)"Vtdt > 0.
0

Ainsi, VneN, I, > 0.

, 2 1
3. Etablir que VneN, I, ; = M(In —I,.1)

Indications : on pourra intégrer par parties en primitivant t — V't et utiliser le fait quet =1—(1—t).
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2
Correction : Les fonctions ¢ — (1 — )" et t — gt\/i sont de classe € sur [0;1], on peut

intégrer par parties :

! at — 2 n+1 ' _H\N
InH:/O (1—t) 1ﬂdt_[§( t) t\f (n+1)/0 (1—t)" tv/tdt

=0

(1—1))(1—t)"Vtdt (t=1—(1—1))

(1—t)n — )™ Ve dt

n+1/
0
1
n+1/
0
n+1 (/
0

B 2(n—|— 1)
)

—_

1
(1—1t)" \fdt—/( t)n+1\/idt) (linéarité de I'intégrale)
0

Donc, Vn e N, I, > 0.

4. Montrer que suite (I,)),,c) est convergente.

Correction : Soit n € N.

3
D’apres ce qui précede, onal, —1, ., = ml”“ > 0 donc la suite (I,,),,c) est décroissante.
n

Minorée par 0, elle converge d'aprés le théoréme de convergence monotone (vers une limite positive).

1
5. Démontrer que V. € N, I, < ——.
d TP S n 41
Correction : |l suffit de majorer I'intégrande sur [0; 1] et d'utiliser la croissance de I'intégrale :

Pour tout t € [0;1], vt <1 donc (1 — )"Vt < (1 —t)" puis

I, :/1(1—t)"\/£dt</1(1—t)ndt

0 0
B (1_t>n+1 1_ 1
_[_ n+1 ]O_n—f—l'
On a donc V N, I, < !
nadoncVn ¢ S o

6. Conclure quant a la limite de (I,,).

1
Correction : Comme Vn € N, 0 <I, < ——, d'aprés le théoreme d'encadrement, lim I, =0.
n+1 n—+00

7. Exprimer I, | en fonction de I,,. Préciser alors la valeur de I,.
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Correction : D’aprés (3), Vn € N,

2(n+1)
In+1 3 (In - In+1)

2(n+1) 2(n+1)

2n+5 2(n+1)

3 IT’L+1 = 3 I'I’L
[ 2(n+1)
4 4 4 16
On en déduit que I, = ?Il ==X T = 105

On se propose a présent d’exprimer de deux fagons différentes I, en fonction de n.

(2n + 3)!

On pose u,, = Wl £ 1)

8. Montrer que (u,,),cy €st une suite géométrique.

Correction : Montrons tout d'abord que I,, donc u,, est non nul pour tout n € N.
2(n+1
( >I et

(a) Soit par une petite récurrence rapide a partir de la relation précédente I, ; = s
2

I,b,=-#0.

0 =37

(b) Soit avec I'intégrale en remarquant que t — (1 — )"/t ne prend que des valeurs strictement
positives exceptées en les points isolés 0 et 1. On évoque ensuite la stricte positivité de
I'intégrale.

On peut dorénavant calculer le quotient pour n € N :

(2n + 5)!
Unyr _ (n+ D n+2)! Ly
n!(n +1)!

T23) (2n+4) 2 (KL
M(n +2) 52 %

La suite (u,,),cp est donc une suite géométrique de raison 4 et de premier terme u, = 3!I, = 4.

. . . . u Y . , . 2 2 ’
Commentaires : Ne jamais former le quotient —*% I A moins d’avoir montré au préalable que w., et donc 1, n'est
n n
1

‘n

Jjamais nul.

9. En déduire une expression de I, en fonction de n.
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D’aprés la question précédente, ¥ n € N, u,, = 4" "1,

Correction :
Finalement : ( "
ni(n+1)!
YVneN, I =4l —~
" " (2n + 3)!

. " —1)k
10. Etablir que Vn e N, I, =2 g (Z) 2<k ) . Retrouver la valeur de I,.
pr +3

Il suffit de développer le bindme de Newton et d'utiliser la linéarité de I'intégrale :

Correction :

VneN, I, =(1—t)"Vtdt = /1zn: <Z> (—t)F Vtdt
0 k=0

(linéarité de I'intégrale)

k=0
1
" [n tht3 "\ (n 1
£0) [0y
k=0 +3 o k=0 +3
n _1)k
-3 (3) 42
= \k)2k+3
Retrouvons la valeur de I, :
2 k 0 1 2
2\ (1) 2\ (—1) 2\ (—1) 2\ (—1)
I,=2 =2
? ;<k)2k+3 ((0) 3 \1) 5 Tl\2) 7
_, [1 2 n 1} 16
713 5 7] 105’
ce qui est bien la méme valeur que celle trouvée précédemment.
V.
S|
11. Calculer la somme S,, = Z -+ En déduire lim S,,.
Pt ,I{j n—-+0oo
Correction : Soit n € N*. D'aprés (3), on a:
2k
Vke[l;n], I, = ?(kal — L)
I 2
?k = g(lkq — L)
En sommant ces égalités pour k variant entre 1 et n, on a alors :
Sy, = Z f = gZ(kal —1;)
k=1 k=1
2
Comme lim I, =0, on en déduit :
n—-+00
4
li ==-1,=-.
L S =31 =3
v
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Devoir en temps libre n°16 Correction
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