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G Test n𝑜18

Suites I

1. Que signifie dire qu’une suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ converge vers un réel ℓ ?

∀ 𝜀 ∈ ℝ∗
+, ∃ 𝑛𝑜(𝜀) ∈ ℕ / ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 𝑛𝑜 ⟹ |𝑢𝑛 − ℓ| ⩽ 𝜀.

2. Donner un exemple d’une suite convergente vers 1 non monotone.

1 + (−1)𝑛

𝑛
.

3. Donner la forme explicite de la suite définie par
⎧
⎨⎩

𝑢0 = −1
∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 4

.

La suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ admet 2 comme point fixe.

La suite définie par 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 2 est géométrique de raison 3 et de premier terme 𝑣0 = −3.

Donc, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = −3 × 3𝑛 + 2 = −3𝑛+1 + 2.

4. Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie, ∀ 𝑛 ∈ ℕ par 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 3
𝑛 + 2

est majorée par 2.

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 3
𝑛 + 2

⩽ 2𝑛 + 4
𝑛 + 2

= 2.

5. On considère les suites (S𝑛)𝑛⩾1 et (T𝑛)𝑛⩾1 définies pour 𝑛 ⩾ 1 par

S𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑘2 et T𝑛 = S𝑛 + 1

𝑛
.

Montrer que (S𝑛)𝑛⩾1 est croissante.

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. S𝑛+1 − S𝑛 = 1
(𝑛 + 1)2 ⩾ 0 donc (S𝑛)𝑛⩾1 est croissante.

6. Sans la convexité, montrer que, ∀ 𝑥 ∈ ]−1 ; +∞[, ln(1 + 𝑥) ⩽ 𝑥.

La fonction 𝜑 ∶ 𝑥 ⟼ ln(1 + 𝑥) − 𝑥 est dérivable sur ]−1 ; +∞[ et on a :

∀ 𝑥 ∈ ]−1 ; +∞[ , 𝜑′(𝑥) = 1
1 + 𝑥

− 1 = − 𝑥
1 + 𝑥

.

La fonction 𝜑 admet donc un maximum en 0 qui vaut 𝜑(0) = 0.

On en déduit ∀ 𝑥 ∈ ]−1 ; +∞[, 𝜑(𝑥) ⩽ 0 i.e. ln(1 + 𝑥) ⩽ 𝑥.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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7. Démontrer que toute suite convergeant vers un réel ℓ strictement positif est minorée par un réel 𝑚
strictement positif à partir d’un certain rang.

Soit lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ℓ et prenons 𝜀 = ℓ
2

> 0.

Il existe alors un rang 𝑛0(𝜀) au delà duquel − ℓ
2

⩽ 𝑢𝑛 − ℓ ⩽ ℓ
2

⟹ 0 < ℓ
2

⩽ 𝑢𝑛.

Ainsi, (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est minorée à partir d’un certains rang par un réel strictement positif.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Suites I

1. Que signifie dire qu’une suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ diverge vers +∞ ?

∀ A ∈ ℝ, ∃ 𝑛𝑜(A) ∈ ℕ / ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 𝑛𝑜 ⟹ 𝑢𝑛 ⩾ A.

2. Donner un exemple d’une suite divergente vers +∞ non monotone.

𝑛 + (−1)𝑛.

3. Donner la forme explicite de la suite définie par
⎧
⎨⎩

𝑢0 = 1
∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 − 5

.

La suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ admet 5 comme point fixe.

La suite définie par 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 5 est géométrique de raison 2 et de premier terme 𝑣0 = −4.

Donc, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = −4 × 2𝑛 + 5 = −2𝑛+2 + 5.

4. Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie sur ℕ∗ par 𝑢𝑛 =
√

1 + 𝑛2

𝑛
et minorée par 1, ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗.

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 =
√

1 + 𝑛2

𝑛
⩾

√
𝑛2

𝑛
= 1.

5. On considère les suites (S𝑛)𝑛⩾1 et (T𝑛)𝑛⩾1 définies pour 𝑛 ⩾ 1 par

S𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑘2 et T𝑛 = S𝑛 + 1

𝑛
.

Montrer que (T𝑛)𝑛⩾1 est décroissante.

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. T𝑛+1 − T𝑛 = 1
(𝑛 + 1)2 + 1

𝑛 + 1
− 1

𝑛
= 1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 1)
− 1

𝑛(𝑛 + 1)⏟
⩽(𝑛+1)(𝑛+1)

⩽ 0 donc (T𝑛)𝑛⩾1 est

décroissante.

6. Sans la convexité, montrer que, ∀ 𝑥 ∈ ℝ, e𝑥 ⩾ 𝑥 + 1.

La fonction 𝜑 ∶ 𝑥 ⟼ e𝑥 − 𝑥 − 1 est dérivable sur ℝ et on a :

∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝜑′(𝑥) = e𝑥 − 1.

La fonction 𝜑 admet donc un minimum en 0 qui vaut 𝜑(0) = 0.

On en déduit ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝜑(𝑥) ⩾ 0 i.e. e𝑥 ⩾ 𝑥 + 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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7. Démontrer que toute suite divergeant vers +∞ est minorée par un réel 𝑚 strictement positif à
partir d’un certain rang.

Soit lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ et prenons A = 1 dans la définition de la divergence :

Il existe alors un rang 𝑛0(A) au delà duquel 𝑢𝑛 ⩾ 1 > 0.

Ainsi, (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est minorée à partir d’un certains rang par un réel strictement positif.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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