Fonctions de la variable réelle - LIMITES

Feuille d’exercices n°15

Fanctions de lo variable réelle - LIMITES |

Exercice 1 : Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent :

1. lim o 8. lim M
e f 3 z—+o0 2 — sin(x)
1
2. lim z—In(z) T : (f>
B 9 m_l}glooa:sm -
2 . .
3. lim w 10. lim xsin | —
T—+00 a5 x—0 x
In(z) —2
; /2 _ g SG)T S
4. xgrinoo > +1—x 11. QCEIEOO In(z) + 1
_ 2 g 2
5y vEtl-l 19, lim 2%sin(z)
T—400 T T—+00 x+1
. T 1 13, lim 2eos(e®)
6. lim =z =1 zotoo 22 41
T—+00 x—1 .
14. lim e®—in(®)
. cos(z) Lo )
Correction : Par commodité d’écriture, 111;1 ... = 00 signifiera lim ... = —oco et ligrn .. = F00,
Tr—+00 r—r—00 r—r+00

dans cet exercice.

10.

. r+1
. lim z — 1| =
r—+00 x—1 r—400 /IB _|_ ]_ r—+00
x_
COS

2wz WE(-F)

r—+00 \/E = Z z—+00 1 %
. In(z) .
lim z—In(z)= lim |1——=> —+o00 d'aprés les théoréemes de croissances comparées
T—+00 T—+00 T
2_2x+3 2 3
P T o A N |
T—£00 xT r—+00 I xT

z
lim Va?24+1—2z= lim =0

" 5400 T—400 4 /1‘2 1+

. ve+1—1 .
lim ——— = lim

T—400 T z—too /o +1+1 -

:Jc—i—l 2

1
lim # ———— = lim —2%—

al'—‘

al’—‘

1 cos(x)

.V #1, Tz S T2 1 — donc wgrfoo T — = ( d'apres le théoreme d'encadrement.
X 1 .
VzeR z—1<K x+S.1n(fL‘) < wer donc lim Lln(x) = 400 d'aprés le théoréeme de
2 —sin(z) 3 z—+o0 2 — gin(x)

comparaison.

1 1
. VzeR, —x < xsin (—) <z donc lim xsin (—) = 400 d'aprés le théoréme de comparaison.
x T

T—+00

r—000

1 1
Vze R, < zsin ( > <z donc lim zxsin (—) = 0 d’apres le théoreme d’encadrement.
x x

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

SILINIT - 21994 3|qenen e| ap SuoidUO

'



Fonctions de la variable réelle - LIMITES

H

Feuille d’exercices n°15 Fonctions de la variable réelle - LIMITES

@ -2 . 1-gg
r——400 1n(q;)-|—]_ _:E—>+oo 1+ﬁ

2 sin(5a”
12. lim Zosin(5z”) _ lim 2sin(5x?) donc pas de limites.
T—+00 r+1 T——+00

11. = I

7 x cos (e”) donc lim x cos (e%)

13. V R, — _—
re 24+1 ° 2241 S x2+41 z—otoo x2+ 1

drement.

= 0 d’apres le théoreme d’enca-

14. Vz € R, z —sin(z) > x — 1 donc lirf e®s(*) — 100 d'apres le théoréme de comparaison et
Tr——+00

celui sur les limites de composées.

2
15. Vz € RY, Vo — zsin(z) = e (@) > vz donc lim +/z — +/zsin(z) = +oo d'apres le

1 + sin(x) 2 & ++oo
théoréme de comparaison.

Ed

Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = —.

2
g , z—1 1

1. Démontrer que, pour tout réel x # 0, —— < f(z) < -.
7 7

2. En déduire la limite de f en —oo et +oc.

Correction :

—1
1. Vx€Rx, 2 —1< |z] <z dodz? >0 entraine °

1

2. D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit :

lim f(x)=0.

T—400

1 -1
Figure XIV.1 — Courbes de x — @, T = et @ 2 =
a3 43 T
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES Feuille d’exercices n°15

Exercice 3 : Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent :

: z® —4 ] /

249 n+l . n+l
Tam w 9. lim roo-a
x—0 a8 T " — ™
m 2202 10. Tim —t20(@) —sin(z)
i - x—0 sin(z)(cos(2x) — cos(z))

4 sin® z 12, 1 YETYOZVTZa )
o lim ——— L )
z—m 1+ COS((L‘) o ' T2 — o2
- P 13. 1 -
z—0 T et — 62
6. wggloo\/x+5—\/x—3 W 6
4
. V1+x2-—1 15. lim x72 aeR
7. glﬁlir(l) — Q2 z—+o00 1 4+ x%sin” x
1 _
8. lim 2= 1 16. lim arctan M
- lim o 1+ cos(x)
v
Correction :
1. ——=ax+ 2 . Si z > 0 cette expression vaut = + 2 donc la limite a droite en x = 0 est +2.

95
Siz < 0 I'expression vaut —2 donc la limite a gauche en z = 0 est —2. Les limites a droite et a
gauche sont différentes donc il n'y a pas de limite en x = 0.

2

T 2|x %
;H =x+ 2u =z — 2 pour x < 0. Donc la limite quand x — —oo est —oo.
x

?—4 (z—2)(z+2) z+2
2—-3z+2 (z—2)(z—1) z-—1

.2 2
1— 1— 1
sin (<) = o8 (w) ( cos(z)){ + cos(x)) = 1—cos(z). Lorsque  — 7 la limite est

X

, lorsque x — 2 cette expression tend vers 4.

1+ cos(z) 1+ cos(x) 1+ cos(x)
donc 2.
\/1—|—m—\/1—|—x2_\/1—|—:v—\/1—|—x2 \/1—|—:v—|—\/1—|—:n2_ 1—}—:5—(1—|—x2)
z z VItz+vit? o(itz+Vitad)
x — 2 1—=x

T e(Vita+rvitad) Vite+Vita?

1
Lorsque x — 0 la limite vaut 5

VT+5++vVz—3 z+5—(z—3) 8
Vz+5—vVz—3=(vVz+5—+vz—3)x = =
( ) Ve+5+vz—3 Vr+5+vz—3 z+5+vzH
Lorsque x — +o00, la limite vaut 0.
Nous avons I'égalité a® — 1 = (a — 1)(1 + a + a?). Pour a = v/1 + 22 cela donne :

a—l_ a® —1 1+22—-1 1

22 22(1+a+a?) z2(1+a+a?) T 1tata®

. . 1
Lors que x — 0, alors a — 1 et la limite cherchée est 3

Autre méthode : si I'on sait que la limite d'un taux d'accroissement correspond a la dérivée nous
avons une méthode moins astucieuse. Rappel (ou anticipation sur un prochain chapitre) : pour une
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES

Feuille d’exercices n°15

Fonctions de la variable réelle - LIMITES

10.

11.

fonction f dérivable en «a alors
o @) = (@

T—a T —a

= f'(a).
1 1 2
Pour la fonction f(z) = V1+x = (1 +z)3 ayant f'(x) = §(1 + )3 cela donneena=0:

V1422 -1 vVitz—1 f(x)— f(0) 1

lim ——— = lim ———— = lim ———— = f/(0) = -.

z—0 i z—0 35 =0 x—0 0 3

" —1 " —1 x—1
=1+z+a?+--+2" Doncsiz — 1 la limite de est n. Donc la limite de

x—1 T — zn—1

en 1 est —.
n

La méthode avec le taux d'accroissement fonctionne aussi trés bien ici. Soit f(x) = z",

2 —1 _ f()— £(1)

f(z) =na" ! eta=1. Alors

tend vers f'(1) = n.

rz—1 rz—1
Montrons d'abord que la limite de
k k
r —
flz) =
r—
en « est kak—1, k étant un entier fixé. Un calcul montre
que  f(z) = zFt 4+ axh? + o223+ 0 4+ aFh en effet
(21 + azb 2 + o22% 3 + . + oF (2 — a) = 2 — oF. Donc la limite en = a est

ka*~1. Une autre méthode consiste a dire que f(z) est la taux d'accroissement de la fonction x*,

et donc la limite de f en « est exactement la valeur de la dérivée de =¥ en «, soit ka*~1. Ayant fait
ceci revenons a la limite de |'exercice : comme

n+l _ . n+l n+l _ . n+l

x (07 x (07 r—«

v —an r—a v —an’
Le premier terme du produit tend vers (n + 1)a™ et le second terme, étant I'inverse d'un taux
d’accroissement, tend vers 1/(na™ ). Donc la limite cherchée est

(n+1)a™ n+1
a.

nan—1 n

tan(x) — sin(x) 1 — cos(x)

La fonction f(z) =

s'écrit aussi f(x) =

sin(z)(cos(2z) — cos(x)) cos(z)(cos(2z) — cos(x))

Or cos(2x) = 2 cos?(z) — 1. Posons u = cos(z), alors

1—u 1—u 1

f(z) = uw(2u2 —u—1) - w(l —u)(—1—2u) - u(—1 — 2u)

1
Lorsque x tend vers 0, u = cos(x) tend vers 1, et donc f(z) tend vers —3

(Vot vatva-va) (Vo+ Varva+va)
Vot Vot atE

T+
T+ T+ + VT

rtyz+Vr—Vr=

.
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES Feuille d’exercices n°15

12,

13.

14.

15.

16.

1
Quand £ — 400 alors — — 0 et

Rl

1 - , 1
+ —— — 0, donc la limite recherchée est —.

/T 2
La fonction s'écrit

_VE-Va-Ji=a _Ji-Ja-Jia ‘&l

= JT—avzta  veta

B

f(z)

T — N D y . . z
Notons g(z) = u alors a I'aide de I'expression conjuguée
T —

r—« VI — Q

) A a Ve Ve

—1 1
9(z) tend vers ———

Vo +a V2a

Donc g(z) tend vers 0 quand z — . Et maintenant f(z) =

—1
Pour tout réel y nous avons la double inégalité y—1 < |y| < y. Donc pour y > 0, Ul < L] < L
Y Yy
On en déduit que lorsque y tend vers +oco alors M tend 1.
On obtient le méme résultat quand y tend vers —oo.
1
En posant y = 1/x, et en faisant tendre x vers 0, alors = LJ = @ tend vers 1.
T Yy
e® —e? e* — e? z—2 e® — e2 x—2 e® — e? 1
= X = X = X o
22+zx—6 z—2 2242—-6 2x—2 (z—2)(z+3) r—2 x+3
e® — e? e® — 2
La limite de en 2 vaut €2 (72 est la taux d'accroissement de la fonction x = €* en la
e
valeur x = 2), la limite voulue est o
4
x
Soit f(x) = —————5—. Supposons « > 4, alors on prouve que f n'a pas de limite en +o0. En

1+ z%sinx
effet pour pour u;, = 2k, f(2km) = (2k7)* tend vers +oo lorsque k (et donc u;,) tend vers +oc.
v
1+ g
vy, ) tend vers +oo. Ceci prouve que f(z) n'a pas de limite lorsque = tend vers +oo.

Cependant pour v, = 2k + g flu,) = tend vers 0 (ou vers 1 si & = 4) lorsque k (et donc

Reste le cas a < 4. Il existe (3 tel que a < 5 < 4.
1E4 3347’8

flx) = =

© 1+ zosin®(x) 25 + 2 sin®(z)

[e%

1 T
Le numérateur tend 400 car 4 — § > 0. — tend vers 0 ainsi que — sin?(x) (car 8 > « et sin’(x)
5 5

est bornée par 1).

Donc le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives. La limite vaut donc +oc.

1— 1—
iig;rl + cos(z) = 0% donc igr}r 14‘22223 = 400 puis ijg}rarctan < 1+zzzEB> — g
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES

Feuille d’exercices n°15 Fonctions de la variable réelle - LIMITES

1
@

x—+00 2

Exercice 4 : Trouver pour (a,b) € (R™*)2, lim <a mil )

Correction : Supposons a > b. Alors

1 1 1
(a +b> i + (o) W +(3) .
2 2 2
b xX
<1, donc 0 K (—) < 1 pour tout = > 1.
a

13 (14+(2)\®
D = — < 1=,
onc <2> < B)

Les deux termes extrémes tendent vers 1 lorsque x tend vers +o0o donc le terme du milieu tend aussi vers
d’'apres le théoreme d’'encadrement.

Or, 0 <

ISERS

8|

N

1
. . . a® 4+ b\ =
Conclusion, si a > b alors lim < ) =a.
T—+00 2

Si b > a alors cette limite vaudrait b.

Cela se résume dans le cas général ou a, b sont quelconques par

lim
Tr—+00

(a“’ + b*

5 )m = max(a,b).

Exercice 5 : Déterminer la limite (si elle existe) des fonctions suivantes en 0. On distinguera éven-
tuellement 0~ et 0F.

32 —1 sin(5z) 1
B A 4 8 —
fl T , x21 f7 Z Sln(?).’E) f14 T — az \/5
z— sin(x
frizi— X 2
Vo Je Ve fis 1 = 1 i
. z’ 1 — cos(z) —Vi—Z
f3.x|—>m fo:xH— . ot ]
tan(z) fioix— 2° J1g @ — arctan ( % )
fo:zi— In(1 + 3z
. o 2R Foipr Yizz—1
. \/1—‘—7—1 % 17+ & x2 —or
fs:z - fio:zH— e b .
f L 1 + cos(z) 5T _ 9w ﬁ—(l—%x—i----—i-x")
P T = % ) ) _
6 1 — cos(x) fiz @i - fig iz = =
Correction :
322 — 1
1. Au voisinage de 0, 322 — 1 < 0 donc lim 2~ = —00.
x—0 xT
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES Feuille d’exercices n°15

10.

11.
12,

13.

14,

15.

16.

17,

18.

2z — 1 1 2z — 1
. Pour tout z > 0, m;/i :2f—ﬁ doncgéré)i/i:—oo.
2
lim — = lim +2 = 0.
x—0 ‘:L" x—0
On reconnait le taux d'accroissement en 0 de la fonction tan qui y est dérivable donc
t
im an(z) = lim 1 + tan?(z) = 1.
x—0 x x—0
V1 21
. Méme chose avec la fonction z — 4/1 + 22 donc lim Vive =1 = lim _r 0
x—0 xT =0 4/1 + x2
1
VaeR* 1—cos(x)>0etl+ cos(xz) >0 donc lim L+ cos(z) = 400
a—0 \ 1 — cos(x)
in(5 in(5 3 5 i
. Vax #0, s?n( ) = e X — x X — donc, d’apres la limite connue lim M =1, on en
sin(3z) 5z sin(3z) = 3 u—=0 U
in(5 5
deduit Tim 20T _ 5
z—0sin(3z) 3
R sin(z)  sin(x) . sin(x)
Méme chose avec = vz pour tout > 0. Donc lim =0.
VT z 28 Ve
) . 2
G imen@_2a8 (6 (ENE, Iete) L
2 2 2 > 0 2 2

VreR,, 2% = e*(@) D’apres les théorémes sur les croissances comparées et ceux sur les limites
de composées, lim z% = 1.

=
In(1+3 In(1+3
lim M =3 lim M = 3 d’apres les théoremes de croissances comparées en 0.
x—0 x z—0 3z

En reconnaissant I'inverse du taux de variation de la fonction z — ¢5™®) en 0 qui y est dérivable
et de nombre dérivé non nul, on obtient :
T 1 1

lim — = = ___—1,
220 @) — 1 (ein(@) (0)  cos(0) e

/

5\ )
Méme chose apres avoir factorisé par 2 : lim 2* ((5) ) (0) =1In 5)
1

z—0

1 1 1 1
vz > 0, N 1< {\/EJ < NG donc 1 — vz < Vo {mJ < 1 et, d’aprés le théoréme

1
' li — | = 1.
d’encadrement, xli%\/.% {\/EJ
2

x
lim ————==1lim14+VvV1—22=2.
S e B

>0

x
—1
D'apres les théoreme de croissances comparées lin}) ¢ = 1 donc, d'apres les théoremes de
xT— X

. . e’ —1 m
limite de composées lim arctan ( ) = =,

x—0 T 4
. V1i—z—1 ) —1 1
lim ——— = lim = -.
z—0 2 — 2 z—0 (1»_2> <\/1—1;+1> 4

1
] —(14+z+-+2z") . ] —14+z+--+2")

Vel =——Z = donc lim =——% =0.

g5 =g z—0 g5
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES

Feuille d’exercices n°15

Exercice 6 : Montrer que la fonction 1 indicatrice de Q, définie sur R, n’admet de limite en aucun
point.

(On pourra utiliser ['existence, pour tout réel x, d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels
convergeant vers x.)

Correction : Soit z, € R quelconque.

Par densité de Q dans R, zy = nl_l}grnoo 7, ol (7,),cn €st une suite de rationnels.

On a alors xlgrgo 1(x) = ngl}rloo]lO“n) =1.

Cependant, par densité de R\ Q dans R, z, = lig_l q,, OU (q,,)nen €St une suite de d'irrationnels.
n—+0oo

On alors lim 1(z) = lim 1(q,) = 0.

T—x( n—+00

La fonction 1 n'admet donc de limite en aucun point.

x

Exercice 7 : Montrer que les courbes des fonctions x -5 T ch(z) et z + sh(z) sont
asymptotes en +o0.

Correction :
B @iffa) — o= I )= = T oh(e)—da() = i o =0
xﬁlglooc r _wﬁlgloo 2 shlT) = xﬂlinooc r Shz _acﬁufoo 2 e

e:c
Donc, les courbes des fonctions = +— ch (z), = — - et z > sh (z) sont asymptotes en +oo dans cet

ordre.

Exercice 8 : Pour les fonctions suivantes, étudier les asymptotes éventuelles ainsi que la position
relative de leur courbe représentative.

1 54 4 4 23 1 22
flizi— 3— - f5:x|_>w+:1: +:L‘4+1x +z+1
:.U x —
_ ar +b | 2z — 2
forxr— cx_{_doucrﬁo. fezx'—>$2+x_2
—23 4+ 222 —x+3 5
fo:izr— 71 : B 2z -3z + 1
€ : I —————
3(x—1)° ' vl

forz— TN ferxr— Va2 —z+1

Correction : On notera €, la courbe représentative de la fonction f;.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Fonctions de la variable réelle - LIMITES Feuille d’exercices n°15

1. Comme lim 3 — = +00, ¢, admet une asymptote d'équation z = —2.
T——2 x4+ 2
) 1 _
De plus, lim — =0

z—+oco x4+ 2 o

Donc ¢, admet la droite d'équation y = 3 pour asymptote et se situe en dessous de celle-ci au
voisinage de +oc.
axr +b d

2. Comme lim = £00, €5 admet une asymptote d'équation z = ——.
z——2 cT + d c
ar +b a 1 a
De plus, lim = lim - —(ad —bc) ——— = —
P z—=toocx +d =t C ( ) c2x +cd c
+
0
T—+00

a
Donc %, admet la droite d'équation y = — pour asymptote et sa position est donnée par le signe de
c
—(ad — be).
—23 + 222 — 1+ 3

3. Une division euclidienne de polynémes s'écrit = — 24 —.
ne division euclidienn polyném ri OB T+ +$2+1

©5 admet donc la droite d'équation y = —z + 2 pour asymptote et se situe dessus celle-ci en ['infini.

3(z—1)° 8
4. Une division euclidienne de polynémes s’écrit 3(;_‘_; =z —3+ 33:23; T

¢, admet donc la droite d'équation y = x — 3 pour asymptote et se situe dessus celle-ci en 400,

dessous en —oo.
. ®+at+at+a’ a4l 20 —1 _ @ -1@E*+1)
' xt—1 (x—1D(z*—=1) (x—1)(z2—=1)(z2+1)
(- D@+r+ )@+ 1) (2 —z+1)
T @-De-DE+ )@ +1)
(@@t + ) (@ —a+1)
(x—D)@? +1)

Comme 1 n'est pas racine du numérateur, é; admet une asymptote d'équation z = 1.

Commentaires : La valeur —1 est appelée une fausse singularité.

Pttt x4 1 23+ 22422 +2
=z+1+ .
4 —1 x4 —1

du signe de z3 en +oo

De plus, Vo # 1,

%5 admet donc la droite d'équation y = = + 1 pour asymptote et se situe dessus celle-ci en 400,
dessous en —oo.
20— 2

@i dem=2 w2 ‘ .
racine du numérateur est une fausse singularité.

donc € admet une asymptote d'équation x = —2. Le pdle 1 qui est aussi une

2z — 2
De pl li e
PSS 2 +tz—2
N —— —

du signe de = en +0
dessus celui-ci en +00, dessous en —oo.

= 0. Donc, %5 admet I'axe des abscisses pour asymptote et se situe

2z% —3 1
7. # = 22 — 1. Donc > n'a pas d'asymptotes.
a‘/’_
Va2 =z 11 ol (/1= 3+ 2=
8. fq est définie sur R et on a lim veroehl lim = +1.
r—+00 X r—400 xX

.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

SILINIT - 21994 3|qenen e| ap SuoidUO



Fonctions de la variable réelle - LIMITES

et
E

Feuille d’exercices n°18 Fonctions de la variable réelle - LIMITES

De plus, lim 2?2 —z+1—z= lim el 1+l
P " z5+00 _a:%Jroom-i-éL‘_m%jLoo 1—l+L+1_ 9"
T 2

1
Donc, €3 admet la droite d'équation y = = — 3 pour asymptote en +00.

1
Pour déterminer la position, on étudie le signe de V22 —z + 1 — (a: = 5) au voisinage de +o00.

1 3
A/ 2 _ +1_< _—): 4 0-
T T3 \/x2—:c+1+(a;—%)>

Donc, 5 se situe au dessus de son asymptote en +o0.

En —00, on a successivement

li 2_gp+1+ I —otl I 1t L

1m xr< — xr = 1m = 1m = —.

T——00 zo—ocoN/x2 —x+1—zx T—=—00 1_l_|_l_ 2
T 2

1 3
Puisx/x2—33+1—<—:v+—>= z > 0.
2) Val-z+1+(—z+3)

Donc, €5 admet la droite d'équation y = —x + 3 pour asymptote en —oo et se situe au-dessus au

voisinage de —oc.
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