Semaines 13 et 14 ]_ Kholle n°7

Nom: ........... . i Prénom : ........... ... ... ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : Bindme de Newton dans le cas de matrices qui commutent.

16n+1 (_4)2n+1 (_2)471
Exercice 1 : Simplifier pour tout n € N*, si possible de téte 3 + + .

Exercice 2 : Soient a et b des réels non nuls, et A = ( g Z ) .

Trouver toutes les matrices B € M, (R) qui commutent avec A, c¢’est-a -dire telles que AB = BA.

Exercice 3 : Simplifier \/a +2vVa—1+1\a—2vVa—1.
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Semaines 13 et 14 2 Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : L'ensemble des matrices triangulaires est stable par produit matriciel.

Exercice 1 : Etudier le signe de z 4+ v/1 + 2.

Exercice 2 : Soit A = ( 1 -1 1 ) Montrer que A% = 2I; — A. En déduire que A est

inversible et calculer A~!.

Exercice 3 : Résoudre dans R :

1l jJz+1=|—x+5|; 2. lz+5|+|—2x+2|—4jz—2| <0.
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Semaines 13 et 14 3

Kholle n°7

Prénom :

Nombres réels et calculs matriciels

Question de cours : Caractérisation de la borne supérieure.

Exercice 1 : Soient x et y dans | — 1, 1].

Montrer que Tty €l—1,1].
1+ 2y

2 -1 2
Exercice 2 : Soit A = 5 —3 3 .

-1 0 =2
1. Calculer (A +1)3.
2. En déduire que A est inversible.

Exercice 3 : Représenter la fonction z —» x — |z|.
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Semaines 13 et 14 4: Kholle n°7

S Prénom :

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : Définition et linéarité de la trace. Invariance par similitude.

i
Exercice 1 : Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y. On pose m = % (moyenne
1 1.1 1
arithmétique) et 7= 5(— + —) (moyenne harmonique).
r oy

Montrer que x < h < m < y.

Exercice 2 : Soit
1 1 0 1 00
A=|011]|, I=|/ 010 |etB=A-1
0 0 1 0 0 1

Calculer B™ pour tout n € N. En déduire A™.

Exercice 3 : Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la
borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

1. 0,11 N Q 3. N
1
2. 10, 1[nQ 4, {(—1>n+ﬁ Inc D\l*}
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Semaines 13 et 14 5 Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : CNS d'inversibilité d’'une matrice triangulaire.

202 —z +1
Exercice 1 : Proposer un encadrement des quantités suivantes de rort pour
22++vVr+2+3
z € [-1,1].
Exercice 2 : 1. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par
X2 —3X + 2.
0o 1 -1
2. SoitA=]-1 2 -1
1 =1 2

3. Déduire de la question précédente la valeur de A™, pour n > 2.

Exercice 3 : 1. Montrer que Vn € N*,

\/%<2(\/n+1—\/ﬁ)<

1 1 1
2. En déduire la partie entiere de A =1+ — + — + - +

V2 V3 v/10000

Bl
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Semaines 13 et 14 6

Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ..........

Nombres réels et calculs matriciels

Question de cours : Caractérisation des intervalles de R.

x
Exercice 1 : 1. Montrer que /zy < % pour tous x,y > 0.
2. En déduire que pour tous x,y > 0 :

x Y 1

+ < 5
t4+y? 249yt T oy

Exercice 2 : Soit A = 1 -1 0

1. Calculer (A +15)3.
2. Montrer que A est inversible et donner A~'.
3. Déterminer A™ pour n € N*.

1
Exercice 3 : Soit A = { + (=)™ ne D\l*}. Déterminer sup A et inf A.
n
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Semaines 13 et 14 7 Khoélle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : Propriétés de la transposition : linéarité, involutivité et contravariance de la transposée d'un
produit.

Exercice 1 : Si a et b sont des réels positifs ou nuls, montrer que :

\/a+\/1;<2\/a+b.

Exercice 2 : Soit A = (a; ;) € M, (K).

Montrer que :
VBeM,(K),AB=BA < IAecK A=A,

Exercice 3 : Résoudre dans R :

L. lz+1=|—z+5|; 2. |z+5|+|—2z+2|—4|z—2|<0.
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Semaines 13 et 14 8 Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : Caractérisation de la borne supérieure.

Exercice 1 : Soient x et y deux réels tels que 0 < = < y. On pose m = 33—21-1/ (moyenne
arithmétique) et g = \/zy (moyenne géométrique).
Montrer que z < g < m < v.
0 1 -1
Exercice 2 : Soit A= | -1 2 —1[.Calculer A2—3A+2I,. En déduire que A est inversible,
1 -1 2

et calculer A=L.

Exercice 3 : Représenter la fonction et z - || + (z — |z])°.
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Semaines 13 et 14 9 Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : L'application & — |z ] est croissante sur Ret Vo € R, Vn € Z, [z +n]| = |z| +n.

Exercice 1 : Soient x et y deux réels tels que 0 < = < y. On pose g = /zy (moyenne
11 1
géométrique) et n = 5(— + —) (moyenne harmonique).

Ty

Montrer que x < h < g < y.

Exercice 2 : Déterminer le centre de M, (K) i.e. {M € M, (K),VX € M, (K),MX = XM}.

Exercice 3 : Montrer que :

T+y+|r—y
2

T+y—|r—y

et min(x,y) = 5

max(z,y) =

Trouver une formule pour max(z,y, z).
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Semaines 13 et 14 ]. O Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........
Nombres réels et calculs matriciels I
T
Question de cours : Si X (;1) € KP est une matrice colonne, AX est une combinaison linéaire des colonnes
P

de A.

Exercice 1 : Déterminer le plus petit intervalle contenant les produits xy ou x et y sont des

11
réels quelconques des intervalles | — 1,2[ et ]—3 5 [
1 0 2
Exercice 2 : Soit A= |0 —1 1|. Calculer A2 — A. En déduire que A est inversible puis
1 -2 0

déterminer A1,

Exercice 3 : Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de :
A ={u, | n e N},

en posant u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

Vinci - 2025



Semaines 13 et 14 ]. ].

Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom :

Nombres réels et calculs matriciels

Question de cours : R est archimédien.

x
Exercice 1 : 1. Montrer que — + o > 2 pour tous x,y > 0.
Yy T

2. En déduire que pour tous a,b,c > 0 :

w

a i b i c N
b+c¢c c+a a+b” 2

A quelle condition a-t-on égalité ?

Exercice 2 : Soit A =

S N =
S =N
w O O

Déterminer les réels a, b, ¢ tels que A3 = aA? + bA + cl;.

Exercice 3 : Montrer que Vx € R, (x €Z) <= (VneN, |nz]=n]z]).
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Semaines 13 et 14 ]. 2 Kholle n°7

Nom : ......... ... . Prénom : ........ ... ... ... ... .. ........

Nombres réels et calculs matriciels I

Question de cours : Existence et unicité de la partie entiere.

Exercice 1 : 1. Montrer que vz + /J < V2y/x + y pour tous x,y > 0.
2. En déduire que pour tous z,yz >0 :

ﬁ+\/§+ﬁ<\/x+y+\/y+z+\/z+x'

2 2 2

3. En déduire que si a,b et ¢ sont les longueurs des cotés d’un triangle quelconque :

Va+b—c+vVb+c—a+Ve+a—b<Va+Vb+e

Exercice 2 : Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, c’est-a -dire qu’il existe p > 1 tel que
AP = 0.

1. Calculer (I, — A)(I,, + A + ... + AP~ 1),
2. En déduire que la matrice I,, — A est inversible, et donner son inverse.

1
Exercice 3 : Soit A = {Lmj + {;J , X € [Rj}.

Montrer que A admet une borne inférieure, et la calculer.
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