
Planche d’exercices

Fichiers Matrices a, b et c

EXERCICES FACILES :

Exercice 1 : Soient 𝑎 et 𝑏 des réels non nuls, et A = ( 𝑎 𝑏
0 𝑎 ) .

Trouver toutes les matrices B ∈ ℳ2(ℝ) qui commutent avec A, c’est-à -dire telles que AB = BA.

Exercice 2 : Soit A = (𝑎𝑖,𝑗) ∈ ℳ𝑛(𝕂).
Montrer que :

∀ B ∈ ℳ𝑛(𝕂), AB = BA ⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂, A = 𝜆.I𝑛

Exercice 3 : Soient A ∈ ℳ𝑛(𝕂).
Montrer que :

∀ D ∈ 𝒟𝑛(𝕂), AD = DA ⟺ A ∈ 𝒟𝑛(𝕂).

Exercice 4 : Soit A = ⎛⎜
⎝

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

⎞⎟
⎠

. Montrer que A2 = 2I3 − A. En déduire que A est

inversible et calculer A−1.

Exercice 5 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

0 1 −1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞⎟⎟
⎠

. Calculer A2−3A+2I3. En déduire que A est inversible,

et calculer A−1.

EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :
Exercice 1 : Soient 𝑛 ∈ ℕ∗ et A, B ∈ ℳ𝑛(𝕂).
Montrer :

(∀ X ∈ ℳ𝑛(𝕂), tr (AX) = tr (BX)) ⟹ A = B.

Exercice 2 : Déterminer le centre de ℳ𝑛(𝕂) i.e. {M ∈ ℳ𝑛(𝕂), ∀ X ∈ ℳ𝑛(𝕂), MX = XM}.

Exercice 3 : Soit A = ⎛⎜
⎝

2 −1 2
5 −3 3

−1 0 −2
⎞⎟
⎠

.

1 Calculer (A + I)3.
2 En déduire que A est inversible.

Exercice 4 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

1 0 2
0 −1 1
1 −2 0

⎞⎟⎟
⎠

. Calculer A3 − A. En déduire que A est inversible puis

déterminer A−1.

Exercice 5 : Soit M = ⎛⎜⎜
⎝

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Calculer M2 + M.
2 En déduire que M est inversible et calculer M−1.
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Correction :

1 M2 + M = 2I2 .

2 M[1
2

(M + I2)] = I2 donc M est inversible et M−1 = 1
2

(M + I2) = 1
2

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

Exercice 6 : Soit

A = ⎛⎜
⎝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎞⎟
⎠

, I = ⎛⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠

et B = A − I.

Calculer B𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. En déduire A𝑛.

Exercice 7 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

1 2 0
2 1 0
0 0 3

⎞⎟⎟
⎠

.

Déterminer les réels 𝑎, 𝑏, 𝑐 tels que A3 = 𝑎A2 + 𝑏A + 𝑐I3.

Correction : A2 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

5 4 0
4 5 0
0 0 9

⎞⎟⎟⎟
⎠

et A3 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

13 14 0
14 3 0
0 0 27

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

En cherchant 𝑎, 𝑏, 𝑐, on tombe sur un système lié :
⎧{
⎨{⎩

5𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 13
4𝑎 + 2𝑏 = 14
9𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 = 27

.

Il y a une infinité de solutions 𝑎 = 2 − 1
3

𝑐 et 𝑏 = 3 + 2
3

𝑐.

C'est parce qu'on a déjà A2 = 2A + 3I3 .

Exercice 8 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

1 1 1
1 0 0
1 0 0

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Montrer qu’il existe deux suites (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) telles que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, A𝑛 = 𝑎𝑛A2 + 𝑏𝑛A.
2 Expliciter 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛.

Correction : A2 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

3 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

et A3 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

5 3 3
3 1 1
3 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

On a A3 = A2 + 2A et donc {𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
𝑏𝑛+1 = 2𝑎𝑛

et donc
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑛 = 2𝑛 + 2(−1)𝑛

6
𝑏𝑛 = 2𝑛 − 4(−1)𝑛

6

.

Exercice 9 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

3 1 1
1 3 1
1 1 3

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Montrer qu’il existe deux suites (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) telles que ∀ 𝑛 ∈ ℕ, A𝑛 = 𝑎𝑛A + 𝑏𝑛I3.
2 Expliciter 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛.
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Correction : A2 = 7A − 10I3 .

On a {𝑎𝑛+1 = 7𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
𝑏𝑛+1 = −10𝑎𝑛

et donc
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑛 = 5𝑛 − 2𝑛

3
𝑏𝑛 = 5.2𝑛 − 2.5𝑛

3

.

Exercice 10 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

1 −1 2
0 1 1
0 0 1

⎞⎟⎟
⎠

.

Déterminer A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.

Correction : A = I3 + N avec N =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 −1 2
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

On a N2 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

D'où A𝑛 = (I3 + N)𝑛 = I3 + 𝑛N + 𝑛(𝑛 − 1)
2

N2 .

EXERCICES PLUS ARDUS :
Exercice 1 : Soit A ∈ ℳ𝑛(ℝ) une matrice nilpotente, c’est-à -dire qu’il existe 𝑝 ⩾ 1 tel que
A𝑝 = 0.

1 Calculer (I𝑛 − A)(I𝑛 + A + … + A𝑝−1).
2 En déduire que la matrice I𝑛 − A est inversible, et donner son inverse.

Exercice 2 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

−1 𝑎 𝑎
1 −1 0

−1 0 −1

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Calculer (A + I3)3.
2 Montrer que A est inversible et donner A−1.
3 Déterminer A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ∗.

Correction :

1 Calculer (A + I3)3 = 03 .
2 A3 + 3A2 + 3A + I3 = 03 donc A(−A2 + 3A − I3) = I3 et A−1 = −A2 + 3A − I3 .

A−1 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

−1 −𝑎 −𝑎
−1 −1 − 𝑎 −𝑎
1 𝑎 𝑎 − 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

3 Déterminer A𝑛 = [(A + I3) − I3]𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)(A + I3)𝑘 = I3 − 𝑛(A + I3) + 𝑛(𝑛 − 1)
2

(A + I3)2
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A𝑛 = I3 − 𝑛
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 𝑎 𝑎
1 0 0

−1 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ 𝑛(𝑛 − 1)
2

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0
0 𝑎 𝑎
0 −𝑎 −𝑎

⎞⎟⎟⎟
⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 −𝑛𝑎 −𝑛𝑎

−𝑛 1 + 𝑛(𝑛 − 1)
2

𝑎 +𝑛(𝑛 − 1)
2

𝑎

𝑛 −𝑛(𝑛 − 1)
2

𝑎 1 − 𝑛(𝑛 − 1)
2

𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Exercice 3 : Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 𝑚 𝑚2

1
𝑚

0 𝑚

1
𝑚2

1
𝑚

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

1 Calculer (A − I3)(A + 2I3).
2 Montrer que A est inversible, et déterminer A−1.

3 Soient B = 1
3

(A + I3) et C = −1
3

(A − 2I3). Déterminer B𝑛, C𝑛 puis A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ∗.

4 Les relations sont-elles valables pour 𝑛 ∈ ℤ ?

Correction :

1 (A − I3)(A + 2I3) = 2A.

2 De ce fait, A2 − A = 2I3 ou encore 1
2

(A − I3)A = I3 :A est inversible, et A−1 = 1
2

(A − I3).
3 B𝑛 = B et C𝑛 = C. D'autre part, BC = CB = 03 .

Ainsi, comme A = 2B − C, on obtient en développant : A𝑛 = 2𝑛B𝑛 + (−1)𝑛C𝑛 = 2𝑛B + (−1)𝑛C.

Ce résultat s'obtient également par division euclidienne de X𝑛 par X2 − X − 2 :

A𝑛 = 2𝑛 − (−1)𝑛

3
A + 2𝑛 + 2(−1)𝑛

3
I3

4 Pour 𝑛 ∈ ℤ, les relations B𝑛 = B et C𝑛 = C ne sont plus valables (car B et C ne sont pas inversibles).

En revanche, A𝑛 = 2𝑛B + (−1)𝑛C est toujours valable. En effet,

(2−𝑛B + (−1)−𝑛C)A𝑛 = (2−𝑛B + (−1)−𝑛C)(2𝑛B + (−1)𝑛C) = B2 + 0 + 0 + C2 = B + C = I3.

Exercice 4 : Soit C = ⎡
⎢
⎣

2 0 0
0 2 1
0 0 2

⎤
⎥
⎦

.

1 Déterminer un polynôme annulateur de C.
2 Montrer que C est inversible, et déterminer C−1.
3 Calculer pour 𝑛 ∈ ℕ, C𝑛.

Correction : C2 − 4C + 4I3 = 03 .
C𝑛 = 𝑛2𝑛−1C + 2𝑛(1 − 𝑛)I3 .
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Exercice 5 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

2 0 0
0 2 1
0 0 2

⎞⎟⎟
⎠

.

Montrer que A est inversible et déterminer A−1.

Correction : A−1 = 1
4

⎛⎜⎜⎜
⎝

2 0 0
0 2 −1
0 0 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

Exercice 6 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
1 0 1

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Montrer que A3 − 3A2 + 2A = 03.
2 En déduire A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ∗.
3 A est-elle inversible ?

Correction : On effectue la division euclidienne de X𝑛 par X3 − 3X2 + 2X = X(X − 1)(X − 2) :

X𝑛 = X(X − 1)(X − 2)Q + 𝑎𝑛X2 + 𝑏𝑛X + 𝑐𝑛 .

On a
⎧{
⎨{⎩

1𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛
2𝑛 = 4𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛 + 𝑐𝑛
𝑐𝑛 = 0

. On obtient 𝑎𝑛 = 2𝑛−1 − 1, 𝑏𝑛 = 2 − 2𝑛−1 et 𝑐𝑛 = 0.

Donc A𝑛 = 2.3𝑛 − 3.2𝑛

6
A2 + 9.2𝑛 − 4.3𝑛

6
A.

Exercice 7 :

1 Pour 𝑛 ⩾ 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X𝑛 par X2 − 3X + 2.

2 Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

0 1 −1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞⎟⎟
⎠

.

3 Déduire de la question précédente la valeur de A𝑛, pour 𝑛 ⩾ 2.

Exercice 8 : Soit M =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

3 0 2 0
0 −1 0 2

−2 0 −1 0
0 −2 0 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

1 Pour 𝑛 ∈ ℕ, calculer (M − I4)𝑛.
2 En déduire M𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.

Correction : Soit N = M − I4 . N2 = 04 . Ainsi M𝑛 = (I4 + N)𝑛 = I4 + 𝑛N.

Exercice 9 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

2 −2 1
2 −3 2

−1 2 0

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Calculer (A − I3)(A + 3I3) et en déduire A2 en fonction de A et I3.
2 De manière générale, montrer que A𝑘 pour 𝑘 ∈ ℕ s’écrit sous la forme A𝑘 = 𝑎𝑘A + 𝑏𝑘I3.
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3 Trouver 𝑎𝑘 et 𝑏𝑘.

Correction : (A − I3)(A + 3I3) = 03 donc A2 = −2A + 3I3 .

{𝑎𝑘+1 = 𝑏𝑘 − 2𝑎𝑘
𝑏𝑘+1 = 3𝑎𝑘

et donc
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑘 = 1 − (−3)𝑘

4
𝑏𝑘 = 3 + (−3)𝑘

4

.

Exercice 10 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

2 0 1
0 2 −1
1 −1 1

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Calculer A(A − 2I3)(A − 3I3).
2 En déduire A𝑛 en fonction de A2, A et I3 pour 𝑛 ∈ ℕ.

Correction : A(A − 2I3)(A − 3I3) = 03 .
On effectue la division euclidienne de X𝑛 par X(X − 2)(X − 3) :

X𝑛 = X(X − 2)(X − 3)Q + 𝑎𝑛X2 + 𝑏𝑛X + 𝑐𝑛 .

On a
⎧{
⎨{⎩

2𝑛 = 4𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛 + 𝑐𝑛
3𝑛 = 9𝑎𝑛 + 3𝑏𝑛 + 𝑐𝑛
𝑐𝑛 = 0

. On obtient 𝑎𝑛 = 2.3𝑛 − 3.2𝑛

6
, 𝑏𝑛 = 9.2𝑛 − 4.3𝑛

6
et 𝑐𝑛 = 0.

Donc A𝑛 = 2.3𝑛 − 3.2𝑛

6
A2 + 9.2𝑛 − 4.3𝑛

6
A.

Exercice 11 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

−1 𝑎 𝑎
1 −1 0

−1 0 −1

⎞⎟⎟
⎠

.

1 Montrer que (I3 + A)3 = 03.
2 En déduire A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.

Correction : Soit N = I3 + A. On a N2 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0
0 𝑎 𝑎
0 −𝑎 −𝑎

⎞⎟⎟⎟
⎠

et effectivement N3 = 03 .

De ce fait, A𝑛 = (N − I3)𝑛 = (−1)𝑛 (I3 − 𝑛N + 𝑛(𝑛 − 1)
2

N2).

Lycée Jules Garnier 6 PTSI Vinci - 2024


