Planche d, exencices

Fichiers Matrices a8, B et ¢ |

EXERCICES FACILES :

0 a

Trouver toutes les matrices B € M4 (R) qui commutent avec A, c’est-a -dire telles que AB = BA.

Exercice | : Soient a et b des réels non nuls, et A = ( @ b ) .

Exercice 2 : Soit A = (a, ;) € M, (K).

Montrer que :
VBeM,(K),AB=BA < INec K A=\I,

Exercice 3 : Soient A € M, (K).

Montrer que :
vDe D,(K), AD=DA <= AcD,(K).

-1 1 1
Exercice 4 : Soit A = 1 -1 1 . Montrer que A? = 2I; — A. En déduire que A est
1 1 -1
inversible et calculer A~!.
0 1 -1
Exercice S : SoitA=|—-1 2 —1 . Calculer A2—3A+2I;. En déduire que A est inversible,
1 -1 2

et calculer A~1L.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soient n € N* et A,B € M, (K).
Montrer :

(VXeMn([K), tr (AX) :tr(BX)) — A=B.

Exercice 2 : Déterminer le centre de M, (K) i.e. {M € M, (K),VX e M, (K),MX = XM}.

2 -1 2
Exercice 3 : Soit A = 5 =3 3 |[.
-1 0 =2
Calculer (A +1)3.
‘ En déduire que A est inversible.

1 0 2
Exercice 4 : Soit A= [0 —1 1. Calculer A2 — A. En déduire que A est inversible puis
1 =2 0
déterminer A1,
~1 1 1
Exercice S @ Soit M= 1 -1 1
11 -1

Calculer M? + M.
En déduire que M est inversible et calculer M~!.
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Correction :

[1] M2+ M =21,

1 1 1
[2] MZOMA+ L) =1, donc M est invensillle o M1 = 5 (M+1,) = 3

— = O
— O
O =

Exercice L : Soit

Calculer B™ pour tout n € N. En déduire A™.

1 20
Exercice T: SoitA=|[2 1 0
0 0 3

Déterminer les réels a, b, ¢ tels que A3 = aA? + bA + clj.

5 4 0 13 14 0
Correction : A2=|4 5 0| & A3=]14 3 0
00 9 0 0 27

5a +b+c=13

&Mmﬁ&,b,QmWnﬁemmb&aW\e@;é: 4a + 2b =14
9a + 3b+ ¢ =27

1 9
%%@mm%mtédem&MwaZQ—gc&b:3+§c.
eI%bWﬁu'm@déédAQZQA%»iﬂg

1 11
Exercice & : Soit A= |1 0 0
1 00
[1] Montrer qu’il existe deux suites (a,,) et (b,) telles que Vn € N*, A" = a,, A* + b, A.
Expliciter a,, et b,,.

3 1 1 5 3 3
Correction : A?=11 1 1| &¢A*=]3 1 1
1 1 1 3 1 1
2"+ 2(*1)”
. = b Uy = —F7
n o = + donc Gn1 = GnF On eb donc _ n
On o A= AZ+2A o on _ 1
bn+1 fr— 2an b — B (_ )
" 6

3 1 1
Exercice 9 : SoitA=1|1 3 1
1 1 3

Montrer qu’il existe deux suites (a,,) et (b,,) telles que Vn € N, A" = a, A +b,15.
Expliciter a,, et b,,.
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Correction : A2 =7A—10L,.

N _ 9n
Upt1 = 7an + bn n = 3

bn+1 = _10an =
" 3
1 -1 2
Exercice O : Soit A=|0 1 1
0 0 1
Déterminer A™ pour n € N.
0o —1 2
Correction : A=IL;+Naweec N=]|0 0 1
0 0 O
0 0 —1
OnaN2=|0 0 0
0 0 O
. nn—1)
Do A" = (I, + N)" = I + nN + ;N2
EXERCICES PLUS ARDUS :
Exercice | : Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, c’est-a -dire qu’il existe p > 1 tel que

AP =0.

[1] Calculer (I, — A)(I, + A+ ...+ AP—L),

‘ En déduire que la matrice I,, — A est inversible, et donner son inverse.

-1 a a
Exercice Z : SoitA=]1 -1 0
-1 0 -1
Calculer (A +15)3.
Montrer que A est inversible et donner A~!.
Déterminer A™ pour n € N*.

Correction :
[1] Colouler (A +1,)° =0,
A3+ 3A% +3A + 1, =05 donc A(—A2+3A—1,) =, &6 A1 =—A243A—1,
—1 —a —a

Al=1-1 —-1-a —a
1 a a—1

Determinen, A™ = [(A + 1) = I3]" = ) <Z>(A+13>k213_n(A+13)+

k=0

n(n — 1)(A+13)2
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a a ( 1) 0
A"=T,—n| 1 0 0 +nn2 0
—1 0 0 0 —a —a
1 —na —na
n(n—1) n(n—1)
_ n 1+ 5 a 5
. _n(n—1) 1_n(n—1)
2 2
0 m m?
1 0
Exercice 3 : Soit A= | m m
1 1
— — 0
m2 m

[1] Calculer (A —I3)(A + 21I;).
Montrer que A est inversible, et déterminer A~!.

1 1
Soient B = §(A +1I;) et C= —§(A — 2I;). Déterminer B, C™ puis A™ pour n € N*.

‘ Les relations sont-elles valables pour n € Z7

Correction :
[1] (A—T5)(A +215) = 2A.
@ew@oﬂ; AQ—A:213wewyw%(A—I3)A:IB :A%i:a/n/ww;@@e,d:A‘lzé(A—Ig).
B”:B&C":C,@'WMBC:CB:%.
Jinsi, comme A = 2B — C, on olitient en dwue@oTTumL . A" = 2"B" 4 (—1)"C" = 2"B + (—1)"C.
. . . . n 2 _ _ .
eewmbwwwmwmwwdex [umX X—=2:

on _ (1" n _1\n
(—1) Al 2" +2(—1)
3 3

Tmnez,@%m%nosz":BebC"szW#u@mBa%e@(mBetCmmrmwm%%)
En nevandle, An:2nB+(—1)"Cebtfoua‘o«muagoﬂﬁe.&ba%e§

(27"B+ (—=1) "C)A" = (27 "B+ (—=1) "C)(2"B + (—-1)"C) =B?+ 0+ 0+ C> =B+ C =1;.

An = T,

200
Exercice 4+ : Soit C= [0 2 1].
0 0 2
‘ Déterminer un polynéme annulateur de C.
Montrer que C est inversible, et déterminer C~1.
Calculer pour n € N, C".

Correction : C? —4C +41; = 05.
C" =n2" 10+ 27 (1 —n)l;.
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2 00
Exercice S : SoitA=|0 2 1
0 0 2

Montrer que A est inversible et déterminer A~!.

R 1
Correction : Al = 1

o
N
|
—

1 0 1
Exercice b : SoitA=10 1 0
1 0 1
Montrer que A3 —3A2 + 2A = 0.
En déduire A™ pour n € N*.
‘ A est-elle inversible ?

Correction : On @%%m bo, dimision eudlidienne de X" pan X? —3X% 42X = X(X ~ 1)(X ~2) :
X" =X(X—1)(X—2)Q+a,X2+b,X+c,.
1” = a‘n + b”l/ + C'n
On o {omn=da, +2b, +¢c, .Onoltient a,=2""1—10b,=2—2""1e ¢, =0.
¢, =0
2.3" —3.2" 9.2n —4.3"

A4 = — — A

@O’TUO An:
6 6

Exercice T :
‘ Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 — 3X + 2.
0o 1 -1
[2] Soit A=|—-1 2 -1
1 -1 2
‘ Déduire de la question précédente la valeur de A™, pour n > 2.

3 0 2 0
Exercice 8 : Soit M = 0 -1 0 2
-2 0 -1 0
0o -2 0 3

[1} Pour n € N, calculer (M —1,)".
[2] En déduire M" pour n € N.

Correction : $oit N=M—1I,. N2 =0, finsi M" = (I, + N)* =1, + nN.

2 -2 1
Exercice 9 : SoitA=| 2 -3 2
-1 2 0

[1] Calculer (A —1I3)(A + 3I;) et en déduire A2 en fonction de A et I5.

‘ De maniére générale, montrer que A* pour k € N s’écrit sous la forme A¥ = a, A + b, 15.
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Trouver a, et by,.

Correction : (A —13)(A +31;) = 0; donc A2 = —2A + 315,

_1-(=3)"
ak+1 = bk‘ — 2ak et a’k} - T
bk+1 == 3ak b _ 3 + (73>
ko 4
2 0 1
Exercice IO : SoitA=|0 2 -1
1 -1 1

Calculer A(A — 2I)(A — 313).
En déduire A™ en fonction de A2, A et I; pour n € N.

Correction : A(A —2I3)(A — 3I3) = 0.
%%%mmcw X" pon X(X —2)(X —3) :
X" =X(X - 2)(X = 3)Q + a, X% + b, X + c,,.

2" = 4a,, + 2b, + ¢,

2.3" —3.2" 9.2" —4.3"
On o {37 =9a, +3b, +c, .@«m@umtan:?, by =~ b, =0,
c, =0
Done, An — 23" =32 5 92" —43"
6 6
-1 a a
Exercice | : SoitA=| 1 —1 0
-1 0 -1
Montrer que (I; + A)3 = 0.
En déduire A™ pour n € N.
0 O 0
Correction : St N=L,+A Ona N2=|0 4 o« d;e@@am@mmt N3 = 0.
0 —a —a

Do co fui, A" = (N—1)" = (—1)" (13 — N4 M 1)N2>.
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