Pour le 25 juillet 2025 Devoir en temps libre n°19

De o continuilé el des psints fixes |

1. Soient a,b € R tels que a < b, et f une application continue de [a;b] dans lui-méme.

Montrer qu’il existe un élément c de [a;b] tel que f(c) = c.

2. Soit f une application continue et décroissante de R dans R.

Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que f(c) = c¢. Ce résultat reste-t-il vrai si on suppose f
croissante 7

3. (a) Montrer que toute application lipschitzienne est continue sur R.

(b) Montrer que si f est contractante i.e. k-lipschitzienne avec k € ]0;1[ sur R alors, la fonction
¢ :x+— f(x) — x vérifie :

zgrjloo ¢(.T> - et a:ginoo ¢($) = +oo

(c) Soit k€ [0;1] et f: R — R une application k-lipschitzienne.

Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que f(c) = c.

4. Soient a,b € R tels que a < b et f une application croissante de [a;b] dans lui-méme.

On pose A = {z € [a;b],z < f(x)}.

(a) Justifier I'existence de ¢ = sup(A) et montrer que ¢ € [a};b].
(b) Montrer par I’absurde que f(c) < c.
(c) Montrer par ’absurde que f(c) > c.

(d) Conclure.
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