Chapitre

), QYA Fonctions de 1la variable
réelle — CONTINUITE

Longtemps, les mathématiques se sont développées au service des autres sciences. La séparation des
différentes sciences est d’ailleurs tardive, et nombreux ont été les mathématiciens a avoir également été des
physiciens de renommeée, comme Newton par exemple. Les mathématiques ont d’abord été vues comme
un outil :

— au service de la mécanique et de I'ingéniérie (Archimede M)
— au service de l'astronomie (géométrie grecque, Ptolémée 2], écoles indienne et arabe)
— au service de toute étude nécessitant d’étre chiffrée pour obtenir des ordres de grandeurs.

Du dernier point découle I'importance du développement du calcul numérique (calcul approché, en
opposition au calcul algébrique). C’est ce point de vue qui est a la base des procédés d’approximation
(méthode de Newton de recherche d’un zéro, méthodes approchées de calcul d’intégrales), aboutissant
notamment a la notion de convergence (qui donne la validité de Papproximation a 'infini).

Ainsi, I'utilisation de l'outil est souvent a la base de sa définition, et a souvent précédé sa théorisation :
les mathématiques ont évolué de fagon empirique.

Dans ce chapitre nous suivons le processus inverse et donnons les outils permettant une étude efficace
des fonctions. On commencera par redéfinir de manieére uniforme et cohérente la notion de continuité
basée sur la notion de limite revue également dans le chapitre précédent.

Notre progression nous ramenera également sur un théoréme fondamental de I’analyse réelle, le fameux
théoréme des valeurs intermédiaires que vous connaissez déja bien mais dont la démonstration vous
échappait encore fondamentalement.

CONTENU

|1]. Archimede de Syracuse, né & Syracuse vers 287 av. J.-C. et mort en cette méme ville en 212 av. J.-C., est un grand
scientifique grec de Sicile (Grande-Grece) de ’Antiquité, physicien, mathématicien et ingénieur. Bien que peu de détails de
sa vie soient connus, il est considéré comme 'un des principaux scientifiques de 1’ Antiquité classique. Parmi ses domaines
d’étude en physique, on peut citer I’hydrostatique, la mécanique statique et ’explication du principe du levier. Il est crédité
de la conception de plusieurs outils innovants, comme la vis d’Archimede.

Archimede est généralement considéré comme le plus grand mathématicien de 1’Antiquité et 'un des plus grands de tous
les tempsl. Il a utilisé la méthode d’exhaustion pour calculer I’aire sous un arc de parabole avec la somme d’une série infinie,
et a donné un encadrement de Pi d’une remarquable précision. Il a également introduit la spirale qui porte son nom, des
formules pour les volumes des surfaces de révolution et un systéme ingénieux pour I’expression de trés grands nombres.

Archimede est mort pendant le siege de Syracuse ou il a été tué par un soldat romain qui a agi malgré les ordres
demandant de ne pas lui nuire.

|2]. Claude Ptolémée, communément appelé Ptolémée (Ptolémais de Thébaide (Haute-Egypte) vers 90 - Canope vers 168)
est un astronome et astrologue grec qui vécut a Alexandrie (Egypte). Il est également 'un des précurseurs de la géographie.
Sa vie est mal connue. Son cognomen Ptolemaeus semble indiquer des origines gréco-égyptiennes, et son nomen Claudius une
citoyenneté romaine.
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Les fonctions que l'on étudie en analyse sont généralement définies sur des intervalles ou des réunions

d’intervalles comme R* ou [0;1[ U [2; 3], voire }—g : g {

Dans tout ce chapitre, la lettre D qui nous servira d’ensemble de définition désignera cependant, sauf
mention contraire, une partie quelconque de R.

On notera par ailleurs K 'un des corps R ou C.
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I/ Continuité

1.1 Fonction continue

Définition 1 (Fonction continue) : Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R et a € D.

— On dit que f est continue a si lim f(x) = f(a).
r—a

INX JHLIdVHD

— On dit que f est continue sur D si elle est continue en tout point de D.

On note €° (D; R) leur ensemble.

— On dit que f est continue a gauche en a si liin f(z) = f(a).
X a
r<a

— On dit que f est continue d droite en a si lim f(z) = f(a).

xr>a

f est continue en a si, et seulement si

— V'V € V(f(a), 3Vay,, € V(@)/ f(Vay,

ou

— YV € V(fla), 3V
ce qui revient a écrire :

— VeeR,Jale) eRL/VazeD, |r—a|<a = |f(x) — fla)| <e.

— VeeR:,Jae) eRy /VeeD,zecfa—a;a+a] = f(z)€[fla)—c; fla)+¢].

N D) C Vi@

(a

CLny(@ € V(CL) /Vl‘ € D, €T &€ Vayvf(a) — f(af) € Vf(a)

Interprétation graphique : Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est définie sur cet
intervalle et si sa courbe représentative se trace d’un « trait continu », sans lever le crayon.

-

On a déja vu que si f est définie en a et qu’elle admet une limite en a , alors sa limite est nécessairement
f(a). Demander que f soit continue en a € D est donc équivalent & demander admette une limite en a (la
définition y étant nécessaire).

Pour pouvoir parler de continuité en a, il est nécessaire que f soit définie en a. Cela
revient en fait & exiger seulement que la limite lim f(z) existe.
Tr—a

ATTENTION

ela n’a donc pas de sens de chercher si la fonction inverse est continue en 0. S’il faut lever le crayon
Cel d d de cherch la fonct t t 0. S’il faut 1 I \
pour tracer la courbe de la fonction inverse sur R*, c’est simplement parce qu’elle n’est pas définie
en 0.

Remarques :

— La continuité d’une fonction est une propriété locale. Cela aura de grandes conséquences.

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS
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— Une fonction continue en a y est bornée dans un voisinage de a.

— f n’est pas continue en a si, et seulement si
Je e R, Vae R, /Ixy(a, ) €D, [xg—al <acet|f(xg) — fla)| > e. (XVI.1)

— [ est continue a gauche en a si fipq_o,q €st continue en a et continue a droite si fipqje;400 €St
9 )
continue en a.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exemple 1 : La fonction valeur absolue |- | : 2 — |z| est continue sur R.
Preuve : Soit a € R. Montrons que | - | est continue en a.
Soit € > 0.

Pour tout # € R : | |z] — |a| | < |z — a| d'aprés I'inégalité triangulaire généralisée.

Poura =¢,onadonc Vz €R, |z —a| <a = ||z| —|a|| < € et la continuité en a quelconque

de R.

La fonction 2 +— | - | est donc continue sur R tout entier.

[N

o

f est continue en a.

Exemples 2 :

p

(%)

(€y)

[N

(€})

N

/ 0

] o .

f n’est pas continue en a.

Figure XVI.1 — Continuité et discontinuité en un point.

— Toute fonction constante sur R est continue sur R.

— La fonction Idy : * — = est définie et continue sur R.

1
— La fonction inverse x — — est continue sur R*.
T

— La fonction z + |z | est définie sur R mais discontinue en tout point de Z.

Plus précisément, la fonction z — |x] est continue & droite en tout point de R mais n’est

continue a gauche qu’en tout point de R\ Z.

1

Lycée Jules Garnier
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Figure XVI.2 — z +— | -]

Le résultat suivant est la version continue d’un résultat analogue sur les limites du chapitre précédent :

Théoréeme 1 (Continuité a gauche et a droite) :
Soient f : D — C une fonction et a € D un point au voisinage duquel f est définie a gauche et a
droite.

f est continue en a si et seulement si f est continue a gauche et a droite en a.

Pour tout z € [0;1], || = 0 et la fonction z — 0 est continue sur [0;1[, mais
peut-on pour autant dire que la fonction = — |x] est continue sur [0;1[?

Nomn ! ces deux fonctions sont définies sur R tout entier et coincident sur [0;1],

ATTENTION mais leur continuité en 0 dépend aussi de leur comportement au voisinage de 0 A
GAUCHE i.e. a l'extérieur de [0;1].

Alors que la restriction z +— |z] est bien continue sur [0;1] tout entier, la

|[0:1]
fonction x — |z | ne l'est que sur ]0; 1[. En particulier, elle N’est PAS continue en

0.

-

Exercice 1 : Tracer le graphede f: R — R

ar+b siz<O0
Vi+x sixz>0.

xT

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit continue en 0.

Correction :

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS
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L

La fonction f est définie en 0 et on a f(0) = v/1 = 1 donc elle y sera continue si, et seulement si
linr(l)aw +b=0b= f(0) =1 donc si, et seulement si b = 1.

xT—

<0

1.2 Stabilité algébrique

Proposition 2 (Structure de I’ensemble des fonctions continues) :
Soient f et g deux fonctions définies et continues sur un ensemble D.
1. |f] est continue sur D.
2. Toute combinaison linéaire \f + g de fonctions continues sur D est continue sur D.
3. Le produit f x g de deux fonctions continues sur D est continue sur D.
4. Si g ne s’annule pas sur D alors la fonction j est continue sur D.

)
5. Si f(D) C E et si g est continue sur E alors g o f est continue sur D.

Que ce soit en un point ou sur un intervalle, la somme et le produit de deux fonctions continues sont
continus. Méme chose pour l'inverse d’une fonction qui ne s’annule pas ainsi que pour la composée de
deux fonctions composables. Ces résultats découlent immédiatement des résultats analogues que nous
avons prouveés sur les limites de fonctions.

Remarques :

— On dit que €Y (I;R) est une R-algébre pour les opérations usuelles i.e. que € (I;R) est stable par
combinaisons linéaires et produits.

— Si f et g sont continues sur I alors sup (f;g) et inf (f;g) le sont aussi.

1l suffit de remarquer que :

_f+g+|f—g\

sup (f39) = 5 ek ek

et inf(fig) =" 5
En particulier f* =sup (f;0) et f~ = inf(f;0) le sont.

Méthode 1 (Montrer qu’une fonction est continue) :

Avant de s’intéresser, si nécessaire, a des points locaux du domaine de définition D d’une fonction f,
il suffira bien souvent de préciser la continuité de quelques fonctions usuelles sur un sous-ensemble D’
de D et d’invoquer les « théorémes généraux » pour conclure a la continuité de f sur D’.

On étudiera alors la continuité et I’éventualité d’un prolongement en les points de D \ D’.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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On prendra bien garde a préciser que les dénominateurs des quotients ne s’annulent
as, que les expressions sous les racines sont positives, que celles dans les logarithmes
ATTENTION [ R

strictement positives, celles dans les arcsin et arccos entre —1 et 1, .. et on précisera
bien les domaines manipulés dans les composées.

2
Exemple 3 : La fonction x (ln (:1;2 + e%)) est définie et continue sur R*.

En effet,

1
— La fonction  — — est continue sur R* (a valeurs dans R) et la fonction x — e® lest sur R,
75

. 1 .
donc par composition x — ez est continue sur R*.

INX JHLIdVHD

g 0 1 o
— La fonction x — x? est continue sur R, donc sur R*. Par somme, z — 22 + e= est continue
sur R*.

o 1 . N .
— La fonction x +— 2% + e+ est continue sur R* & valeurs dans R* et x +— In(z) est continue sur
" 1 . 5
K7, donc par composition x — In (1‘2 + ez) est continue sur R* (a valeurs dans R).

— Enfin, la fonction x — 22 est continue sur R. Le résultat découle donc d’une derniére composi-
tion.

1
Exercice 2 : Montrer que la fonction x — arcsin <efa:) est continue sur R*.

Correction :
. 1 . X
— La fonction 2 — —— est continue sur R a valeurs dans |]—o0 ;0.
x
— La fonction z > e® est continue sur R donc, en particulier sur |—oco; 0[ a valeurs dans ]0; 1].

1
D’'apres les théoremes sur les composées de fonctions continues, la fonction x — e~z est donc

continue sur R* a valeurs dans |0; 1].

-

— La fonction = + arcsin (x) est continue sur [—1; 1] donc, en particulier sur |0; 1.

1
D'apres les théorémes sur les composées de fonctions continues, la fonction x > arcsin (e_m>

. \ 7T
est donc continue sur R (a valeurs dans }O; 3 [)

Exemple 4 (Fonction k-lipschitzienne) : Soit I un intervalle de R, f une fonction de I dans R.

On dit que f est k-lipschitzienne de rapport k > 0 si pour tout (z;y) € I? :

|f(@) = f)l < klz—yl.

-

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS

La fonction est dite contractante si k < 1.

Théoreme 3 :
Toute fonction lipschitzienne est continue sur son ensemble de définition.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 3 : Etudier la continuité des fonctions suivantes :

. f: R — R 2. f+ R — R
s —1 vr+2-—-2 |
T x A @l o —_—3 9 x+2
1 si z=0

e~ =

Correction : C'est un simple exercice de limites :

1. D'apres les théorémes sur les quotients de fonctions continues de dénominateur ne s’annulant pas,
la fonction f est continue sur R*. Commentaires : A ne pas oublier sinon le calcul de limite qui suit ne

sert a rien.

. . . et —1 .
De plus, résultat de croissance comparée en 0, lim = 1= f(0) donc f est continue en 0.

x—0 xT

La fonction f est donc continue sur R tout entier.

2. D’apres les théorémes sur les composées et les quotients de fonctions continues de dénominateur ne
s'annulant pas, la fonction g est définie et continue sur [—2;2[ U ]2;+o0].

De plus, soit en reconnaissante le taux d'accroissement de la fonction dérivable x — vx + 2 en 2,
soit en utilisant la partie conjuguée comme ici, on a :

o Vr+2-—-2 . 1 1
lim —— = lim — = - = f(2).
r—2 r— 2 z=2 /o +2+2 4

La fonction g est donc également continue en 2 donc sur [2;+o00].

1.3 Prolongement par continuité

Définition 2 : Soient f : D — R une fonction continue sur D et a € R\ D adhérent a D.

On dit que f est prolongeable par continuité en a s’il existe une fonction f: DU {a} + R continue
en a telle que :

]F|D:f-

La fonction fest appelée prolongement par continuité de fen a.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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(%)) (%))
| |
" N\
| |
| |
[ [
! !
a a
f n’est pas définie en a. f est définie, continue en a et prolonge f en a.

Figure XVI.3 — Prolongement d’une fonction en un point adhérent a son domaine de
définition.

Dans la définition, il doit étre clair que a n’appartient pas a D i.e. f n’est pas définie
en a.

ATTENTION

Les fonctions f et f sont distinctes en toute rigueur car elles n’ont pas le méme ensemble de définition,
mais on choisit généralement de noter encore f le prolongement f par souci de simplicité sans autre forme
de proces.

Théoreme 4 :
Soient f : D > R une fonction continue sur D et a € R\ D adhérent a D.

f est prolongeable par continuité en a si, et seulement si f admet une limite finie £ € R en a.
Dans ce cas, I'unique prolongement par continuité de f en a est donné par :

f: Du{a} — R

. - {f(x) 51 zeD
/ si z=a.

Preuve :

(=) : Supposons que f soit prolongeable par continuité en a.
Alors il existe une fonction continue f telle que V2 € D, f(z) = f()
Comme [ est continue en a, on a }:11)1; f(m) = f(a).
D’ou, - -
Ve>0,9n>0,VeeDU{a}, |r—a<n = |f(z)— fla)] <e.

En particulier,

Ve>0,I>0,VazeD, |z—al<n = |flz)—fla) <e

Et comme Yz € D, f(z) = f(z), on a:

Ve>0,3p>0,VzeD, |z—al<n = |f(z)— fla)| <e

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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La fonction f admet bien en a une limite finie (qui vaut f(a))
(«<=) : Supposons que f admette une limite finie £ en a, et posons :

f: Dufa} — R
. - {f(a:) si. xeD

14 si T =a.

Par construction, f|D = f, donc fest bien un prolongement de f. Montrons qu'il est continue en a :
Comme f admet une limite ¢ finie en a, cela se traduit par :
Ve>0,In>0,VzeD, |r—al<n = |f(z)—{ <e

D’ou,
Ve>0,Im>0,VzeD, |zr—a|l<n = |f(z)— fla)]<e

Par ailleurs, si z =a, on a |f($) — f(a)| = 0. On peut donc étendre la propriété précédente a tout
x de DU {a} :
Ve>0,3n>0,VeeDU{a}l, |z—al<n = |f(z)— fla)|<e

En d'autres mots, lim f(a:) = f(a) i.e. la fonction f est continue en a.
r—a

On a bien trouvé un prolongement par continuité fde fena.

Exemples 5 :

— La fonction f définie sur R* par f(x) = zIn(x) admet un prolongement par continuité en 0 en
posant f(0) = 0.
T

sin(x) et g(z) = e’ —

— Les fonction f et g définies sur R* par f(z) = admettent un prolonge-

ment par continuité en 0 en posant f(0) = g(0) = 1.

— Pour tout a > 0, la fonction f définie sur R* par f(z) = 2% = e*™* admet un prolongement
par continuité en 0 en posant 0% = 0.

Exercice 4 : Soit f: R+— R définie par f(z) = |z| + Vo — |z].
1. Montrer que f peut se prolonger en une fonction continue en 0.
2. Montrer que Vz € R, f(z+1) = f(x) + 1.

En déduire que f peut se prolonger en une fonction continue sur R.

Correction :

1. La fonction f est clairement continue sur | — 1;1[\{0}. De plus, pour tout = € [0;1[, f(z) = V.
Donc lilg+ f(z)=0.
T—

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Pour tout z € [-1;0[, f(z) = —1+ v + 1. Donc linél f(z) =0.
x—0"

La fonction f admet donc des limites a droite et a gauche en 0 qui coincident donc elle peut se
prolonger en une fonction continue sur | — 1;1[ en posant f(0) = 0.

2. VxeR, |[x+1] =|z]+1, donc f(x+1) = f(x)+ 1 et, par récurrence,

VpeZ, f(x+p) = f(z)+p.

Soit z € R. Alors, il existe p e Ztel quep<ax<p+1 < z—pe0;1].

Comme f(z) = f(xt —p+p) = f(x —p) + p, d’aprés les théoremes sur les sommes de fonctions
continues, f est continue sur R.

1.4 Continuité et suites

Proposition 5 (Caractérisation séquentielle de la continuité) :
Soient f: D+ C une fonction et a € D.

f est continue en a si, et seulement si pour toute suite (u,, ), -y d’éléments de D, qui tend vers a, la

n’/nc

suite (f(u,,)),en tend vers f(a).

En résumé, pour une fonction continue [ f( lim ) = lim f(...). ]

n—+oo n—-+oo

Preuve :
Sens direct : Soit ¢ € R..

D’apres la continuité de f en q, il existe o € R* tel que :

[z —al<a = [f(z) - flo)| <e.

Soit (u,, ),en CONvergeant vers a.
[l existe donc un entier ny(«) tel que n > ny, = |u, —al < a.

Conclusion, pour n > ngy, |u, —a| < o = |f(u,) — f(a)| <e.

n

La suite <f(u")>new converge vers f(a).

Sens réciproque : Montrons sa contraposée i.e. si montrons que si f n'est pas continue en a alors il
existe une suite (u,, ), convergeant vers a et telle que (f(u,,)) _,, e converge pas vers f(a).
n

On suppose donc que f n'est pas continue en a :

JdeeR,VaeR, /Izy(a, ¢) €1, |[xg—a| <aet]|f(zy) — fla)| >e.

1
Pour o = —, 3a,(a, €) € D, tel que :
n

a,—al < et |f(a,)~ fla)] > <.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Par construction, la suite (a,,),,c converge vers a et pourtant (f<an))n€EN ne peut converger vers

f(a) car a une distance strictement supérieure a 0.

En pratique, ce théoréme est plus souvent utilisé dans deux contextes bien précis :

— celui des suites récurrentes u,, ., = f(u,) :
Si (u,,)pen converge vers £ ET si f continue en ¢ alors f(£) = £.
— celui des fonctions discontinues :

Par la contraposée pour montrer qu’une fonction n’est pas continue en un point a, il suffit de trouver
deux suites qui convergent vers a mais telles que leur image converge soit pas soit vers deux limites
différentes comme a 1’ exercice (5) .

P 1
Exercice 5 : Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie par f(x) = cos <—>
15

[SE
s

1
Figure XVI.4 — x +— cos (—) n’est pas continue en 0.
T

1 1
Correction : Considérons les deux suites (u et (v définies par u, = — etv, = ————.
( n)neD\I ( n)nE[N p n I n (2n—|—1)7r
Elles convergent toutes les deux vers 0.

Or,VneN, f(u,) =1et f(v,) =—1.

La fonction f ne peut donc pas admettre de limite en O.

Exemple 6 (Fonction continue sur R\ Q et discontinue sur Q) :
Cet exemple a pour but de montrer que la notion de continuité en un point peut se révéler complexe.

On définit la fonction f sur R par :

1
— siz= - est rationnel sous sa forme irréductible 13/,
=11 !
] 1 siz=0,
0 six est irrationnel.

Montrons que f, ainsi construite, est continue en tout point irrationnel et discontinue ailleurs.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1
— Si z, est rationnel alors f(z,) = p # 0 et, par densité de CxQ, z est limite d'une suite (u,,),cn

d’irrationnels.

Comme Vn € N, f(u,) =0, la fonction f ne peut étre continue en x,.

1
— Si x est irrationnel, soit ¢ > 0. Il existe g entier positif tel que — soit inférieur a e.
q

Posons alors p = |z4¢!|, on a :

1 1
£|<$O<Zi i.e. I:}p;p-i- [EV(%).
q!

INX JHLIdVHD

p p+1
¢ q

Tout x de I = ] [ vérifie :

— si z est irrationnel alors f(z) =0 .

. a .
— si x = — est rationnel alors on a :

b

+1 aq!
< — p< 2 pi1

P _a
q' b q! b

: agt . : . :
Mais alors —, coincé strictement entre deux entiers, ne peut étre entier.

b

aq!
Si |b] < g alors la fraction Tq pourrait se simplifier par b et cela contredirait le fait que

aq!
— ¢ 7.
, F
. 1 1
Conclusion, |b] > ¢ = |f(z)| = ] <-<e.
q
A & donné strictement positif quelconque, on a donc trouvé un voisinage I de xo tel que 'image
de tout = de ce voisinage appartienne au voisinage |f(zy) —e; f(zy) + e[=] — ;e[ de f(zy). \

C’est bien la définition de la continuité de fen z.

|3]. En particulier, ¢ € N* est strictement positif.

-
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Figure XVI.5 — Graphe de la fonction f, dite de Thomae, continue sur R\ Q et discontinue
sur Q.

II/ Théorémes de continuité globale

Les théoremes de ce paragraphe ne concernent que les fonctions a valeurs réelles.

TENTION La continuité globale désigne la continuité sur un intervalle par opposition a la

continuité locale en un point.

I1.1 Théoréme de Bolzano et dichotomie

Théoréeme 6 (dit de Bolzano) :
Soient a,b € R avec a < b et f € €°([a,b], R).

Si f(a) et f(b) sont de signes opposés, alors f s’annule au moins une fois sur [a;b]
i.e. 3c € [a;b], f(c)=0.

La condition f(a)f(b) < 0 est équivalente a dire que f(a) et f(b) sont de signes opposés.

Un peu d’histoire : Ce théoréme n’a eu de démonstration que fort tard.
Il nécessite en effet une conception claire de la continuité, qui n'est apparue qu’au XIX¢™e.

En 1817, Bolzano (1781-1848) rejette les justifications usuelles basées sur des considérations liées d la
géométrie, au mouvement, a l’espace, dans un domaine qu’il considére purement analytique.

La premiére définition de la continuité, encore intuitive, a été publiée par Cauchy en 1821.

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer, par exemple, que f(a) < 0. Soit
A={z€la:b] / flz) <O}

A contient a, donc est non vide, et est majoré par b. Il admet donc une borne supérieure ¢ < b.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Montrons que ¢ convient :
— Si f(c) < 0 alors, comme f est continue, il existe € > 0 et un voisinage [c — ;¢ + €] de ¢ sur lequel
f est a valeurs strictement négative. En particulier, f (c + g) < 0 puis ¢ + g € A, ce qui contredit
le fait que c soit la borne supérieure de A.
— Si f(c) > 0, alors f est strictement positive sur un voisinage [¢c —e; ¢+ ¢] ot € > 0.

Or, par définition de la borne supérieure, ¢ — ¢ n'est pas un majorant de A j.e. Iy € Jc —¢; (] tel
que f(y) < 0 ce qui contredit I'hypothése précédente.

INX JHLIdVHD

La seule hypothése restante est alors f(c) = 0, ce que I'on souhaitait.

Exercice 6 : Montrer que I’équation 2% + 22 — 42 + 1 = 0 admet au moins trois solutions distinctes
dans R.

En donner un encadrement & 10~! de chacune d’elles.

Correction : Posons f(z) = 23 + 22 — 4x + 1. La fonction f est clairement continue sur R.
1. Comme f(0) =1>0et f(1) = —1 < 0, d'aprés le théoreme (6), il existe z, € [0;1] tel que
f(zs) = 0.
2. Comme lim f(z)=—o00, 0 € f(] —00;0]), d’aprés le théoreme (6), il existe x; €] — 00 ;0] tel
r——00
que f(x,) = 0.
3. De méme sur [1;+o0[ et le théoréme (6), donne x4 € [1;+o0] tel que f(z5) =0.

Comme z; <0 < z5 <1< x4, on a bien trouvé trois racines distinctes de I'équation.

Enfin, par dichotomie, on trouve z; >~ —2,6, zo ~ 0,3 et 53~ 1,3

-

Corollaire 6.1 :
Tout polynome a coefficients réels de degré impair admet au moins une racine réelle.

Proposition 7 (Méthode de dichotomie) :
Soit f une fonction continue sur un segment [a;b], telle que f(a)f(b) < 0.

On construit deux suites récurrentes (a,, ), ey €t (b,,),,cn €1 posant :
— ag =a et by =b.
Pour tout n € N*,

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS

a, +b a, +b

gof g n n . o § _ Y n

si f(a,)f (72 > < 0, on pose a, . =a, et b, | = —

. a, +b, \

sinon, on pose «a = ——"—"¢etbh =b,.

n+1 9 n+1 n
Les deux suites (a,,),,cn €t (b,,),,c sont alors adjacentes, et elles convergent vers une limite commune
a vérifiant f(«) = 0.
b—a . . . . :

De plus, Vn € N, b, —a, = 5 & qui majore I’erreur commise en approchant « par (a,,),cn €t

(b,,)

\“n/neN"

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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La peut étre vue comme une démonstration séquentielle du théoreme (6).
£(bo)
F(by :
ag=a a : b : b
] 07 [—jx b? 0.5
agl flag g
flay)
(8
J(ao)

Figure XVI.6 — Méthode par dichotomie

Preuve : Cette propriété est une conséquence du théoréme des suites adjacentes. Les suites (a,,),cp €t

(b,,)nen sont respectivement croissante et décroissante par construction. Afin de montrer qu’elles sont

adjacentes, il reste a prouver que leur différence b, — a,, tend vers 0, ce qui découle de I'affirmation :
b—a

b, —a, = o

Prouvons celle-ci par récurrence.

—a sz .
— Aurang0,onaby—ay=b—a= . La propriété est vraie.

20
— Supposons la vraie au rang n € N*. On a alors, suivant les cas :
b _a,+b, b, —a,
- Yn41 T an+1 - 2 - a”ﬂ - )
a, +b b, —a
_ n n _ Yn n
— ou bn+1 - a’n+1 - bn - 2 - 2

Dans les deux cas, en exploitant I'hypothése de récurrence,

b—a

bn+1 —Qpt1 = ogn+1 "

La propriété est vraie au rang n + 1.

Les deux suites sont donc adjacentes, elles convergent vers une méme limite a.
Reste a prouver que f(a) = 0.

Par construction, on aura toujours f(a,,) du méme signe que f(a), disons négatif par exemple comme sur
la figure (XVI.6) . La fonction étant continue, par passage a la limite, f(«) < 0.

De méme, f(b,,) est du méme signe que f(b), positif ici, ce qui implique f(«) > 0.

On conclut alors que f(a) = 0.

PTSI VINCI - 2025

F. PUCCI
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© 00 N O U s W N =

= e
= o

Remarque : a, est une valeur approchée de o par défaut a 2na pres, by, est une valeur approchée par (=)
exces. I
def dichotomie (f,a,b,epsilon): # f continue et f(a)xf (t) <=0 %
# avec a<b —
while b—a >= epsilon: -
milieu = (at+b)/2 A
if f(a)xf(milieu) <= 0: # f s’annule dans la m
# premiere moitié ><
b = milieu <
else —
a = milieu # f s’annule dans la
# deuxieme moitié
return (atb)/2.

Figure XVI.7 — Dichotomie en Python

Exemple 7 : On cherche a étudier les variations de la fonction f définie par

f(z) = z* + 422 + 4z — 5.

Cette fonction est continue et dérivable sur R, de dérivée f'(z) = 4(2 + 22 + 1).

Il est donc nécessaire de connaitre le signe de g(x) = 23 + 2z + 1 donc de connaitre ces racines.
La fonction g, étant continue et strictement croissante, elle établit une bijection de R sur R.

En particulier, elle s’annule en un unique réel o € R.

On aimerait déterminer une valeur approchée de «. Ayons pour cela recours a la dichotomie.

— On commence par trouver un premier encadrement de a en constatant que g(0) = 1 et
g(=1) =—-2.

La racine de g se trouve donc dans lintervalle [—1;0].

-

— On calcule ensuite g(—0,5) qui se trouve étre négatif, donc o € [—0,5;0].
— Puis on calcule g(—0,25), qui est positif, donc a € [—0,5;—0, 25].
On sait donc déja que a ~ —0,375 a 0,125 pres.

On aura naturellement recours a la calculatrice ou a lordinateur pour effectuer ce genre d’algorithmes
de facon plus poussée.

Remarque : Pour obtenir une valeur approchée a € > 0 pres, il suffit de choisir n tel que :

b—a
b 1n< )
a<€ <~ N & 7/
D In2

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS
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I1.2 Théoreme des valeurs intermédiaires et conséquences

Théoréme 8 (Théoréme des valeurs intermédiaires) :
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

En particulier, soient a,b € R tels que a < bet f € €% ([a;b];R).

Tout réel compris entre f(a) et f(b) possede un antécédent par f dans [a;b].

Pour tout réel k entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.

AT T T T T T T T T T T T =

SN
o
s
o
(V)
o
w
S

Figure XVI.8 — Une fonction continue sur un intervalle de R prend toutes les valeurs de
celui-ci.

Preuve : Soit I un intervalle de R. Sans perte de généralité, on peut supposer f non constante i.e. f(I)
non réduit 3 un point qui serait bien un intervalle de toute facon.

Soient a, b deux réels distincts de I, supposons a < b, soit k un réel compris entre f(a) et f(b).
Posons g : t — f(t)—k, alors g est continue sur l'intervalle [a; b] et g(a) et g(b) sont de signes contraires.
D’aprés le théoreme (6), il existe donc ¢ € [a;b] tel que g(c) =0 i.e. f(c) = k.

Conclusion, tout élément entre deux images de I par f posséde un antécédent dans I. Cela ne suffit pas
encore pour faire de f(I) un intervalle.

Soient u < v deux éléments de f(I). (Montrons que [u;v] C f(I).)
Il existe alors a, b € I (distincts car f est supposée non constante) tels que f(a) = u et f(b) = v.

Pour tout k € [u;v] il existe donc ¢ € [a;b] tel que f(c) =k i.e. k € f(I), ce qui prouve que f(I) est un
intervalle.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Silest un INTERVALLE et f: I — R une fonction continue, cette version nouvelle
du TVI affirme que f(I) est également un INTERVALLE, mais pas que I et f(I) sont
de méme nature.

ATTENTION Il se peut que I soit ouvert et f(I) un segment, ou bien que I soit semi-ouvert et f(I)

ouvert, ...

Comme le montrera le théoréme (9), ce sera, par contre, bien le cas lorsque l'intervalle
est un segment 7.e. un intervalle de la forme [a;b].

INX JHLIdVHD

L ______\ |
B | i
' -- |
L___ |
P/ L
! r 1
L 1 L 4
/ 0O | L . 1 O | I
I est un intervalle, f(I) n’est pas un intervalle. I et f(I) sont des intervalles (des segments).

f n’est pas continue sur I.

Figure XVI.9 — Image d’un intervalle par une fonction non continue

\ [ Il' [
- 0O | L L
O I : \

I est semi-ouvert, f(I) est fermé. I est semi-ouvert, f(I) est fermé.

Rl
-

f est continue sur I.

Figure XVI.10 — Image d’un intervalle par une fonction continue

Une réflexion : La propriété des valeurs intermédiaires correspond a une notion intuitive : il est possible de dessiner
le graphe de la fonction « d’un seul trait » (c’est-a-dire sans soulever le crayon).

Cette remarque améne a se demander s’il n’y a pas équivalence entre la propriété des valeurs intermédiaires et la
continuité ?

JLINNILNOD - 371334 319VIdVA V1 3d SNOILDONOS
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La réponse est malheureusement négative.

Un contre-exemple nous est donné par la fonction de Uexercice précédent f: R — R définie par
f : R — R
a(2) e
sin|— | six
x
0 st x = 0.

T
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Cette fonction n’est pas continue en 0 mais elle satisfait bien la propriété des valeurs intermédiaires pour chaque
couple de points dans R.

Plus généralement, le théoréme de Darboux affirme que toute fonction [a;b] — R qui admet une primitive satisfait
la propriété des valeurs intermédiaires.

[SE
s

1
Figure XVI.11 — = +— sin (—) ne peut étre prolongeable par continuité en 0 mais vérifie
T

la propriété du théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 7 : Soit f une application continue de [0, 1] dans [0, 1].

Démontrer que f a un point fixe, et un seul lorsqu’elle décroit.

Correction : Soit ¢ : [0;1] — R définie par ¢(z) = f(x) — z.
Un point fixe de f est une valeur d'annulation de .

Or, ¢ est continue, ¢(0) = f(0) > 0 et (1) = f(1) —1 < 0 donc, par le théoréeme des valeurs
intermédiaires, ¢ s'annule.

Si f est décroissante alors ¢ est strictement 4/ décroissante donc injective et ne peut donc s'annuler qu'au
plus une fois.

Remarque : On peut généraliser ce résultat au cas ou f: R +— R.

En effet, on raisonne par I'absurde pour I'existence : puisque ¢ est continue, si elle ne s’annule pas elle est
strictement positive ou négative.

— SiVax eR,p(z) >0 alors f(x) >« ., Tooce qui est absurde puisque 111}1 flz) = i%f(f).
T—+00 Tr—+00

— SiVz e R,p(x) <0alors f(r) <ax — —oo ce qui est absurde puisque lim f(x) = sup(f).
T——00 T——00 R

L'unicité est identique.

Exercice 8 : Un marcheur parcourt douze kilometres en une heure.

Démontrer qu’il existe une demi-heure pendant laquelle il parcourt exactement six kilometres.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction : |l faut formaliser le probléme : notons L(¢) la longueur du chemin que le marcheur a parcouru
au temps t. |l est naturelle de supposer que le marcheur ne fait pas de bond instantané, donc que L est
continue sur [0; 1].

1
On a L(0) = 0 et L(1) = 12. La distance qu'il parcourt en §h a partir d'un temps ¢ est

1
d(t) =L <t + 5) — L(t). D'apres les théoremes généraux, d est également continue sur [0;1].

1 1 1
_ 1 1 1 .
— Sid(0) =L <§> < 6 alors d <§> =12—-L (5) > 6. Comme d est continue, on peut conclure

1
avec le TVI qu'il existe ¢, € }O; 3 [ tel que d(t) = 6.
1
G - L=
Si d(0) (2

1
d(t)=L(t)—L (t — 5) : distance qui a été parcourue au bout d'un temps ¢.

) > 6, on fait le méme raisonnement avec la fonction § définie par

1

De méme, §(1) =12 — L (;) <6etd (2

1 s R .
> =L (2) > 6 ameéne a la méme conclusion.

11.3 Image d’un segment

Rappel 1 (Segment) : Soient a < b des réels. On appelle segment ’ensemble noté [a ; b] défini par :

[a;b]:{xeﬁ/agxgb}.

En particulier, les segments de R sont des fermés bornés de R.

Théoréme 9 (Théoréme des bornes atteintes °)) :
Toute fonction continue sur un SEGMENT y est bornée et atteint ses bornes :

Jde,d € [a;b] tels que f(c) = min f(x) et f(d) = max f(z).

z€la;b) z€lasb)

Moralité : Méme si nous avons vu que la continuité ne préservait pas la nature des intervalles en général,
une chose est siire, un segment est toujours transformé en un segment.

En effet, si nous savions déja que I'image de [a; b] était un intervalle, nous savons désormais que les bornes
sont atteintes i.e.

f(la;b]) =[m;M] ot m= min f(z) = f(c) et M= max f(z)= f(d).

z€(a;b] x€(a;b]

ou, de maniere équivalente :

|5]. La démonstration de ce théoréme est admise en PTSI.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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L’image d’'un SEGMENT par une fonction CONTINUE est un SEGMENT. I

Sur un intervalle borné qui n’est pas un segment, une fonction continue n’a aucune

ATENTION raison d’étre bornée. Pensez a la fonction tan sur }—g ; g [

Preuve : (Hors-Programme)
Soient un segment [a; b] et f une fonction continue sur I a valeurs dans R.

D'aprés le théoreme (8), f([a;b]) est un intervalle. Montrons que f posséde un maximum 6.

Posons s = sup f([a;b]) € R. Le but de la démonstration est de ramener s dans R.

Comme s est adhérent a f([a;b] ), elle est la limite d'une suite d'éléments de f([a;b] ). Nous pouvons
donc nous donner une suite (u,,),,c d'éléments de [a;b] pour laquelle : lir+n flu,) =s.
n—-+oo

-

FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE - CONT

Si (u,),cy était convergente, disons de limite « € [a;b], on pourrait aussitot affirmer que f(z) = s par
continuité, ce qui montrerait que s € R i.e. f est majorée ou encore mieux, s = max f( [a;b] ).

Le probleme, c'est que (u,,),,c) N'a aucune raison d'étre convergente. Elle est cependant bornée donc,
d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, elle possede une suite extraite (u,,)),en convergente, disons
de limite z € [a; b].

Or, par continuité de f, on a alors f(z) = lir+n f(uﬂn)) =s.
n—+oo

On conclut alors, comme dit précédemment, s € R, donc f est majorée mais aussi s = max f( [a;b] ).
En particulier, f([a;b]) = [min f(la;b]);max f( [a;b] )}

Remarques : Il est tres important de remarquer ou jouent les hypotheses :
— La fermeture du segment est nécessaire pour « retenir » la limite de la suite (u,,),,c ou de sa suite
extraite.
— Le caractére borné permet d'utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
— La continuité de f permet de passer a la limite la suite (u,,), ¢, OU Sa suite extraite.
— Enfin, le caractére réel permet de considérer la borne supérieure de f([a;b]).

Qu'une seule de ces hypotheéses disparaissent et c’en est fini de la démonstration !

Exemples 8 : Le fait que [a;b] soit un intervalle fermé borné est trés important. Voici quelques
exemples :

. « > x définie sur [0;+o0[ n’est pas majorée.

. T ? définie sur [0; +oo[ est majorée mais n’atteint pas sa borne supérieure 1.
T

CHAPITRE XVI.

1
2
3. © +— 1 — x définie sur |0; 1] est majorée mais n’atteint pas sa borne supérieure 1.
4

1
. & > — définie sur ]0; 1] n’est pas majorée.
x

Exercice 9 : Montrer qu’une fonction continue et strictement positive sur un segment y est minorée
par un réel strictement positif.

22
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Correction : Si f est continue sur un segment [a;b] alors, d'aprés le théoreme (9) elle admet un
minimum en un certain réel x,, de [a;b], donc pour tout = de [a;b], on a f(x) > f(x,,).

Or, f est strictement positive sur [a;b)].

Donc f(z,,) > 0.

Corollaire 9.1 :
Toute fonction continue périodique définie sur R tout entier est bornée.

Preuve : Soit T >0 et f € Y (R;R) une fonction continue T-périodique.
D'apres le théoreme précédent, fest donc bornée sur [0;T], disons par K > 0 i.e. Va € [0;T], | f(z)| < K.

Soit x € R. On commence par se ramener dans l'intervalle [0; T] par translation :

x T z x T
——1 {—J<—<:> < —L—Jl [ <= —{—J] ; T
T < T T O<o T < o T € [05T]

T

€Tz
——

€[0;7T)

Dot |f(z)|=|f | — {EJ T || < K et f est bornée sur tout R.
-_—

III/ Continuité des fonctions monotones

ITI.1 Lien entre monotonie et continuité

Tout d’abord une conséquence direct du théoreme (9) et de celui de la limite monotone.

Théoreme 10 (TVI appliqué aux fonctions strictement monotones) :
Soit I un intervalle de R.

Toute fonction continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I est bijective
de I sur f(I) qui est un intervalle i.e. quels que soient a < b deux réels de I, tout réel compris entre f(a) et
f(b) admet un unique antécédent par f dans [a;b].

De plus, pour a,b € R avec a < b, suivant le sens de monotonie de f,
— siI=[as] alors £(I) = [f(a); f(8)] ou f(1) = [f(b); f(a)];
— siT=[a;b alors f(I) = | f(a); lim f(2)] ou f(1) = | lim f(x);f(a)],

— siT=]a;] alors f(I) = | lim f(2); f8)] ou f(1) = [£(8); lim f()],

— sil =]a;b| alors f(I) :} lim f(z); liﬁrgf f(z) [ ou f(I) :} liﬁr?i f(z); lim_ f(z) [ respectivement.
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En particulier, 'image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone est un intervalle
de méme nature.
Preuve : Montrons, par exemple, le cas ou f est strictement croissante sur I = [a;b|.
On sait déja que [ est bijective de [a;b] sur son image f([a;b]). Montrons que
f(la;0]) = | fla); lim f(z)].
z—b
Comme f est continue, on sait aussi, d’aprés le TVI, f([a;b]) est un intervalle.

Comme f(a) € f([a;b]) et comme f(a) minore f([a;b[) par croissance de f, on en déduit que

f(a) = min f([a;b]).
De plus, d'aprés le théoreme de la limite monotone, lir? f(x) =sup f([a;b]), donc f([a;b]) est I'un des
Tr—0"
intervalles | f(a); lim f(a:)} ou [f(a); lim f(x)|.
z—b~ T—b~
Peut-on avoir hI}’)l f(z) € f(la;0])?
b~
Il existerait dans ce cas un réel = € [a;b] pour lequel f(z) = liril f(z), et aussitdt f serait constante
T—0"
égale a ling f(zx) sur [x;b], ce qui contredirait la STRICTE croissance de f.
rT—0"

Conclusion, lim f(x) ¢ f([a3b]) et f(asb]) = |f(a); lim f(x)],

r—b~

Les autres cas se traitent de la méme facon et on a évidemment un énoncé analogue lorsque f est
strictement décroissante.

Lorsque la monotonie n’est pas stricte, il se peut que les limites aux bornes exclues
soit tout de méme atteintes.

Théoréeme 11 (Monotonie + intervalle entraine continuité) :
Soit f : I — R une fonction monotone sur un intervalle I.

La fonction f est continue sur I si, et seulement si f(I) est un intervalle.

Preuve : Le sens direct est une conséquence du théoréeme (8) des valeurs intermédiaires.

Montrons la contraposée de la réciproque. Supposons f non continue sur I et montrons que f(I) n'est pas
un intervalle.

Comme f n'est pas continue sur I, il existe 2, € I ol f n’est pas continue. Supposons que z, € Lie. que
Z, n'est pas une borne de L.

Sans perte de généralités, on peut supposer f croissante. On a donc lim f(z) < f(z,) ou
Ty
f(xo) < lim f(z).
CE—)ZEO
Remarque : Si x est la borne supérieure de I seule la premiere inégalité peut &tre vraie et seulement la
seconde si z, est la borne inférieure de I. On peut donc supposer que z, € I sans perdre en généralité.

Supposons, par exemple, que lim f(z) < f(x,). En particulier, z, n'est pas la borne inférieure de I.
Ty
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1. | lim f(x); f(zy)| N f(I) est nécessairement vide.

zﬁwa

En effet, si x € I est tel que = < x,, alors f(z) < lim f(z) et si z > x, alors f(x) > f(z).

Ty

Donc, dans tous les cas, z € I = f(x) %] lim f(z); f(xy)].

=Ty
On a bien montré que | lim f(a:);f(a:o)[ﬂ f) =¢o.
I—)IE6
2. Montrons enfin que f(I) n'est pas un intervalle.

Soit z; € I avec z; < x (ce qui est possible car x, n'est pas la borne inférieure de I). On a :
flzy) < lim f(x) < f(zq).
=T

Si f(I) était un intervalle, alors on aurait :

[f(x1); f(mo[ € f(I) etdonc | lim f(x); f(zo)| C f(I).

Ty

Ce qui n'est pas possible : f(I) n'est donc pas un intervalle ce qui termine la démonstration.

Remarques :
— Ce théoréme énonce une réciproque du théoréme théoreme (8) des valeurs intermédiaires, mais elle
n’est valable que pour les fonctions monotones.
— Ce résultat d’apparence anodine est a employer prudemment. La continuité, méme vue globalement,
est une notion locale et le fait que I’ensemble-image soit un intervalle ne garantit aucunement que
la fonction est continue sur son intervalle de définition.

A titre d’exemple, on pourra considérer la fonction f définie sur R par

f(f)Z{;: sio x#0
0 si =0

L’ensemble-image f(R) est un intervalle puisqu’égal a R. Pourtant, la fonction f n’est pas continue
en 0, donc n’est pas continue sur son intervalle de définition.

II1.2 Continuité et bijectivité

Nous avons déja rencontré ce théoreme dans le premier chapitre d’analyse en version light. Nous sommes
enfin préts pour la version intégrale avec démonstration.

Théoréme 12 (Théoréme de la bijection) :
Soient I un intervalle et f: I+ R, une fonction continue sur L.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est strictement monotone sur I.
(ii) f est injective sur I, donc bijective de I sur f(I).

Dans ces conditions, f~! est continue et strictement monotone de méme sens de variation que f

sur f(I).
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Remarque : Etant donné que les graphes de fet f~1 sont symétriques. Si le graphe de f peut étre tracé

sans lever le crayon, comment le graphe de f~! ne le pourrait-il pas?

Preuve :

1. Montrons tout d'abord I'équivalence (i) < (ii) :

— Nous savons déja que (i) = (ii) sans hypothése de continuité. En effet, f est évidemment

surjective sur f(I). Strictement monotone, elle est injective donc bijective sur 1.

— Pour montrer I'implication réciproque (ii) = (i), supposons le contraire i.e. f n'est pas

strictement monotone :

¢ f n'est pas strictement décroissante i.e. il existe deux éléments de I tels que z < y et
flz) < fly),
ET

¢ f n'est pas strictement croissante i.e. il existe deux éléments de I tels que 2’ < ¢ et

@) = fy).
Comme f est injective, les inégalités ne peuvent qu’étre strictes.
On pose alors Vt € [0;1], g(t) = fle+t(x —2')) — fly+tly—y')) etona:
(a) g est définie et continue sur [0;1].
(b) 9(0) = f(z) — f(y) <0.
(c) 9(1) = f(=") = f(y') > 0.

D'aprés le théoreme (8) des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € |0; 1] tel que :
g9lc) =0 <= flz+c(@ —2)) = fly+cly —v))
Or, f est injective,

= r+c@ —z)=y+cly —vy)

= (l-9gl@-—y=cly —a).
>0 <0 >0 o

Ceci est impossible donc f est strictement monotone.

2. Sous ces conditions montrons que f*1 est strictement monotone et supposons, par exemple, que f
est strictement croissante.

Soit © = f(a) et y = f(b) élément de f(I) tels que = < y.

Comme f est croissante, on ne peut qu'avoir a < b et méme a < b par injectivité et x #+ y sinon, f
croissante, entrainerait le contraire de x < y.

Donc f~! est strictement croissante dans ce cas, strictement monotone dans tous les cas et de
méme monotonie que f.

3. Montrons enfin que f~! est continue. C'est une promenade de santé maintenant que le théoreme (11)
a été démontré.

En effet, f~! est donc une fonction (strictement) monotone entre f(I) et I qui sont deux intervalles
de R. Elle est donc continue.

.
Remarques :
— La continuité de f n’est pas nécessaire pour démontrer la continuité de f=1.
En effet, on pourrait faire appel au lemme suivant :
Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 III. CONTINUITE DES FONCTIONS MONOTONES

Lemme 1 :

Preuve : Soient X une partie de R, I un intervalle de R et g : X + I une surjection croissante (si g est décroissante,
considérer —g ) et non constante (car ce cas est immédiat).

Posons z, € X, y = g(z,) et montrons que g est continue en .

— Siy e, on considere € € R* tel que [y —e;y+e] Clalors, en posant x_ =g '(y—c)etz, =g '(y+e),
on obtient :
r_<zog<z, e g(z_;z ]NnX)Cly—e;y+el.

— Si y =sup (I), on trouve de méme, pour tout € > 0, un z_ < x tel que g ([z_;+oo[NX) Cly—e;y].
— Si y = inf(I), on trouve de méme, pour tout € > 0, un x, > x tel que g (]—oco;z, |NX) C [y;y+¢€).

Dans les trois cas, on a démontré que g est continue en x.

En particulier, toute bijection monotone entre intervalles réels est continue. C’est le cas de f~!.

— Dans la méme idée, la continuité de f n’est pas nécessaire pour montrer « (7) f strictement monotone
= (ii) f est injective ».

Une fonction strictement monotone est toujours injective, qu’elle soit continue ou non. Par contre il
est essentiel de supposer que f est continue sur un intervalle pour démontrer la réciproque : si on
enléve la contrainte de la continuité de la fonction, on peut trouver des fonctions injectives et non
monotones comme, par exemple, la fonction f définie sur [0;2] par :

3,,

Définition 3 (Homéomorphisme) : On appelle homéomorphisme toute bijection continue entre deux
espaces topologiques dont la bijection réciproque est continue.

Le théoreme (12) affirme donc que toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
est un homéomorphisme.

— Il existe des injections non strictement monotones.

— 1l existe des fonctions bijectives mais non monotones. Elles ne sont alors pas
continues

AN O — 1l existe des fonctions bijectives et continues, dont la bijection réciproque n’est

pas continue.

On vient de voir que ce n’est jamais le cas lorsque f est monotone sur un
intervalle I.
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Exemple 9 : En début d’année, I'existence des fonctions arcsin, arccos et arctan a découlé du TVI
strictement monotone et leur continuité du théoreme de continuité d’une réciproque.

La preuve de continuité de f~! peut étre adaptée a la recherche des limites aux bornes d’une réciproque.
Corollaire 12.1 :
Soient I intervalle de R, f : I — R continue et strictement monotone.

Alors f~! admet des limites aux bornes de J = f(I) données par :

lim f'(y) =

sup (I)  si f croissante
y—sup(J)

inf(I)  si f décroissante

On a un résultat analogue pour la limite de f~! en inf (J).

Preuve : Le TVI strictement monotone montre que f est bijective de I sur J = f(I).

Supposons, par exemple, que f et f~! sont strictement croissantes. D'aprés le théoréme de la limite

monotone, la limite lim f~!(y) existe. Notons-la L.
y—sup(J)

Or, lim f(z)=sup(J).

x—sup(I)

D’'apreés les théorémes sur les limites de composée et la continuité de f!, on en déduit donc :

lim f_1<f(ac)>: lim f(y)=L.

z—sup(I) y—sup(J)

Or, lim f! (f(:v)) = lim x =sup(D).

z—sup(I) z—ssup(I)

Conclusion, L = sup (I).

On retrouve la continuité de exp, arctan, arccos, arcsin sur leur intervalle de définition respectif avec
leurs limites au bornes.

Par exemple, arctan(z) —— swp (| =33 5[) = 5
ar exemple, arctan(z . sup 5i50) =3
Exercice 10 :

1. Montrer que f: |—-1;1] — R est bijective.
-
1 —z2

2. (%) Exprimer f~!(y) pour tout y € R.

T

Correction :
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1. Sur ]—1;1[, 1 — 22 ne s'annule pas donc la fonction f est clairement dérivable sur cet intervalle et

on a: |
v —1:1 "(x) = 0.

La fonction f est donc continue et strictement croissante sur l'intervalle |—1; 1[. Elle y établit une

bijection de |—1;1[ sur son image lim1 f(x); lini f@)| =]—o00;+00[ =R.
T—— T
z>—1 <1

2. Soit y € R. Il suffit de trouve I'unique solution f~1(y) =z € ]—1;1[de f(z) =y :

f@) =y = =

= z=(1-2%y

_ 2 :
3 =Y avec 1—2x%#0,0na:

= yr’+z—y=0
Equation du second degré en 2 dont le discriminant A = 1 + 4y est strictement positif. On trouve
deux solutions potentielles dans le cas ou y # 0 :

—1++/1+ 4y2 —1— /1 +4y2

= T = % ou 1y = %

Le plus simple pour séparer le bon grain de |'ivraie est de remarquer que x et y ont toujours le le
méme signe car 1 — 22 > 0 sur |—1;1].

1+ /1 +4y?
2

Or,siy#0, yzy = — < 0. Cela ne peut donc étre z,.

—1++/14+4y% 0
Avec f(0) = 0, on en déduit finalement que f~(y) = 2y sy #
0 sinon.

IV / Fonctions a valeurs complexes

On rappelle qu’il n’est question ici que de fonctions f: I+ C ,oul C R.

Les fonctions dont la variable est elle-méme complexe sont ’objet de tout un pan de ’analyse, appelée
analyse complexe, utilisant des méthodes tres différentes de celles étudiées dans ce chapitre et pas du tout
a votre programme.

Rappel 2 (Limite) : La fonction f admet pour limite ¢ € C quand x tend vers a € I si :

VeeR ,JaeR, /|lz—a|<a = |f(z)—{| <e.

C’est exactement la méme définition que pour une fonction réelle, la seule toute petite différence étant
que la valeur absolue en fin de définition s’est transformée en module.

— Les notions de limite & gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en termes de
limite a gauche et a droite, sont maintenues pour les fonctions a valeurs complexes.
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— La caractérisation séquentielle de la limite est également maintenue, de méme que les résultats
sur les opérations d’addition, produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci pres que les
symboles +00 sont bannis.

En effet, on ne peut définir de limites infinies dans C de fagon simple : si on calque la définition
réelle, le module de f tendra vers 400 mais ¢a ne dit rien sur f elle-méme dans la mesure ou, dans
C, on peut se rapprocher de l'infini dans toutes les directions et, en particulier, parler de +o0o et de
—oo n’a évidemment aucun sens.

— Les grands théoremes d’existence de limite — théoremes d’encadrement, minoration, majoration et
théoreme de la limite monotone — n’ont pas de sens dans le cas complexe car ils utilisent de facon
essentielle la relation d’ordre < sur R.

Théoréme 13 (Continuité) :
Soient I un intervalle de R et f: I — C une fonction de la variable réelle a valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.

Comme pour les fonctions a valeurs réelles, les combinaisons linéaires, produits, quotients (de dénominateur
non nul) et composées de fonctions continues sont des fonctions continues.

Exemples 10 : Les fonctions t — el et t — sont continues sur R.

1
1+ it

Compte tenu de la définition, on retrouve des propriétés analogues au cas réel, & une exception preés.

A retenir 1 :
Soit D un sous-ensemble de R.

1. On retrouve les mémes théorémes généraux, en particulier (¢°(D;R),+, x, ) et
(‘50 (D;R),+,0,-) sont des C-algébres, non commutative pour la seconde.
2. Si f est continue sur D, alors les fonctions f et |f| aussi.

3. Si f: [a;b] — C est continue sur le segment [a;b], alors f est bornée et atteint ses bornes
i.e. il existe t,, t; € [a;b] tels que :

[f(to)] = max [f(&)] et [f(t,)] = min [f(?)].

te(a;b] te[asb]

Preuve :

3. En effet : la fonction |f| est continue sur [a;b] et a valeurs réelles. Elle répond donc aux exigences
du théoréme (9) des bornes atteintes.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 IV. FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Le théoreme des valeurs intermédiaires n’est plus vrai.
La notion de comparaison entre f(a) et f(b) ne peut étre adaptée.

Par exemple, la fonction ¢ — e'? est continue sur [0;27].

ATTENTION

0 est bien compris entre f(7) = —1 et f(0) =1, mais 0 ¢ f([0;27]) car f ne s’annule
pas.

Remarque : Ici f([0;27]) n’est pas un intervalle, mais un cercle!

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

INX JHLIdVHD

-

JLINNILNOD - 37133y I19VIJdVA V1 3d SNOILDONOS

-

H
[y



INDEX

Algebre, 6 des bornes atteintes, 21

Archimede, 1 des valeurs intermédiaires, 18, 23
Bijection, 25 Valeur
Bolzano, 14 absolue, 29
Caractérisation
séquentielle de la continuité, 11
Composée

de fonctions continues, 6
Continuité, 3, 12, 30

Composée de fonctions continues, 6

Structure, 6

Fonction
continue, 3, 16
a droite, 3
a gauche, 3
lipschitzienne, 7
monotone, 25
partie entiere, 5

Graphe, 26
Homéomorphisme, 27

Limite
d’une fonction a valeurs complexes, 29

Méthode

de dichotomie, 15

Montrer qu'une fonction est continue, 6
Module, 29

Newton, 1

Prolongement

par continuité, 8
Propriété

locale, 3
Ptolémée, 1

Relation
d’ordre, 30

Segment, 21
Suite
adjacente, 15

Théoreme
de Bolzano, 14, 16
de Bolzano-Weierstrass, 22
de Darboux, 20
de la bijection, 25

32



PTSI VINCI - 2025 INDEX

Z
O
m
X

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




	Fonctions de la variable réelle - CONTINUITÉ
	Continuité
	Théorèmes de continuité globale
	Continuité des fonctions monotones
	Fonctions à valeurs complexes


