Chapitre

QYA Fonctions de la variable
réelle — DERIVABILITE

Dans ce chapitre, nous complétons nos outils permettant une étude efficace des fonctions. L’ est bien
entendu la dérivation, que nous abordons ici d’un point de vue essentiellement pratique : comme inscrit
dans le programme de PTSI, I'objectif est de savoir dériver et étudier de fagon efficace des fonctions
explicites.

Rien de tres nouveaux donc, si ce n’est un peu plus de maturité en analyse réelle et la section des
théorémes classiques qui va s’enrichir d’un théoréme capital : le théoréme des accroissements finis!!.
Fondamental notamment pour I’étude des suites récurrentes que nous aborderons au prochain chapitre.

CONTENU
1 Dérivabilité . . . . . 2
I.1  Taux d’accroissement et nombre dérivé . .. .. ... ... .. .. .. .. .. . . ... 3
.2 Dérivées a droite et a gauche. . . .. .. ... ... L 7
1.3 Dérivabilité et approximation affine. . .. ......... .. .. ... ... .. .. .. .. ... 10
II  Fonctions dérivables . ... ... ... 11
II.1  Stabilité algébrique. . . . . . . .. 11
I1.2  Dérivabilité d’une composée . . . .. ... 14
I1.3  Dérivabilité de la réciproque . . . ... .. ... 15
1.4 Dérivée d’ordre SUPETIEUr . . . . . .ottt 18
III  Théoreme des accroissements finis . .. .......... ... 22
IILT Extrema. . . . ... o 22
III.2 Théoreme de Rolle . . . . ... . 24
II1.3 Théoreme des accroissements finis . . . . ... ... 26
IV Applications .. ... ... . 30
IV.1 Caractérisation de la monotonie. . . .. ........ ... .. .. .. . . 30
IV.2 Prolongement de classe €1 . ... ... ... 34
V  Fonctions a valeurs complexes . ... ... 37

Dans tout ce chapitre, I représentera, sauf mentions autres, un intervalle non trivial de R i.e. non vide et
non réduit a un singleton ou une réunion d’intervalles tous non triviaux.

[1]. Apres le « TVI » voici le « TAF ».
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CHAPITRE XVILI.

I. DERIVABILITE PTSI VINCI - 2025

I/ Dérivabilité

Un peu d’histoire :

— La notion de dérivée tire son origine dans l’étude des tangentes, et en particulier de la pente des
tangentes. Pierre de Fermat!?! le premier (en 1636) constate que trés souvent, la pente s’obtient en

fla+e)— fla)

e
appelle e un « infiniment petit ».

écrivant , en « prenant » e = 0 (il ne dispose pas encore de la notion de limite). 1

— Newton, en 1669, introduit la notation (&, y, Z), pour les dérivées des coordonnées d’un point, qu’il
appelle « fluxions » des « fluentes » (x, y, z), qu’il définit comme les vitesses dont les fluentes sont
augmentées graduellement et indéfiniment.

Sa notation est encore utilisée actuellement en physique.

— FEn 1674, Leibniz introduit la notation dz ; pour désigner une variation infinitésimale sur l’abscisse,
x
et dy pour désigner une variation infinitésimale sur 'ordonnée. Siy dépend de x, T désigne donc la

variation infinitésimale de la fonction y rapportée d la variation infinitésimale de x qui l’a provoquée :
il s’agit bel et bien de la définition de Fermat, et rien de plus : pas de nouvelle théorie, juste une
nouvelle notation, encore largement utilisée aujourd’hui, notamment sous la forme non quotientée
(pensez aux intégrales!)

— A la fin du 18 siécle, Joseph-Louis Lagrange '3 introduit la terminologie « dérivée » et la notation
f

— La formalisation rigoureuse est due a Karl Weierstrass'™ dans la deuziéme moitié du 19°™° siécle,
s’appuyant sur une définition rigoureuse de la notion de limite et de continuité (dont il donne
également pour la premiére fois une définition rigoureuse et précise)

|2]. Pierre de Fermat, né dans la premiére décennie du XVIeme siecle, & Beaumont-de-Lomagne (département actuel de
Tarn-et-Garonne), prés de Montauban, et mort le 12 janvier 1665 a Castres (département actuel du Tarn), est un magistrat,
polymathe et surtout mathématicien francais, surnommé « le prince des amateurs ».

Il est aussi poete, habile latiniste et helléniste, et s’est intéressé aux sciences et en particulier a la physique. On lui doit
notamment le principe de Fermat en optique.

Il est particulierement connu pour avoir énoncé le dernier théoréme de Fermat, dont la démonstration n’a été établie que
plus de 300 ans plus tard par le mathématicien britannique Andrew Wiles en 19944.

|3]. Joseph Louis, comte de Lagrange (en italien Giuseppe Lodovico ou aussi Giuseppe Luigi De la Grange Tournier1),
né & Turin en 1736 et mort a Paris en 1813, est un mathématicien, mécanicien et astronome italien naturalisé francais. A
I’age de trente ans, il quitte le Piémont et va séjourner a Berlin pendant vingt-et-un ans. Ensuite, il s’installe pour ses
vingt-six derniéres années a Paris, ou il obtient la nationalité francaise sur l'instance d’Antoine Lavoisier.

Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la théorie des formes quadratiques, il démontre le théoreme de Wilson
sur les nombres premiers et la conjecture de Bachet sur la décomposition d’un entier en quatre carrés. On lui doit un cas
particulier du théoréme auquel on donnera son nom en théorie des groupes, un autre sur les fractions continues, ’équation
différentielle de Lagrange.

En physique, en précisant le principe de moindre action, avec le calcul des variations, vers 1756, il invente la fonction de
Lagrange, qui vérifie les équations de Lagrange, puis développe la mécanique analytique, vers 1788, pour laquelle il introduit
les multiplicateurs de Lagrange. Il entreprend aussi des recherches importantes sur le probléme des trois corps en astronomie,
un de ses résultats étant la mise en évidence des points de libration (dits points de Lagrange) (1772).

Il élabore le systéeme métrique avec Lavoisier pendant la Révolution. Il est membre fondateur du Bureau des longitudes
(1795) avec, entre autres, Laplace et Cassini. Il participe & I'enseignement de mathématiques de I’Ecole normale de 'an III
avec Joseph Lakanal, de I'Ecole polytechnique (des 1797) avec Monge et Fourcroy. Il a aussi été le fondateur de I’Académie
de Turin (1758).

En mécanique des fluides, il introduit le concept de potentiel de vitesse en 1781, bien en avance sur son temps. Il démontre
que le potentiel de vitesse existe pour tout écoulement de fluide réel, pour lequel la résultante des forces dérive d’un potentiel.
Dans le méme mémoire de 1781, il introduit en plus deux notions fondamentales : le concept de la fonction de courant, pour
un fluide incompressible, et le calcul de la célérité d’une petite onde dans un canal peu profond. Rétrospectivement, cet
ouvrage marque une étape décisive dans le développement de la mécanique des fluides moderne.

Lagrange a aussi ceuvré dans le domaine de la théorie des probabilités.

|4]. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, habituellement appelé Karl Weierstrass, orthographié Weierstral en allemand,
né le 31 octobre 1815 & Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 février 1897 a Berlin, était un mathématicien allemand, lauréat
de la médaille Copley en 1895.
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I.1 Taux d’accroissement et nombre dérivé

Définition 1 (Nombre dérivé, fonction dérivée, tangente) : Soient I un intervalle ou une réunion
d’intervalles de R, f : I — R une fonction et a € L.

f(z) = f(a)

— On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement de fen a 7, ;(7) =
’ r—a

admet une limite finie quand x — a, x # a.

Dans ce cas, on appelle cette limite le nombre dérivé de f en a, noté f’(a) :

ooy J@) = fla) . flat+h)— fla)
f'(a) = lim ————~ = lim W :

z—a B =@ h—0
z#a h#0

— On dit que f est dérivable sur 1 si f est dérivable en tout a € I au sens précédent.

f), la fonction qui a tout x

On appelle alors fonction dérivée de f sur I, que 'on note f” (ou 1
0

de I associe le nombre dérivé de fen x :

7+ 1 — R

— On note 2*(I, R) I'ensemble des fonctions dérivables sur I et a valeurs dans R.

Karl Weierstrass est souvent cité comme le « pére de I’analyse moderne ». Il consolida des travaux de Cauchy sur
les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle compréhension. Ses travaux les plus connus portent sur les fonctions
elliptiques.

C’est lui qui le premier rendit public un exemple de fonction continue nulle part dérivable.

Weierstrass étudia la fiabilité de I’analyse, dont il propose une construction logique rigoureuse. A cette époque, les
démonstrations de I’analyse s’appuyaient sur des définitions ambigués, d’ou la nécessité de nouvelles définitions. Tandis que
Bolzano avait développé une définition suffisamment rigoureuse des limites dés 1817 (et peut-étre méme auparavant), ses
travaux restérent quasi inconnus de la communauté mathématique pendant des années, et d’autres mathématiciens éminents,
comme Cauchy, n’avaient que de vagues définitions de la limite et de la continuité d’une fonction.

En 1861, Weierstrass définit la continuité comme suit :

f est continue en x si, pour tout réel e strictement positif, il existe un réel § strictement positif tel que, si « est & une
distance de x, strictement inférieure & J, alors la valeur de la fonction f en x est & une distance strictement inférieure a € de
la valeur de la fonction fen x,.

Ve>0,36>0/|x—zo| <6 = |f(z)— flzo)| <e.

Weierstrass formula également une définition de la limite et de la dérivée « en (e, &) », telle qu’on ’enseigne généralement
aujourd’hui.

Avec ces nouvelles définitions, il put donner des démonstrations rigoureuses de plusieurs théorémes qui reposent sur des
propriétés des nombres réels jusqu’alors tenues pour intuitives, tels le théoréme des wvaleurs intermédiaires, le théoréme de
Bolzano-Weierstrass et le théoreme de Borel-Lebesgue.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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CHAPITRE XVILI.

I. DERIVABILITE / PTSI VINCI - 2025

Interprétation graphique :

Soit A (a; f(a)) un point de la courbe représenta-
tive, donnons nous un autre point M (x ; f(x)) avec
T € 9}, un point variable « pas trop éloigné » de ’
A M ey
On considere alors les droites (AM), sécantes en A
et M a .

Le taux d’accroissement 7, ((x) désigne le coeffi-

)

cient directeur de la corde (AM).

———————————————— fey—|

N T

_ f@)—fe)

T =
a,f T —a

Q
8

Figure XVII.1 — Tangente a une courbe vue comme limite de ses sécantes.

Dire que f est dérivable en a revient a dire que la fonction

Taf IN{a} — R
f(z) — f(a)

r—a

X —

admet un prolongement par continuité en a.

Remarques :
— La dérivation est une notion :

— locale et non ponctuelle : la fonction f doit étre définie dans un voisinage de a et pas seulement
en a.

— locale et non globale : elle ne dépend que de la restriction de f a un voisinage de a quel qu’il
soit et non de sa description globale.

— Par définition, le nombre dérivé en a, s'il existe, est donc le coefficient directeur de la tangente a
la courbe en au point d’abscisse a.

1. Si f est dérivable en a, la tangente a ¢ en a est alors définie comme la droite d’équation

(To) = y = f'(a)(z —a) + f(a).

2. Si liin M = +o0 alors la (demi-)tangente & € en a est la droite d’équation z = a.
toa  x—a
r#a

Exercice 1 (Dérivée usuelle) : Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles suivantes et
préciser leur domaine de dérivabilité :

1. Les fonctions constantes. 2. x+— 2", ne’l. 3. x > sin(z).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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I. DERIVABILITE

Correction : La dérivabilité étant une notion locale, il suffit de regarder la
quelconque de I pour pouvoir conclure a la dérivabilité sur I tout entier.

Soit a € R quelconque.
1. Soit f:z+r— A eR.

Alors, lim fz) = fla) _ lim A=A 0.
Tr—a x J— a r—a x J— a
z#a z#a

dérivabilité de f en un point a

Donc f est dérivable en a de nombre dérivée nul. Elle I'est sur R tout entier et

flixr—0.

2. Soit f: x +> z", n € N* d'aprés la question précédente.

=il
) z) — f(a v —a" oz
Alors, lim M = lim —— = lim ot S =g
T—a — T—a — r—a
z#a r—a z#a r—a z#a k=0

Donc f est dérivable en a de nombre dérivée f’(a) = na™ !. Elle I'est sur R tout entier et

f i x— nz™ L

3. Soit f: x > sin(x).

sin(a + h) — sin(a)

A, T Le D=0
h—0 h h—0 h
h#0 h#0
o cos(h) —1 sin(h)
= }llli)r(l) sin(a) N + cos(a) Y
= =
h—0 h—0
= cos(a).

Donc f est dérivable en a de nombre dérivée f’(a) = cos(a). Elle I'est sur R tout entier et

f' x> cos(x).

Commentaires : Pour ceux qui auraient oublié,

Exemples 1 :

— La fonction = + |z| est continue sur R, dérivable sur |—o0o; 0] et |0;4+o00[ de nombre dérivé

respectivement égal a —1 et 1 en tout point de ces intervalles.

—10
or, lim 21210
=0 98—

|z = |0]

= lim <~ =-14#1= lim £ = lim
z—0

z—0" T z—0t T rz—0*t

Donc x + |x| n’est pas dérivable en 0.
— La fonction x — /7 est continue sur R..

F. PUCCI
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I. DERIVABILITE PTSI VINCI - 2025

De plus, Va,z € R, et a # z,on a:

_ - g 0
s woVEmva_ 1[5 et
v T —a \/E—i—\/& T—a

B

400 sia=0.
La fonction x >/ est donc dérivable sur R*.

D’une maniére générale, ce sera le cas pour toutes les réciproques de fonctions dont la dérivée
s’annule en ce point (cf. théoréme (6)).

T T T O T T T O T T

Figure XVII.2 — Les fonctions valeur absolue x s || et racine carrée x — /T ne sont
pas dérivables en 0.

Théoreme 1 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur 1.

Par la contraposée, une fonction non continue au voisinage d’un point ne peut y étre dérivable.

Preuve : Soit a € I quelconque.

Pour tout z € I\ {a}, on peut toujours écrire :

=2 x(x—a)+ f(a).
Comme f est dérivable en a, le membre de droite a bien une limite quand = tend vers a, qui est f(a).

Ainsi, lim f(z) = f(a) : f est continue en a € I donc sur L.

r—a

Ce théoreme explique simplement que la notion de dérivabilité est plus forte que celle de continuité comme
I’était déja la notion de continuité par rapport a celle de définition. On pourra donc trouver des fonctions
continues sans qu’elles soient dérivable mais pas l'inverse.

D’une maniere générale, retenez que :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 I. DERIVABILITE

— la représentation graphique d’une fonction continue est en un seul morceau.
— la représentation graphique d’une fonction dérivable admet une tangente en chacun de ses points
(c¢f. proposition (3) ).

La réciproque de ce théoreme est fausse. Pour s’en rendre compte, on peut s’appuyer
ATTENTION sur les représentations graphiques de la valeur absolue, de la racine carrée ou,
globalement, de celle de la figure (XVIL.3) .

1.2 Dérivées a droite et a gauche

De méme que pour les limites ou la continuité, on définit les deux dérivées directionnelles a gauche et a
droite :

Définition 2 (Dérivabilité a gauche/a droite en un point) : Soient f : I — R une fonction et a € I.

Dérivabilité a gauche : On dit que f est dérivable d gauche en a si fy | est dérivable en a

—o03a

x) — f(a
i.e. si la limite lim o) = fla) existe et est finie. Cette limite est notée f/(a).
ce z-a
Dérivabilité a droite : On dit que f est dérivable a droite en a si fijq(4,4o0 st dérivable en a i.e. si
z) — f(a
la limite lim o) = fla) existe et est finie. Cette limite est notée f}(a).
Toa o —q
xr>a

Dans les cas d’existence, f;(a) et f;(a) s’appellent respectivement les nombres dérivés a gauche et a
droite de f en a.

Remarques :

— Dans les cas d’existence, pour a € I, on a :

f@) = fla) _ . fla+h)— fla)

fi) = tiy T g B
. f@)— f@) . fla+h) - f(a)
/ . ) — a . a — a
fg(a>:ﬂlﬂlgtll rT—a :}ILIE)I(I] h ’

r<a h<0

— Dire que f est dérivable a gauche ou a droite en a revient & dire que la fonction

Top: IN{a} — R
f(@) — fla)

r—a

x —

admet une limite a gauche et a droite respectivement.

— Parce qu’elle n’est qu’un cas particulier de la dérivabilité en général, la dérivabilité & gauche (resp.
a droite) implique la continuité a gauche (resp. a droite).

— Evidemment, la premiére condition pour que la dérivée a gauche (resp. a droite) existe est que cette
limite ait un sens, donc que f soit bien définie en a et dans un voisinage a gauche (resp. a droite)
de a.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Proposition 2 (Caractérisation de la dérivabilité par f) et f}) :

Soit a € I, non égal a une des bornes de 1.

f est dérivable a gauche en a

f est dérivable en a < f est dérivable a droite en a

fola) = fi(a).
Dans ce cas, f'(a) = fi(a) = f(a).
Preuve :
f est dérivable en 0 <~ il—r}}z w existe et est finie
< lim M et lim M existent,
T—a” T —a z=at T —a

sont finies et égales

<= f est dérivable a gauche et a droite en a et f/(a) = f;(a).

Si f admet une dérivée a droite et a gauche en a tel que f;(a) # fj(a) alors A (a; f(a)) est appelé point
anguleuz, en lequel la courbe € admet deux demies-tangentes (représentées traditionnellement par des
demi-fleches) non paralleles d’équation respective :

(Toy): y=Fll@)e—a)+fla), Ve<a et (T,,): y=fila)e—a)+fla), Y >a.

En particulier, la fonction f n’est pas dérivable en a.

/N

(T (Toa)

a.g)

|
|
|
|
|
|
|
I
a

Figure XVII.3 — En un point anguleux, la fonction est continue sans étre dérivable.

Exemples 2 :

1. La fonction x + |z|, bien que dérivable a gauche et a droite en 0, n’est pas dérivable en 0.
1

ew da>l est dérivable en 0.

0 sinon.

2. La fonction f définie par f(x) = {

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 2 : Montrer que la fonction f: R — R
In(l+z) siz>0
Tz . g
sin(z) siz <0

est dérivable en 0.

Correction : |l est clair que f est dérivable a gauche et a droite en 0.
. In(1+=z)—In(1) . sin(z) —1In(1)
/ _ _ _ _ /
De plus, f(0) = 91012% . =1= 91613% — . = 15(0).
<0 x>0

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.

C’est le cas de la fonction f: R — R
. (1 .
ATTENTION z {‘I o <E> @40

flx)—f

€xT —

En effet, x +—

0 six=0.

Une fonction peut n’étre ni dérivable & gauche ni dérivable a droite en un point.

0 1
O< ) = sin <7> n’a pas de limite en 0, ni a gauche ni a droite.
T

Figure XVII.4 — Une fonction peut étre continue sans étre dérivable ni & gauche, ni a droite.

Remarque : Quid de la dérivabilité sur un fermé ?

Définition 2 (Dérivabilité sur un intervalle fermé) : Soit f définie sur un intervalle fermé I = [a ; b].

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable sur I = Ja;b[, dérivable a droite en a et a gauche

en b.

Adaptation immédiate & des intervalles semi-ouverts.

Pour peu que f soit dérivable sur I, on peut ainsi étendre la définition (1) a un intervalle J C I fermé
mais alors, il n’est pas équivalent de dire que f est dérivable sur J et que la restriction de f est dérivable

sur J.

F. PUCCI
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Par exemple, si I = [0;2] et J = [0;1], la dérivabilité de f sur I stipule la dérivabilité de fen 1 (donc la
dérivabilité a la fois & gauche et & droite), alors que la dérivabilité de la restriction de f & [0;1] n’impose
que la dérivabilité a gauche en 1.

Remarquez que les problémes ont toujours lieu en des bornes fermées de J, qui ne sont pas des bornes de
I. Ainsi, on pourrait contourner le probleme en se restreignant a la dérivabilité sur des intervalles du type
INU, ou U est un intervalle ouvert de R.

1.3 Dérivabilité et approximation affine

Proposition 3 (Développement limité d’ordre 1) :
Soient f: I+ Retacl

f est dérivable en a si, et seulement si il existe £ € R et € : [ — R tels que :

Veel, f(z)= fla) +(x—a)l+ (x—a)e(x) avec lime(x) =0. (XVIIL.1)

r—ra

De plus, si £ existe alors f/(a) = £ :

flx)= fla)+(zx—a)f (a) + (x —a)e(z). (XVIIL.2)

Preuve : Supposons f dérivable en a. Posons, pour tout z € I\{a},

Comme f est dérivable en a, lim e(x) = 0, et on peut prolonger € a I tout entier en posant £(a) = 0.
r—a

Par construction, la fonction ¢ tend vers 0 en a, et on a, pour tout x € I,
f(@) = fla) = (x—a)f(a) + (x — a)e(x).

On a donc (XVIL.1) avec ¢ = f(a).

Réciproquement, supposons (XVIL.1) vérifiée.

Pour tout z € \{a}, on a:
f(z) — f(a)

Tr—a

=/l +e(x).
f(z) = f(a)

S ¢. La fonction f est donc dérivable en a, et f'(a) = ¢.

Ainsi, lorsque x tend vers a,

— La relation (XVIL.2) est appelée développement limité a l'ordre 1 de f en a.

La fonction f est donc dérivable en a si, et seulement si elle admet un développement limité d’ordre
1l en a.

— L’application affine 2 +— f(a) + f’(a)(x —a) est appelée approximation affine de f en a. Sa courbe
représentative est la tangente de f au point d’abscisse a.

— On peut montrer que cette approximation affine est la meilleure au point a.
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On verra plus tard comment contréler 'erreur commise en remplagant f(x) par f(a)+ (xr —a)f'(a).

Graphiquement, cela revient a approcher le point M de %, par le point M’ de la tangente en a.

fla) + (z —a)f'(a) -

Figure XVIL.5 — La tangente est la meilleure approximation affine de f au point a.

Exemple 3 : Par approximation affine

1

4,001 = /4 + 0,001 ~ v4 +
Vv Vv i

0,001 = 2,00025.

La calculatrice donne /4,001 =~ 2,0002499.

II/ Fonctions dérivables

II.1 Stabilité algébrique

Proposition 4 :
Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

1. Toute combinaison linéaire \f + g de fonctions dérivables en a est une fonction dérivable en a et
(Af+9)(a) =Af"(a) + ¢'(a).
2. Le produit de deux fonctions dérivables en a est une fonction dérivable en a et
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a).
3. L’inverse d’une fonction dérivable en a et ne s’annulant pas en a est une fonction dérivable en
N, fa)
(f) W= )

4. Le quotient de deux fonctions dérivables en a dont le dénominateur ne s’annule pas en a est

a et

une fonction dérivable en a et

(f) ,  fl(a)g(a) — f(a)g’(a)
=) (a) = T
9/ g°(a)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Preuve : Soient f, g : I+ R dérivables en a € I et soit x € I\ {a}.
1. Avec la : Comme f et g sont dérivable en a,

Tr—a

Vrzel, f(x) = fla)+ (x—a)f'(a) + (x —a)es(r) avec limey(z) =0.
g(x) =g(a) + (v —a)g’(a) + (xr —a)e,(r) avec lime, (r)=0.

r—a

Soit A € R. Pourtout z €1, on a:

A (z) +g(x) = f(a) + gla) + (x —a) (Af(a) + ¢'(a)) + (z —a) (Nep(x) +¢,(x))
=g(x)—0

T—a

La fonction Af + g est donc dérivable en a et (Af + g) (a) = Af'(a) + ¢ (a).

Sans la : Soit \€R.Ona:
A +9)(@) = (Af +g)(a@) _ flz) — fla) N g(z) —g(a)
T—a a x—a r—a
Comme f et g sont toutes deux dérivables en a, en a :
lim f(m)_f(a> :f/<(1) et lim g<x)_g(a) :g/<a)‘
T—a Tr—a T—a T —a

La limite étant stable par combinaisons affines, on obtient alors :

i A+ 9)(@) — (Af +g)(a)

T—a T —a

—Af/(a) + ¢/ (a).

La fonction Af + g est donc dérivable en a et (Af + g)’(a) = Af'(a) + ¢'(a).
2. Avec la : De méme, pour tout x €1, on a:

fla)e,(z) + gla)ef(x)
+(z—a) ( +x —a) (f'(a)e,(x) + g’ (a)ey(x)) )
+(x —a)ep(x)e ()
:s(x):)O

La fonction f x g est donc dérivable en a et (f X g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Sans la : De méme, on a :
(f9)(x) — (fg)(a) _ [f(z)9(z) — fa)g(x)] + [f(a)g(z) — f(a)g(a)]
GRS Oy e )
Or,

— g étant dérivable en q, elle y est continue i.e. lim g(x) = g(a).
Tr—a

De plus, lim 9(x) = 9(a) =g'(a).
z—a Tr—a

z)— f(a
— f étant dérivable en a, on a, de méme, lim M
T—a €r—aQ

= f'(a).

.
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En conclusion,

1 U9 =09 _ ) 4 iy (o).

La fonction f x g est donc dérivable en a et (f x g)’(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a).
3. f étant continue en a, et non nulle en a, il existe un voisinage un voisinage U de a sur lequel elle ne
s'annule pas.

1
La fonction - est donc bien définie sur U et, Vo € UN (I\ {a}), on a:

f
11 @S
f(z) f(a): r—a . f'(a)
z—a fla)f(z) — a=a (fa))*
Remarque : On a encore utilisé la continuité de f en a pour écrire f(x) — f(a).

r—a

.1 L 1\’ f'(a)
La fonction = est donc dérivable en a et (> a) = — }
7 7)W=
1
4. Simple application de 2 et 3 : S =fx-.
g g

Exercice 3: Soita € Reth: R — R

—(z—a)? siz<a
T )
(z — a)? siz>a

1. Démontrer que h est de classe €' sur R.
2. La fonction h’ est-elle dérivable sur R ?

Correction :
1. D’apres les théoremes généraux, f est de classe 4! sur R\ {a}.
De plus, lim h(z) = lim —(z —a)? =0 = h(a) = (a —a)? = 0. La fonction f est donc continue

x<a r<a
en a donc sur R.

h(z) —h h(z) —h
Pour z < a, on a hiz) = h{a) = —(x —a) d'ou lim hiz) = ha) = 0. La fonction h est donc
T —a z36  T—a
dérivable en a par valeurs inférieures et hj(a) = 0.
h(z) —h h(z) —h
Pour = > a, on a aussi M =1z —adou lim M = 0. La fonction h est donc
r—a zoa  r—q

r>a
aussi dérivable en a par valeurs supérieures et h/;(a) = 0.

Comme hj(a) = hj(a), la fonction h est donc dérivable en a donc sur R. En particulier, sa dérivée
est continue sur R. Elle est donc de classe €.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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2. Il est assez clair que h est au moins deux fois dérivable sur R\ {a}.
De plus, " : R\{a} — R
{—Q(x—a) siz<a

2(x —a) siz>a

h'(x) — h'(a)

Pour z < a, on a = —2. La fonction h’ est donc dérivable en a par valeurs inférieures

et hl/(a) = —2.

I1.2 Dérivabilité d’'une composée

Proposition 5 :
Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

La composée d'une fonction dérivable f en a et d'une fonction dérivable g en f(a) est une fonction
dérivable en a et
2 / o ' \
(go f) (a) = f'(a) x (¢" o f)(a).

Preuve : Soient f : I —— R dérivable en a € I, g : J > R dérivable en f(a) € J = f(I) et soit
zeIN{a}.

Les fonctions f et g étant dérivables, elles admettent des développements limités d'ordre 1 respectivement
d'aprés la proposition (3) :
En a pour f: f(z)= f(a)+ (x —a)f'(a) + (r — a)e,(x) avec £,(x) — 0.
En A = f(a) pour g : g(z) =g(A)+ (z —A)g (A) + (v — A)ey(x) avec e4(x) — 0.
r—

On pose de plus £, (a) = £5(A) = 0 si bien que £, et €, sont continues respectivement en a et A = f(a).

(g0 @) = g(f@) = 9( {(@) + (= — )f (a) + (@ — a)e, () )

Comme lim X, = A,
r—a

= g(A) + (X, = A)g'(A) + (X, — )2, (X,).
Or X, = A = (z—a)f(a) + (z — a)ey (2) = (¢ — a)(f(a) + £, (),

= (go f)(@) + (z = a)f (a)g' (A) + (& — a)g' (A)ey (&) + (X, — a)ea(X,).

= (go /@) + (@ —a)f(a)g (&) + (= — a)( g/ (A)z () + (f'(@) + £1(2))25(X,) ).

e3(2)
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Comme lim X, = A, par continuité de €, en A, lim ¢, (X,) = 0, puis lim g5 (z) = 0.
r—a

r—a r—a

Donc, (go f)(z) = (g° f)(a) + (x — a)f'(a)g' (f(a)) + (x — a)es(x) avec lim e5(x) = 0.

Tr—a

Par conséquent, g o f est dérivable en a et (go f) (a) = f'(a) x ¢'(f(a)).

Exercice 4 : Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par :

flz)=In (:c +/z(l— ;U)).

Donner sa dérivée le cas échéant.

Correction : Par définition de /-, la fonction f ne peut étre définie que sur [0;1]. Sur cet intervalle
x4+ +v/x(1 —2x) > 0 s'annulant pour x = 0.

D'apres les théoremes généraux on en déduit, successivement, pour tout z € [0;1] :

— x +— x(1 — ) est dérivable a valeurs dans R .

— o+ o+ \/x(1 — x) est dérivable a valeurs dans R .
— x> f(x) est dérivable et on a :

n 1—2x
() = 2\/z(1 —x)
f<)_x+ c(1—x)

11.3 Dérivabilité de la réciproque

Théoréeme 6 (Continuité et dérivabilité de la réciproque) :
Soit f: I+ J une bijection ou I et J sont deux intervalles de R.

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable sur J et on a :

vbed, () 0) = Fzgy = fi@ ot b= f(a).

Preuve : Soient b = f(a) € J, y € J\ {b} et = € I, I'unique antécédent de y par f.

Avec la proposition (3) : Comme f est dérivable en a, on a :

f(z) = fla)+ (x —a)f'(a) + (x —a)ep(x) avec e4(z) — 0.

Tr—a
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or /() = v
y=b= (W)= ®) (o) + () - o) (W)
Si f/<f_1(b)> # 0, on obtient :

o N Y M
P =0 (=1 (b)>f/(f‘1(b>)
_ L s )
PO ) )
=e;1(y)

Le théoréme de la bijection, nous assure que f~! est continue en b donc, d'aprés les théorémes sur
les composées,

FH) — f () €f<f_1(y)> . a—z  £4x) 1

lim €41 (y) = lim = lim

o o y=b () e fE T P T e e

’ 1 1
En conclusion, f~! est donc dérivable en b et (f~1) (b) = =

frla) (1)

Sans la : Ona:
N |
i I W) =) _ 1 ’
y;}; y—b lim y=b
Y v=b f~1(y) — f1(b)
y#b

ot f~Y(y) # f(b) par injectivité de f1.

De plus, f’ ne s'annulant pas sur I, f est strictement monotone sur |'intervalle 1. Le théoréeme de
la bijection nous assure alors de la continuité de f~! sur J i.e. f~1(y) = = tend vers f~1(b) = a
quand y tend vers b :

1
N GEi0)
re o c—a
ou f(x) # f(a) par injectivité de f.
Comme f est dérivable en a de nombre dérivé f’(a) # 0, on obtient :
1
ey
’ 1 1

J~! est donc dérivable en bet (f71) (b) = Fla) = =IO

La dérivabilité étant une notion locale, si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est

dérivable sur J et on a : .

-1\ _
(f >7f’of*1.

.
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Définition 3 (Difféomorphisme) : On appelle difféomorphisme toute bijection dérivable entre deux
ouverts de R dont la bijection réciproque est dérivable.

Le théoreme (6) affirme donc que les bijections dérivables entre deux intervalles dont la dérivée ne
s’annule pas sur un intervalle I sont des difféomorphismes sur I.

Exemple 4 : La fonction exponentielle exp : R — R* est dérivable sur R dont la dérivée exp” = exp
ne s’annule pas sur R et est strictement monotone.

TIAX 34LIdVHD

La fonction exp est donc bijective et sa réciproque In : ]0;4o00] — R est dérivable sur ]|0; 4o00| et

ona : ) . )
v 6 [R* 5 1 ! = = = —,
zER;, In'(e) exp’(exp~tx) exp(explz) =z

Remarques :

— Dans un repére orthonormé, ¢’ et €1 sont symétriques par rapport a A : y = .

La tangente a ¢; en a a pour coefficient directeur f’(a), celle & €1 en b = f(a) a pour coefficient
1

f'la)

Les tangentes sont donc, elles-aussi, symétriques par rapport & A : y = x.

directeur

— Moyen mnémotechnique :

Comme fof~! =1, alors en utilisant la formule de dérivation d’une fonction composée, (f~1)"x f/of~1

et donc (f1) = f’olfl

Ce moyen permet de retrouver la formule, mais ne démontre pas la dérivabilité de f~1.

-

— Si f’(a) = 0, alors, la démonstration précédente prouve que f~! n’est pas dérivable en b.

Graphiquement, ¢y admet une tangente horizontale au point M (a;b) ot b = f(a). Par symétrie, on
en déduit que €1 admet une tangente verticale au point M (b;a).

Exemple 5: f: R. — R, est bijective et continue sur R, . Sa réciproque f~': R, — R,

-

r — z2 z — z

est définie et continue sur R, mais n’est pas dérivable sur R, car f’(z) = 2z s’annule pour z = 0.

D’apres le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque f~! est donc dérivable sur R, \ {f(0)},
et pour y € R,

-

A11719VAIY3A - 371133y EI'IHH‘VIHV/\ V1 3d SNOILDONOA

Exercice 5 : Soit ¢ : 2+ x + €”.
1. Montrer que ¢ définit une bijection de R sur un ensemble J a déterminer.
2. Justifier que ¢! est dérivable sur J.
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3. Déterminer (o) (1).

Correction :
1. D’aprés les théorémes sur les sommes de fonctions continues, il est clair que ¢ est continue sur
I'intervalle ouvert R. Somme de fonctions strictement monotones sur R, elle I'est également sur R.

D’apres le théoréme de la bijection, ¢ établit donc une bijection de R sur son intervalle image qui
est de méme nature f(R) = | lim ¢(z); lim ¢(x)| =R.
T——00 T—+00

2. D'apres la question précédente ¢ est donc une bijection entre les deux intervallesI =R et J = R.
Elle y est clairement dérivable et on a :

Ve el ¢'(z) =14 e* > 0.

Sa fonction réciproque est donc dérivable sur J et on a :

1
RV
Vyeld, (¢7) (y):m-
3. Comme ¢(0) = 1, on obtient (¢~1) (1) = LI
' ' 1+ 27

11.4 Dérivée d’ordre supérieur

Une fonction peut étre plus ou moins « réguliere ». La régularité d’une fonction se mesure a l'aide des
propriétés de continuité et de dérivabilité.

Plus on peut dériver une fonction, plus celle-ci sera réguliére. Intuitivement, plus une fonction est réguliere,
plus son graphe est lisse.

Définition 4 (Dérivée n-iéme) : Soient I une réunion d’intervalles et f : I — K . On définit
récursivement :

— fO =
— VneN,si f est dérivable, ft1) = (f(m)",
Si, pour tout I < n, la fonction f*¥) existe, on dit que f est n fois dérivable sur I et on appelle £ la

dérivée n™"¢ de f sur I.

On note 2" (I;K) I'ensemble des fonctions définies et n fois dérivables sur I a valeurs dans K.

Remarque : Pour pouvoir définir la dérivée n-itme de f en a, il faut pouvoir dériver f"~1 en a, et il
faut donc que f(™1) soit définie sur tout un voisinage de a et non seulement en a.

Définition 5 (Fonction de classe ") : Une fonction f est dite :

— de classe € sur un intervalle I si elle est n fois dérivable sur I et que f™ est continue.

— de classe €°° sur un intervalle I si elle est de classe €™ sur I pour tout n € N.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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On dit aussi parfois que f est n fois continument dérivable sur I.

Notation et remarques : Soit I une réunion d’intervalles non triviaux et n € N.
— Les fonctions de classe 2° sont les fonctions définies sur 1.
— Les fonctions de classe €° sont les fonctions continues sur I.

— Les fonctions de classe ¢! sont les fonctions (définies, continues,) dérivables sur I et de dérivées
(définies et) continues sur I.

Remarquez que la dérivabilité ne suffit pas & obtenir la classe €.

TIAX 34LIdVHD

— On note 2 (I;K) les fonctions n fois dérivables pour tout n € N.
1l est facile de montrer que

€= (1;K) = 2° (1;K) et ¢ (I;K) = () €" (1;K).

— Soit k € N*. On a la suite d’inclusions ensemblistes :
G el et e oh e e e 2 ¢ 60 ¢ 20 QK =7 (1;K).
Les inclusions sont strictes.

Exemple 6 : L’exponentielle, les fonctions sinus, cosinus, les polynoémes, les fractions rationnelles, le
logarithme sur leur ensemble de définition sont de classe €"°.

De maniere générale, la plupart des fonctions que 'on nomme « usuelles » ou « de référence » sont de
classe €°° sur leur ensemble de définition ou, a défaut, sur I'intérieur de celui-ci.

Exercice 6 : Soit f:x+—— 2" et n € N.

Pour tout & < n, montrer que pour tout € R, f*)(z) = ———=z

-

Correction : La fonction polynomiale f est clairement de classe ¥°° sur R. Ce résultat a connaitre par
ceeur ou a retrouver rapidement se démontre par récurrence sur < n : Pour tout réel z on a :
0 n! 0 csa s .
— fOz) = f(x) =z" = W:p”* donc la propriété est vraie pour k = 0.
n—0)!

— Supposons la relation vraie pour un certain entier k < n.

-

Comme dit précédemment, f*) est dérivable sur R et on a :

’ n! " onln—k n!
oD () = (f(k)) (z) = ((n — k)!l,nk) _ (75 - k)!) k=1 _ R 1)!$n7k71_

-

AL1TIGVAIYIAA - 371334 319VIYVA V1 3Ad SNOILDONOA

La relation est héréditaire.
— D'apreés le principe de récurrence, la relation est vraie pour tout £ < n.

Remarque : Il est clair que pour k > n, f*)(x) = 0.
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Proposition 7 (Stabilité de ¢ (I1;K)) :
Soient n € NU {+o0} et I, J des réunions d’intervalles non triviaux de R.
%" (I;K) est stable par combinaisons linéaires :

VAEK, YV f,ge €™ 1:;K),

/ \ (1)

AN +gee™ (1;K) et VneN, (Af+g) =" 44"

¢" (I;K) est stable par produit :
Vf,ge€(I;K),

f X g € @n (I [K) - VneN. (/fk(];)”” _ Z <;]> f\].'\ % g\nf/f)'

k=0

(Formule de Leibniz)

¢" (I;K) est « stable » par quotient et composition :

o Vf,ge " (I;K),signes’annule pas sur I alors z e €™ (1;K).
g

o Vfe®"(1;))et ge €™ (J;K), gofe®"(I;K)
%™ (I;K) est presque stable par réciprocité :
Soient I un intervalle et f € " (I;R) une bijection de I sur f(J).

Si f/ ne s’annule pas sur I alors f~1 € €™ (J;1).

Tous les assertions précédentes restent vraies si 'on remplace €% par 2.

PTSI VINCI - 2025

Preuve : On raisonne ensuite par récurrence sur n, avec des initialisations toutes triviales ou déja

démontrées.

Combinaisons linéaires : Le cas des combinaisons linéaires tombe sous le sens.
Produit : Pour I'hérédité, on suppose le résultat vrai au rang k.

Soient f,g € €*"1(I,K). Les fonctions f et g sont au moins de classe ¢!, donc fg aussi et
(fg) = f'g+ fg’, mais f'g et fg’' sont de classe €% par hypothése de récurrence, donc (fg)’ aussi,

ce qui prouve que fg est de classe €+
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Ensuite :

I R+l o/
= (p) gk=p+1) (p) g(k—p+1)
e

k+1
k+1
= Z( + > fP)g(k+1-p) et I'hérédité. ..

Formule de
Pascal p=0 p

Quotient : Pour I'hérédité, on suppose le résultat vrai au rang k.

Soient f,g € €**1(I,K), g ne s'annulant pas sur L. Les fonctions f et g sont de classe 4!, donc S
g

/ /o ’

aussi et <f> = M
g g

Or, f'g— fg’ et g% qui ne s'annule pas sont de classe ¢*.

L'hypothese de récurrence nous assure alors que = est de classe €**1.

Composition : Pour I'hérédité, on suppose le résultat vrai au rang k.

Soient f € €*1(1,J) et g € €*1(J,K). Les fonctions f et g sont de classe €, donc go f aussi et
(go f) = f' x g o f mais g’ o f est de classe €* par hypothése de récurrence, donc (go f)’ aussi
par produit, ce qui prouve que g o f est de classe €**!.

Réciproque : Pour I'hérédité, on suppose le résultat vrai au rang k.

Soit f € €**1(1,J). La fonction f est de classe €*, bijective et dont la dérivée ne s'annule pas sur

1
I. D'apres le théoreme (6) de la dérivabilité d'une fonction réciproque, (ffl)/ = 7 Comme [’ ne
s'annule pas sur I et est de classe €’ par hypothése de récurrence, (ffl)/ est aussi de classe €,
ce qui prouve que f~! est de classe €**1 sur J.

W,

Remarques :

— 1l existe une formule explicite pour la dérivée d’ordre n d’une composition (formule de Faa di Bruno),
mais cette formule est fort complexe et tout a fait inutile a retenir en PTSI.

(n) n! 5 f(k) (my+mg+..m,,)
o — L 1Mot My ) o f
(fe9) 2. mytmy!..m, | ,H( Kl ) *9 /

(m17 Mgyey mn)ENn
1my+2mqy+..+nm,=n

— Une bijection de classe €* dont la bijection réciproque est aussi de classe €% est appelée un
€k -diffeomorphisme.

Exemples 7 :
— La fonction exp € €*° (R;]0;+00]) et, Vz € R, exp’(z) = exp(z) # 0.

La fonction exp établit donc une bijection de R dans exp(R) =]0; +o0].
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Sa bijection réciproque, la fonction In, est de classe € sur |0 ;+ool.

— La fonction tan) .- € € G—g ; g[, [R) et, Vo € }—g ; g [, tan’(z) = 1 + tan?(z) # 0.
La fonction tan) =~ x| établit donc une bijection de }—g ; g[ dans tan) = x| (] —g ; g D =R.
Sa bijection réciproque, la fonction arctan, est de classe €°° sur R.

— La fonction cosjg..; € € (J0;7[; R) et, Vx € ]0;7[, cos’(x) = —sin(z) # 0.
La fonction cos)jg, ; établit donc une bijection de ]0; [ dans tanjq. . (J0;7[) =]—1;1].

Sa bijection réciproque, la fonction arccos, est de classe € sur |—1;1].

III/ Théoréme des accroissements finis

IT1I.1 Extrema

Théoréeme 8 (Condition nécessaire d’extremum) :
Soit f : [a;b] — R dérivable en un point intérieur ¢ € |a;b|.

Si f admet un extremum local en ¢, alors f’(c) = 0.

On dit alors que ¢ est un point critique ou stationnaire (de f).

Preuve : Comme c est intérieur a [a;b], il existe v € RY tel que Jc —a;c+ o Cla;b|.

Supposons que f présente un maximum local en c. Quitte a réduire o, on peut supposer que ¢ est un
maximum sur Jc —a;c+ o Cla;b| e

zele—asetal = flr) < fle) < flx) = fle) <O
flx) = f(e)

r—cC

— Agaucheenciec—a<z<c,onaz—c<O0et > 0.

La fonction f étant dérivable en ¢, par passage a la limite en c on a :

f(x) = f(e)

— Adroiteencie c<z<cH+a,onax—c>0et <0.

r—cC

La fonction f étant dérivable en ¢, par passage a la limite en ¢, on a :

fe) = %W <0.

Par conséquent, f'(c) = 0.
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En un point critique, la courbe représentative de la fonction admet une tangente parallele a I’axe des

abscisses.

ATTENTION

ATTENTION

ATTENTION

Exercice 7 : Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction

La réciproque de ce théoreme est fausse :
I’annulation de la dérivée n’est qu’'une
condition nécessaire.

La fonction cube f: x +— 23 admet un
point critique en 0 sans que ce ne soit
un extremum.

L’existence d’un extremum n’entraine en rien la dérivabilité en ce point.

La valeur absolue admet un minimum en 0 ou elle n’est pas dérivable.

C’est évidemment faux si ¢ n’est pas intérieur (cas d’un extremum sur le bord).

Par exemple la fonction x + 1 + 2z admet un maximum sur [0;1] en ¢ = 1 mais
f'le)y=14#0.

C’est un peu pour cela que 'on préfere regarder des intervalles ouverts lorsqu’on
parle de dérivabilité.

1
aw (L . 0
|| sm<$> si oz #
0 si =0

f:axr— (a>0).

Correction :

1
— Sia <1, x> |z|” n'est pas bornée au voisinage de 0 et lim — = +o0. La fonction sin n'ayant
pas de limite en +o00. La fonction f n'est pas définie en 0.
— Sia=1,Vz#0,|f(x)| < |z — 0 donc f est continue en 0.
T—

Cependant, Vx # 0,

— Sia>1,Vz#0,|f(x) < |z|® — 0 donc f est continue en 0.
x—

Et, V2 0, ‘L
z—0

Donc f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

En conclusion, la fonction f est continue si, et seulement si @ = 1 et dérivable si, et seulement si o > 1.

D’apres les théoréemes généraux, f est dérivable sur R*.

r—0+ T

f(z) — f(0)

1
0 = sin <—) n'a pas de limite en 0 donc f n'y est pas dérivable.
T — 75

>0
1 a1
sin (—)’ < |z]* ™t — 0.
x

1O _ g
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II1.2 Théoreme de Rolle

Théoréme 9 (Théoréme de Rolle 1)) :
Soit f: [a;b] — R est continue sur [a;b], dérivable sur Ja;b[. (a <b)

Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ € |a;b[ tel que f'(c) = 0.

Ce théoréeme exprime simplement que la courbe d’une fonction dérivable passant par deux points de méme
abscisse possede une tangente parallele a ’axe des abscisses.

Figure XVII.6 — La courbe d’une fonction dérivable prenant une méme valeur en deux
points admet une tangente horizontale entre ces derniers.

Preuve : Si f est constante alors tout élément de |a; b[ convient.

Sinon, f([a;b]) = [m;M] avec m < M d'aprés le théoréme des bornes atteintes car f est continue sur le
segment [a;b].
1. Si f(a) # M, alors f(b) # M également.

[l existe donc ¢ € [a;b] tel que f(c) = M et méme ¢ € |a;b[ qui est un extremum f intérieur a
[a5].

D'aprés le théoreme (8), on a donc f'(c¢) = 0.
2. Si f(a) =M alors f(a) # m et le méme raisonnement s’applique avec le minimum.

|5]. Michel Rolle, né & Ambert le 21 avril 1652 et mort & Paris le 8 novembre 1719, est un mathématicien francais.
11 est principalement connu pour avoir établi, en 1691, dans le cas particulier des polynémes réels a une variable, une
premiere version du théoréme qui porte maintenant son nom.
1l inventa aussi, pour désigner la racine n-i¢me d’un réel z, la notation normalisée : ¥/x.
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Figure XVII.8 — La conti- Figure XVII.9 — La dériva-
Figure XVII.7 - La condi- nuité est nécessaire. bilité est nécessaire.
tion f(a) = f(b) est néces-
saire.

Remarques :

— Ce théoreme est faux si f n’est pas continue en ¢ ou en b. On ne peut se contenter de la dérivabilité
sur |a;b[ qui entraine seulement la continuité de f sur Ja ;b[ ouvert.

11 suffit de prendre f(z) =z sur [0;1[ et f(1) =0.
— Ce théoreme est faux si f est a valeurs complexes car 'ingrédient principal est le théoréme des
valeurs intermédiaires .

Par exemple t > f(t) = el? vérifie f(0) = f(27) mais f/(t) = i e'! ne s’annule jamais sur [0;27].

Exemple 8 : Si f € 6% ([a;b];R) et f(a) = f(b) = f'(a) = 0 alors f” s’annule sur ]a;b|.

Exercice 8 (Le Classique) : Soit f : [a,b] — R, de classe € sur [a,b] et deux fois dérivable sur ]a, b|
(@ <Db).

(b—a)’

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que f(b) = f(a) + (b—a)f'(a) + 5

f(e).

Correction : Considérons la fonction ¢ : & — f(b) — f(x) — (b—z)f'(z) — (b—x)?A ot A € R est tel
que p(a) = (b).

Comme f est de classe €2 sur [a;b], sa dérivée et dérivable et la fonction ¢ est continue sur [a;b],
dérivable sur Ja; b[ et telle que p(a) = (b).

D’apres le théoréme de Rolle, il existe donc ¢ € |a; b] tel que ¢’ (c) = 0.

Or,Vz €la;b], ¢'(x) =—(b—z)f"(x) +2(b—x)A

Avec b — x # 0, on en déduit A = ]62@

Pour x = a, et p(a) = p(b) =0,

(b—a)?

f() = fla) + (b—a)f'(a) + f"(c).
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IT1.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 10 (Egalité des accroissements finis) :
Soit f: [a;b] — R continue sur [a;b] et dérivable sur Ja;b[. (a < b)

Alors, il existe ¢ € ]a; b tel que :

1) = f(a)

f0) = fla)=(b—a)f'(c) &= fe)=——_

Le théoreme des accroissements finis généralise donc le théoréme de Rolle.

Graphiquement, il exprime, quant a lui, pour une fonction dérivable, qu’il existe un point de la courbe
représentative ou la tangente est parallele a la corde passant par les points d’abscisse a et b.

B
F®) |- mmmmmmmm
/:// . |
y S . |
- : |
_-" . |
/// E ‘
A -7 : |
fla) p———-= B : }
| : |
| : |
| : |
| : |
| : \
e : —
O a b

Figure XVII.10 — La courbe d’une fonction dérivable passant par deux points A et B admet
une tangente paralléle & la droite (AB) entre ces derniers.

Ce théoréme un peu étrange sert trés peu en tant que tel, mais ses applications fondamentales en font un
des piliers de I’analyse mathématique.

Typiquement, toute majoration/minoration de f’ peut étre convertie en une majoration/minoration sur f
ce que traduit le théoréme (11) et c’est notamment a 'aide du théoréeme des accroissements finis qu’on

CHAPITRE XVILI.

N
(=)]

démontrera le lien entre signe de la dérivée et variations d’'une fonction au théoreme (14).

Preuve : Soit ¢ la fonction définie par :

ola) = O IO 0 0) 4 10 f10)

Alors :
— ¢(b) = ¢(a),
—  est clairement continue sur [a; b,
— et  est dérivable sur Ja;b].
D’apreés le théoreme de Rolle, il existe donc ¢ € |a; [ tel que :

SO =1@) o s e =

©'(c) =0 = — .

Lycée Jules Garnier
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Théoréeme 11 (Inégalité des accroissements finis) :
Soit f: [a;b] — R continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b|.

S’il existe deux réels m et M tels que YV € Ja;b[, m < f'(x) < M alors

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Un peu de physique % : Ces inégalités ont une interprétation cinématique assez évidente : si on court,
par exemple, deux heures avec une vitesse oscillant entre 7 et 12 kilometres par heure, on aura stirement

parcouru entre 14 et 24 kilometres.

Exercice 9 : Trouver un majorant de ’erreur commise en remplacant v/ 10001 par 100.

Correction : La fonction f : x — \/z est continue sur [10000 ; 10001] et dérivable sur son intérieur avec

2V 2,/10000

D’apres I'inégalité des accroissements finis, on en déduit que :

V2 € ]10000;10001[, f'(z) =0, 005.

V10001 — 100 = v/10001 — /10000 < 0, 005.

Le théoréme (11) est souvent employé en se contentant de 'hypothese que f” est bornée sur [a;b] :
IMeR,, Va €la;b], |[f(x) <M.

Ceci donne de 'importance a une certaine classe de fonctions :

Exemple 9 (Fonctions lipschitziennes) : Soit f: I+ R et soit k € RY alors f est lipschitzienne de
rapport k sur I si :

V(z;y) €T /x#y, < k.

fly) — f(z)

‘f(y)—f@?)
y—a

Or, V (x;y) € 12, tels que = # v,
M (z; f(z)) et N (y; f(y))-

Ainsi, f est lipschitzienne si les pentes de toutes les cordes de 6 sont bornées.

représente la pente de la corde passant par les points

En gros, pas de trop grandes variations des images pour une variation donnée des antécédents. Les
fonctions lipschitziennes ont une croissance somme toute modérée.

Exemples 10 :

— Une fonction constante sur un intervalle I est O-lipschitzienne sur I.

|6]. Pas trop compliquée
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— Gréce a 'inégalité triangulaire, f : x + |z| est 1-lipschitzienne sur R.
— Pour tout réel z, sin’(z) = cos(z) et donc |sin’(z)] < 1.

On en déduit que pour tous réels z et y,
| sin(z) —sin(y)| < |z —yl.
De la méme fagon, on montre que |cos(x) — cos(y)| < |z — y[.

Les fonctions cos et sin sont 1-lipschitziennes.
— Pour tout z, y de [1;+0o0], on a :

1
Ve = Vil < 5lo =y,

1
La fonction v/ est donc §—lipschitzienne sur [1; 400l

Exercice 10 : Montrer que la fonction z — 2 n’est pas lipschitzienne sur R.

Correction : Pour x,y € Ret x # y, on a:

22 — o2

r—=y

= |z +yl.

Il n"existe aucune constante k € R telle que Vz,y € R, |z + y| < k.

A k donné, prendre z = k et y = 1 par exemple.

Proposition 12 :
Soit f : [a;b] — R est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b|.

[’ est bornée sur |a;b| si, et seulement si f est k-lipschitzienne sur [a;b].

Preuve : L'implication directe est donnée par le théoreme (11).

Réciproquement, si f est k-lipschitzienne sur un intervalle [a ; b], alors tous les taux d'accroissements sont
majorés en valeur absolue par k, et donc par passage a la limite, V& € Ja;b], |f'(x)| < k.

Exemple 11 : Sur tout voisinage de zéro, la dérivée de x — /2 n’est pas bornée donc elle ne peut y
étre lipschitzienne.
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Corollaire 12.1 :

Toute fonction de classe €' sur un segment est lipschitzienne sur ce segment.

En conséquence, si f € € ([a;b];

R) alors |f(b)

— fla)] < max [f'(t)[-[b—al.

t€[a;b]

Preuve

k

: f’ est continue sur le segment, donc elle est bornée. On applique la proposition précédente.

Exercice 11 :
1

1. Montrer que Vz € RY, TR In(z 4+ 1)

2. En déduire la nature des suites de terme général :

n kn

Sn:Z;etTn: 3

p=1 p=n+1

n
1

3. Déterminer de méme le comportement de : < E
p=2

1
—1 —.
n(zr) < .

1
— (pour k € N\ {0,1} fixé).

)

plnp

n=2

Correction :

1. Soit V& € R%. La fonction In est continue sur [z ;2 + 1] et dérivable sur |x;z 4 1[ dont la dérivée

, 1
y est donnée par t —> 7

Par décroissance de la fonction inverse sur RY, Vt € |z ;2 + 1],

D’apres I'inégalité des accroissements finis, on en déduit :

1

<lIn(z+1)

1 1 1
—— < -< =
z+1 t a
1
—In(z) < e (XVIL.3)

2. Sommons les inégalités précédentes pour k variant entre deux entiers non nuls s et t avec p < ¢ :

t t

1

- < <lnp+1 )< -

> i< >
L | 1 1 1 1
St — —S<h+D)—-In(s) <) -
—p t+1 s <D

t
1
In(t + 1) —In(s <Zf<lnt+1
p=s

3

Pour s =1 et t = n, on obtient :

3

%'M—*

In(n+1) <
p=1

1 1

] -
n(s) P

La suite (S,,),,cn diverge vers +oc0.
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Pour s =n + 1 et t = kn, on obtient :

kn
1 1 1
In(kn +1) —1 1 Eflk: 1) —1 1) —
n(kn + 1) n(n+)<p=n+1p< n(kn+1) —In(n + 1) kn+1+n+1

1

1—k knoq 1—k 1
1 - - — .
n<k+n+1)<zp<ln<k+n+l) kn—|—1+n+1

p=n+1

——In(k) ———In(k)
n—+oo n—+o0o

n—+oo

La suite (T,,),,cy converge vers In(k) d'apres le théoreme de comparaison.
3. Pour z > 2, In(x) > 0. A partir de (XVIL.3), on obtient :

. 1 In(z+1) 1
Yz e [2,—{—00[, (1,+ 1) ln(x) < ln(x) N <:ET($)
1 1
o (1+3) <zm
1

In(z + 1) — In(x) <xln(m)'

En sommant pour p variant de 2 a n, on obtient :
n

Z(ln(p+1)—ln(p)> <zn: 11 ]

p=2 p=2

In(n+1) —In(2) <i 11

n
D’'apres le théoreme de comparaison, la suite ( E
p=2

plnp

—0

> diverge vers +o0c.
n=

IV / Applications

Les constantes de primitivation et de résolution des équations différentielles linéaires
théoreme qui suit, il était temps que nous le démontrions !

IV.1 Caractérisation de la monotonie

sont toutes issues du

Théoréeme 13 (Caractérisation des fonctions constantes dérivables) :
Soient I un intervalle et f € 2 (I;R).

f est constante sur I si, et seulement si [’ est identiquement nulle s

ur I.

Ce théoréme, comme on le verra s’étend aux fonctions a valeurs complexes contrairement au suivant

intimement lié a la relation d’ordre.
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<

Figure XVIIL.11 — f est constante sur I, et I, mais n’est pas constante sur I =1I; UIL,.

Preuve : Soit donc f € 7 (I;R).

— Si f est constante sur I, alors pour tout a €1 : f(@) = fa) =0 0 donc f"(a) = 0.
Tr—a T—a
— Réciproquement, supposons f” nulle sur I et donnons-nous z, y € I avec z < y.
flx) — fy)

Comme f est continue sur [z;y] et dérivable sur |z ;y], = f’(¢) = 0 pour un certain
r—y

¢ €]x;y[ d'aprés le théoréme des accroissements finis i.e.

La fonction f est donc constante sur I.

Théoreme 14 (Caractérisation des fonctions monotones dérivables) :
Soient I un intervalle contenant au moins deux points distincts et f une fonction dérivable sur I a
valeurs réelles.

1. f est croissante sur I si, et seulement si f’ est positive ou nulle sur I.

-

2. f est strictement croissante I si, et seulement si f’ est positive ou nulle et qu’il n’existe aucun
intervalle [a;b] C I avec a < b sur lequel f” est identiquement nulle.

On dispose bien siir d’un résultat analogue sur les fonctions décroissantes.

-

Toute la puissance et la beauté de ce résultat étant de ramener I’étude des variations d’une fonctions a
une simple étude de signes... de sa dérivé.

Remarque : En particulier si f'(z) > 0 pour tout z € [ sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors
f est strictement croissante sur I.

Pas de réciproque! La fonction 2 — 22 est strictement croissante sur R alors que sa dérivée n’y est pas
strictement positive et s’annule en 0.

AL1TIGVAIYIAA - 371334 319VIYVA V1 3Ad SNOILDONOA

-

Dans les cas les plus fréquents, ’ensemble des points ou la dérivée s’annule sera fini, mais attention a des
fonctions comme la partie entiere. On peut faire bien pire!
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\
E L’hypothese « I est un intervalle » est indispensable ici. Le théoréme est faux si I est
— une réunion d’intervalles.
. . : 1 L. : 1
m La fonction f : x +— — est dérivable sur R* et V2 € R*, f'(z) = —— <0.
x x

Or, la fonction f n’est pas décroissante sur R* : f(—1) < f(1).

/S —

L h |
L 4

I, I

-

VARIABLE REELLE - DERIVA

la
no
=t

Figure XVII.12 — f est croissante sur I; et I, donc f/ > 0 mais n’est pas croissante sur
I=1,Ul,.

On lit parfois dans la bibliographie, 1’énoncé :

Si [’ est strictement positive sur 1, sauf éventuellement en un nombre fini de points
ot elle s’annule alors la fonction f est strictement croissante sur 1.

E

Remarquez bien qu’il s’agit ici d’une simple implication au contraire de 1’équivalence
du théoreme ci-dessus.

En effet, il existe des fonctions monotones ayant une dérivée s’annulant en une
infinité de points.

Preuve : Soit donc f € 7 (I;R).
(¢) La démonstration est identique a celle du théoreme (13) :

— Si f est croissante I, alors pour tout x, y € I tels que = < y :

FONCTIONS DE

fly) = fl@) _

: y—x T
> Or, f étant dérivable sur I, lim fy) = flz) = f'(x).
» =y Y—T
L Par passage a la limite sur x — y, on en déduit f'(x) > 0.
E — Réciproquement, supposons f’ est positive sur I et donnons-nous z, y € I avec z < y.
E Comme f est continue sur [z ;y] et dérivable sur ]z ;y[,
<

- =

O T —y

tement que

La fonction f est donc croissante sur I.

pour un certain ¢ €|x;y[ d'apres le théoréeme des accroissements finis. On en déduit immédia-

32
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(i) — Supposons d'abord f strictement croissante sur I. D'aprés 1, f’ est positive ou nulle sur 1.

Si f’ est identiquement nulle sur un intervalle [a;b] avec a < b, alors fy est constante et
f(a) = f(b) puis a = b par stricte monotonie ce qui contredit I'hypothése initiale.

f’ ne peut donc étre identiquement nulle sur aucun sous-intervalle non vide [a;b] de 1.

— Réciproquement, supposons que f’ est positive ou nulle sur T et n’est identiquement nulle sur
aucun intervalle [a;b] avec a < b.

D'aprés 1, f est croissante sur I. Montrons qu'elle I'est strictement.
Soient z, y € I avec z < y. Comme f est croissante, on a f(z) < f(y).

Si f(x) = f(y) alors, f étant toujours croissante, elle est nécessairement constante sur [z ;y]
et f’ y serait alors identiquement nulle ce qui contredit I'hypothése initiale.

On a donc f(z) < f(y) et la stricte croissance de f sur L.

On peut avoir f'(a) > 0 en un point a sans que f soit strictement croissante au
voisinage de a.

1
C’est le cas de f: o +— 22 sin (—) + g
x

— On peut prolonger continument f par 0 en 0

ATTENTION — Bien stir, f est dérivable sur R* et en revenant au taux d’accroissement de f,
on montre aisément que f’(0) = 3 > 0.
. . 1 1 1
— Pourtant Vx € R*, f'(z) = 2z sin (7> — cos (7) + -
x T 2

pour tout x € R*, f’ change donc de signe régulierement au voisinage de 0,
donc f change de sens de variation réguliérement au voisinage de 0. 7/

Figure XVII.13 — Une fonction dérivable peut avoir une dérivée strictement positive en un
point sans étre monotone sur un voisinage de celui-ci.

1 1
|7]. Briévement la preuve:le terme x sin (—) est petit au voisinage de O et négligeable devant le terme cos <—> qui prend
T

3
une infinité de fois les valeurs 1 et —1. f’ prend donc une infinité de fois au voisinage de 0 des valeurs proches de —3 et )

et change de signe autant de fois sur ces voisinages non réduits & un point. f en fait donc autant avec sa monotonie.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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IV.2 Prolongement de classe %

Rien ne permet a priori d’affirmer que les limites lim M

et lim f’(z) sont égales.
T—a Tr—aQa r—a

Conceptuellement, ces limites sont tres différentes. Le théoréeme ci-dessous donne une réponse affirmative
dans le cas ou ces limites existent et que la fonction est continue en a.

Théoréme 15 (Théoréme de la limite de la dérivée) :
Soient I un intervalle de R, f : I+ R continue sur I et dérivable sur I\ {a}.

Si lim f/(x) =¢€R alors lim f@) = fla) =/.
r—a o=@ €T —Qa

r#a r#a

1. Si £ € R, alors f est dérivable en a avec f'(a) = £ i.e. f est dérivable sur I tout entier et f’ est
continue en a.

2. Sil = 400, alors f n’est pas dérivable en a mais sa courbe représentative admet une tangente
verticale au point d’abscisse a.

1
_L )
Exemple 12 : La fonction f définie par f(z) = {e ! sl >0 est dérivable sur R.

0 sinon.

1
Exemple 13 : arcsin est dérivable sur |—1; 1] et arcsin’(z) = —— dont la limite en z = +1 est

1— 22
—+00.

On retrouve ainsi que arcsin n’est pas dérivable en +1 et qu’il y a une tangente verticale en ces point
pour la courbe.

ATTENTION I Si f/ n’a pas de limite en a alors on ne peut rien dire.

CHAPITRE XV

H
i

Preuve : Soit ¢ € RY. et a qui est éventuellement une borne de I.
On suppose que f est continue sur I et dérivable sur I\ {a} ce qui permettra d'appliquer le théoreme (10).
Comme f'(x) — ¢, il existe n € R’ tel que

VXel\{a), X—a<n = |[f(X)—(<e.

— Soitz € Jaja+nNL

On applique le théoreme (10) a fsur [a;z] : il existe ¢, € |a;a + 7| tel que :
f/<cm) _ f(.ilf) — f(a)
r—a
f(@) = fla)

Comme ¢, € lasa+n = |c, —a] <n, onaaussi|f'(c,)—/ :‘

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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— De méme, a gauche avec = € Ja—n;a]NL

On applique encore le théoreme (10) a fsur [z;a] : il existe ¢, € |a —n;a| tel que :
r( 7 f(.fC) — f(a)
f (Cz> - T —a

flx) = fla)

r T —a

Dot [(c}) — 1] = ]

x) — f(a)

Finalement, Vo € I\ {a}, |zt —a| <n = ‘f( —8‘ <e.
r—a

Remarque : Cette preuve adaptée au cas ol a est une borne de I est plus facile dans le cas ol a est intérieur
a L. Il est alors inutile de regarder la dérivabilité a droite et a gauche séparément : = € |a —n;a+n N1
suffit a la preuve.

Dans tous les cas, on a donc, lim M

= ( i.e. la fonction f est bien dérivable en ¢ et f’'(a) = ¢.
r—a T —a

Remarques :

— La continuité en a est une hypothése nécessaire.

Exemple 14 : La fonction ¢ : R — R est dérivable et continue sur R*.
N 0 s% x#0
1 si =0
g . , . . =1 .
On a, de plus, lim f'(z) = 0 mais f n’est pas dérivable en 0 car lim = lim —— n’existe
z—0 x—0 x z—0 X

pas.

— Le théoreme de la limite de la dérivée exprime simplement les conditions d’existence d’un prolonge-
ment par continuité de la dérivée en a. confer le corollaire (15.1) .

— Si a est une extrémité de I, la limite du taux d’accroissement et la dérivabilité éventuelle sont
obtenues a droite ou a gauche en a comme dans la preuve.

— Ce résultat est intéressant pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point ou les théoremes
généraux ne s’appliquent pas sans revenir au taux d’accroissement. Par exemple, lorsque 1’on
prolonge une fonction par continuité et que ’on veut déterminer si le prolongement effectué est
dérivable ou non, de classe ¢! ou non.

Il évite de revenir au calcul du taux d’accroissement (qui est toutefois rarement plus complexe).

Exemple 15 : Considérons la fonction f: x > 22 In(z).
Cette fonction est définie et > sur R%. et peut se prolonger par continuité en posant f(0) = 0.

Par ailleurs, Vx €]0;+00], f'(z) = 2zIn(z) + = a certainement aussi une limite nulle en 0.
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Le théoreme de prolongement de la dérivée permet alors d’affirmer que la fonction prolongée
est dérivable en 0, et que f/(0) = 0 : de classe €* donc.

Cette information est essentielle pour tracer une allure précise de la courbe au voisinage de 0.

— Le résultat reste vrai pour f € €° (I;C) dérivable sur I\ {a} et f’ ayant une limite (finie) ¢ € C
mais est hors-programme.

1
Exercice 12 : On définit g : R+ R par g(0) =0 et, Vz # 0, g(z) = 2%sin <—>
7

1. Démontrer que g est dérivable sur R. Donner ’expression de ¢’.
2. La fonction g" a-t-elle une limite en 0?7
3. La fonction g est-elle de classe €' sur R?

Correction :

1. D’apres les théorémes généraux, g est facilement dérivable sur R*.

o 2

drement liH(lJ g(z) =0 = g(0) = donc g est continue sur R.
T—

— La continuité d'abord : Comme est borné par 1 sur R*, d'aprés le théoreme d’enca-

— La dérivabilité ensuite : On étudie le taux d’accroissement de g en O :

lim M — lim z sin (1> =0,
z—0 xTr — z—0 a5
z#0 z#0

toujours d'aprés le théoréme d’encadrement.

Donc g est également dérivable en 0 (de nombre dérivé 0) donc sur R tout entier.

1 1
2rsin (— ) —cos (=) ,siz#0
La fonction ¢’ est donc définie par : ¢'(x) = oo (m) cos (93) s
0 , sinon.

2. Comme glglg% 2z sin (i) =0, la fonction ¢’ n'a pas de limite en 0.
z#£0
3. D’apres la question précédente, la fonction ¢’ est définie en 0 mais n'y est pas continue donc g est
seulement dérivable sur R.

Corollaire 15.1 (Prolongement de classe ¢'') :
Soient I un intervalle de R, f : I+ R continue sur I et de classe ¢! sur I\ {a}.

Si lim f/(z) = £ € R alors f est de classe €1 sur L et f'(a) = /.
Tr—a

Ce théoréme peut se généraliser & f € €*(I\ {a} si les dérivées f9) (1 < j < k) ont toutes une limite
finie en a.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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V/ Fonctions a valeurs complexes

Comme on I’a vu, beaucoup de propriétés vraies pour les fonctions a valeurs réelles
ne le sont plus pour les fonctions & valeurs dans C notamment :

ATTENTION — L’ima/ge \d’un intervalle par une/fonction .continue n’est pas un intervalle.
— Le théoreme des valeurs intermédiaires n’est plus vrai.

Le théoreme de Rolle n’est plus vrai.

— Le théoréeme des accroissements finis non plus.

Bien triste constat mais cela provient d’une non homogénéité entre la source et le but.
Alors que reste-t-il 7

Théoréme 16 (Inégalité des accroissements finis) :

Soit f: [a;b] — C continue sur [a;b] et dérivable sur |a;bl.

S’il existe un réel positif M tel que Vz € Ja;b[, |f'(z)] <M alors

‘f(b)—f(a)| < Mb—al.

Preuve : On va se ramener au cas réel : Notons 6 un argument de f(b) — f(a), de sorte que

e*ie(f(b) _ f(a)) =|f(b) — f(a)|.

Onposeg: [a;b] — R , continue sur [a; b], dérivable sur |a; b[ en tant que partie réelle
r  +> Re(e f(z))

d'une fonction qui l'est et pour = € Ja;b],

lg'(@)] = [Re ((e717f"(2))| < [e7 1 ()] = | (z)| < M.

D’aprés I'inégalité des accroissements finis réelle, g est M-lipschitzienne sur [a;b].

Ainsi |g(b) — g(a)| < M|b — a.

Or, [9(b) —g(a)| =

Re (eie(f(b) - f(a))>

eR

=[] |£(6) = fla)] = |£(b) - f(a)

Ainsi, on a bien ’f(b) —f(a)‘ < M|b—al.

Exemple 16 : La fonction ¢ — e!? est 1-lipschitzienne.

En particulier, pour tout a, b € R, |e!® — e®| < |a — b].
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La notion de fonctions monotones pour des fonctions a valeurs complexes n’a aucun sens mais on peut,

cependant, caractériser les fonctions constantes :

Théoréme 17 (Caractérisation des fonctions constantes dérivables) :

Soient I un intervalle et f € 2 (I;C).

f est constante sur I si, et seulement si f” est identiquement nulle sur I

Preuve : Si f est constante, son taux d'accroissement en tout point de I est nul, et donc f est nulle sur

L

Réciproquement, si f a une dérivée nulle sur I, alors f est O-lipschitzienne sur I de sorte que f(z) = f(y)

pour tout x, y € I i.e. f est constante sur L.

Pour résumer ce qui est vrai ou non pour une fonction a valeurs complexes :

A retenir 1 :

Ce qu’on garde

Ce qu’on ne garde pas

Une fonction continue sur un segment [a ;b est
bornée au sens que |f| lest

Le théoréme des valeurs intermédiaires

Dérivabilité = Continuité

Théoréme de dérivabilité de la fonction
réciproque

Opérations sur les dérivées

Théoreme de Rolle

Inégalité des accroissements finis

Théoreme des accroissements finis

Dérivée bornée = f lipschitzienne

Annulation aux extrema locaux

Dérivée nulle sur un intervalle I
—> f constante sur I

Lien monotonie et signe de la dérivée

Théoréme de prolongement de la dérivée et
prolongement %’

ot eeit ot @Z} s earccos(t)+i arcsin(t).

Exercice 13 : Etudier la dérivabilité et donner la fonction dérivée des fonctions & valeurs complexes

Correction :

1. La fonction t > e'® = cos(t) + i sin(¢) est dérivable sur R donc ¢ I'est également d’aprés les
théorémes sur les composées de fonctions dérivables et on a :

VEeR, o (t) = ieite = jeltte”,

Lycée Jules Garnier
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2. De méme, v est dérivable sur |—1;1[ et on a:

Vie]-1;1[ J'(t) =

—1+1
—¢€

arccos(t)+1 arcsin(t)

V1—1t2

F. PUCCI
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