Fonctions de la variable réelle - DERIVABILITE

Feuille d’exercices n°17

Fanclions de lo varialle réelle - DERTVABLLITE |

I/ Dérivabilité et calculs de dérivées

Exercice 1 : Déterminer :

@ _q
I I — — = 3, T s ()

z—0 In(1 + x) 251 \/1— 22

r<l

Exercice 2 (Dérivée usuelle) : Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles suivantes et
préciser leur domaine de dérivabilité :

1. z+— /. 2. x> exp(z). 3. x> cos(x).

Exercice 3 : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :

1. z +— |sin(x)| 4. z+— (z—1)V1 — 2?2 7. x +—> y/x3arcsin (z)
2. x> |z|? 5. 2+ 2— (z —2)|z — 2|
3. x— |z 6. x> |5 — Tz + 222

Exercice 4 (Quelques inégalités) : Montrer que :

2

1. Vz € [O, g {, —z < sin(z) < z < tan(x).
T

2

1 le}
(n+1)a = patl’
4. V0,0 €R, el — el <|0—g|

2. Vx €R, |cos(z) — 1] <
1
na

3. VaeR:, Vne N,
n
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Ve

1. Montrer que, Vz € R, x —

2. Montrer que la fonction f définie par f(z) = {

—_
w0
=
8

|
o

\
Exercice 5 : Apres avoir rapidement précisé le domaine de dérivabilité, donner I’expression de la
dérivée des fonctions suivantes :

1. 2+ (23 +z—2)4 15, xi_)(lnx)‘l 28. x|—>ln<w+ 1+;c2)
2. z+— (1+x)V1i+x . 1
P 16. 71— e’ w 29. x+—1In (cos <7>>
3. x> - | Z
z 41 cos(z) 30. z +— In |7 — 2z
4. ¢ +— 22z 17-x'_>m 3l. x+— Yz
5. x> x? cos(x) sin4(x) s e 3 39, 2 s 27
6. z+— (z+ SH;(QC)) - tan(5x) 33. x> 2%
1 5 ag®
7x»—>() 19. 2 +— —— 4. xr—x
2
\/5 \/l’w—FfL‘-Fl 35. &1 (14 z4)1-2=
8 :E'—)lj-xg 20'3“—>1+\/§ 36. z — 7 1
(@ +1)° . r V3 37. x+ cos (In (1 + Vx))
9. . T ﬁ — % 2
Ve T 38.x}—>sin<ln<1+f>
223 — 1 —7 -
10. = +— it 22 1+z 39. 2 — cos*(z) — sin*(z)
cos(z) 4. z+— (1+2)V1+x
11.$,_>1 23. s+ \lz+ /T + VT —
+ vz 924 2 41. z+— =z
- — 2 .V axt +6x—1 r+1
S(:(I)ls?x) 25. = sm(2+x2> 42. zr—\fz+y/z+
13. 2 ————— 3 9
sm(a:)l— cos(z) 26. T +— 1 43. x + sin (ln <1 + —))
= x
’ x —z)2 . z+—=1In +z . o tan°(x
4. z+— @ 1) 97 In 1+ 22 44 3
\.
Exercice 6 :

est dérivable sur R.
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Fonctions de la variable réelle - DERIVABILITE Feuille d’exercices n°17

7

Exercice 7 :
1. Soit f définie sur R par f: R — R

ar +b six <0
Vi+x six>0.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable sur R.

X

2. Déterminer a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R, par

f+ R — R

i0<z<1
N Vv si0<
ax? +br+1 siz>1.

soit dérivable sur R7 .

2—z2 siz<l;
3. Soit f définie sur R par f(z) =< 1 )
— sixz>1
75
Montrer que f est continue mais n’est pas dérivable en 1 et en donner une interprétation

géométrique.

II/ Dérivées n®m

r

Exercice 8 :
1. Soit f: R+ R la fonction définie par f(z) = sin(x).

Montrer que, pour tout n € N : Vz € R, f™(z) = sin (1: + ng)

2. Déterminer une formule analogue pour cos(™.
3. En déduire les dérivées n®™ de :

(a) sy : @+ sin(2x) (b) sy : & > cos?(x)
1
4. Soit f: R* — R la fonction définie par f(z) = —.
x

n!
pntl :

Montrer que, pour tout n € N : Vo € R*, f"(x) = (—1)"
5. Pour n € N*, on définit f,, sur R par f,(z) = 2" !In(x).

(n—1)!

Montrer que : Vn € N*, Vx > 0, f,(lm(x) =
arcsin(x)

Déterminer f(™(0) pour tout entier n.

6. Soit f:x+—

Aide : On pourra chercher une relation entre f et f’.
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Fonctions de la variable réelle - DERIVABILITE Feuille d’exercices n°17

Exercice 9 : f: R — R une fonction de classe > sur R.
Pour n € N, exprimer la dérivée n®™ de :
1. ¢ : x> xf(x) 3. ¢3:z+— 23f(x)

2. ¢y :x — T2 f(T) 4-¢:$H%f<33)

Exercice 10 : On définit f: R — R par f(0) =0et Vo £ 0, f(z) =e .
1. Montrer que f est de classe €°° sur R*.

1 1
2. Démontrer que pour tout x # 0, et pour tout n € N*, ) (x) est de la forme P, () e zZ ou
x

P,, est une fonction polynomiale.

3. En déduire que f est dérivable & tout ordre en 0, et que ¥ n € N*, f™(0) = 0. On dit que la,
fonction f est plate en 0.

ITI/ Prolongements

1 1
Exercice 11 : Parmi les fonctions suivantes définies sur R* : & +—— sin (), T > xsin (),
x x
1 L o ,
z — z2sin <—) et © — e 22, lesquelles sont prolongeables par continuité en 07 L’éventuel
7

prolongement est-il dérivable sur R ? de classe ¢! ? de classe € ?

Exercice 12 :
1. Soit f: ]0;1] — R
(5
r + exp|—.
Inx
(a) Montrer que f se prolonge par continuité en 0 et en 1.

(b) Etudier la dérivabilité en 0 et en 1 de ce prolongement.

2. Mémes questions avec g: |0;1] — R

1
r = xexp <l—>
nx
3. Soit h : R > R définie par Vz € R, h(z) = z|z|.
(a) Démontrer que h est de classe ¢! sur R.
(b) La fonction h" est-elle dérivable sur R?

Exercice 13 : Soit f: [-1;1] — R
7 > xarcsin(x) + V1 — a2

1. Montrer que f est continue sur [—1;1], dérivable sur |—1;1].
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Fonctions de la variable réelle - DERIVABILITE Feuille d’exercices n°17

2. Déterminer f’(x) pour tout x € |—1;1].
3. Montrer que f est dérivable sur [—1;1].
4. En déduire :

xarcsin(x) + V1 — 2?2 — T xarcsin(x) + V1 — 2 + T
(a) lim 2 (b) lim 2
T x—1 r——1 r+1

Exercice 14 : Soit f : R — R dérivable au point z.

f(@g+h) — f(zg—h)
2h

1. Montrer que le rapport admet une limite finie lorsque A tend vers 0, et
calculer cette limite.

2. Etudier la réciproque.

Exercice 15 : Justifier que f : x — 23 + x + 1 réalise une bijection de R dans R.

1. Justifier que f~! est dérivable sur R et calculer (f~1)’(z) pour x = —1 et z = 1.
2. La fonction f~! est-elle de classe € ?

IV/ Rolle et TAF

Exercice 16 : Démontrer les inégalités suivantes :

1. Va,y € R, |arctan(z) — arctan(y)| < |z — yl.
2. Ve 20,z <e” =1L xe”.

Exercice 17 : Soit f dérivable sur [a,b] avec |f’| < k. On suppose f(a) et f(b) connus.

Représenter la région ot se trouve C; sur [a, b].

Exercice 18 : Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a,b[ (a < b).

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que [f(b) — f(a)] g’ (¢) = [g(b) — g(a)] f'(c).

Exercice 19 : Soit f : [a;b] — R une fonction continue, dérivable sur ]a;b[, et vérifiant

fla) = f(b) = 0.

Soit d € R\ [a;b]. Montrer qu’il existe une tangente a la courbe représentative de f passant par le
point (d;0).
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Fonctions de la variable réelle - DERIVABILITE Feuille d’exercices n°18

Exercice 20 : Soit f: [a;b] — R. On suppose que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a;b], et que f
est n-fois dérivable sur [a;b].

1. Montrer que I’équation f’(x) = 0 admet au moins n solutions sur |a;b|.
2. Montrer qu'il existe ¢ € ]a; b[ tel que ™ (c) = 0.

Exercice 21 (Taylor-Lagrange) : Soient a et b deux réels tels que a < b et n un entier naturel.
Soit f une fonction élément de C"([a;b],R) N D" (Ja;b[,R).

Montrer qu’il existe ¢ € |a; b tel que :

= fP(a) (b —a)" ! f ) (c)
f<b>_kz_:_0 AR e

(=)
k!

(b— x)n+1

oo A e

n
Aide : Appliquer le théoréme de Rolle & la fonction g(z) = f(b) — Z
k=0

ou A est intelligemment chisi

Exercice 22 (*** Formule des trapézes) : Soit f € C%([a;b],R)ND3(]Ja;b[,R). Montrer qu’il existe
¢ € ]a; b tel que

xr—a

Aide : Appliquer le théoréme de Rolle & g’ puis g ot g(x) = f(z) — f(a) —

(f'(x) + f'(a)) — A(xz — a)® oul A est intelligemm

.

2

Que devient cette formule si on remplace f par F une primitive d'une fonction f de classe C! sur
[a;b] et deux fois dérivable sur |a;b[? Interprétez géométriquement.

Exercice 23 (***| Polyndmes de Legendre) : Pour n entier naturel non nul donné, on pose
L, = (X2 —1)")®.
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L, .

2. En étudiant le polynéme A, = (X2 — 1)", montrer que L,, admet n racines réelles simples et
toutes dans | — 1;1].

-

1 xT 1 xz+1
Exercice 24 : Montrer que pour tout réel strictement positif z, on a :(1 + —) <e< (1 + —) .
x a5
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