Test n°22

1. Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € L.

Montrer que la composée d’une fonction dérivable f en a et d’une fonction dérivable g en f(a) est
une fonction dérivable en a et donner son nombre dérivé en a.

Soient f:I+— R dérivable en a € I, g : J + R dérivable en f(a) € J = f(I) et soit x € I\ {a}.

Les fonctions f et g étant dérivables, elles admettent des développements limités d’ordre 1 respectivement
En a pour f: f(x)= f(a)+ (z —a)f'(a) + (x —a)e, (x) avec g, (x) — 0.
r—a
En A = f(a) pour g : g(z) =g(A)+ (z —A)g'(A) + (z — A)ey(z) avec ey(x) — 0.
T

On pose de plus €;(a) = £5(A) = 0 si bien que £, et &, sont continues respectivement en a et A = f(a).

(95 1)) = 97 ()) = o( f(a) + (2 — @) (@) + (2 — a)e, (v) )

X

a

Comme lim X, = A,

= g(A) + (X, = A)g/ () + (X, — a)en(X,).

Or, X, — A = (z—a)f'(a) + (x = )2y () = (z — ) (f'(a) + £, (),
=(gof)(a)+(w—a)f/(a)g/(A)+( a)g'(A)e <>+<X — a)ey(X,).

(g0 @) + (z = a)f (@) (A) + (2 — @) ( g (A= (@) + (f'(0) + &1 (2))2s(X,) )-

e3(x)

Comme lim X, = A, par continuité de ¢, en A, hm €9 (X,) =0, puis lim g4 (z) = 0.
r—a r—a

Done, (ge f)(z) = (g° f)(a) + (z—a)f'(a)g'(f(a)) + (x — a)es(x) avec lim e5(x) = 0.

T—a

Par conséquent, g o f est dérivable en a et (go f)'(a) = f'(a) x ¢'(f(a)).

e —1
. Déterminer lim ———
z=0 In(1+ )’

r—1 1 1
Comme lim ¢ =1 et lim M =1,ona
x—0 T x—0 X
r—1 r—1
lim ———~_ — Lim = L
e—~0In(l+z) 220 =z In(1+ z)
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Dérivabilité

Test n°22 G

3. Retrouver la fonction dérivée de la fonction f : 2 — cos(z) et préciser son domaine de dérivabilité.
Soit a € R quelconque.
Soit f: &+ cos(x).

fla+h)—fla)

cos(a + h) — cos(a)

Alors, lim = lim
h—0 h h—0
h#0 h#0
cos(h) —1 sin(h
= lim cos(a) cos(h) =1 _ sin(a) (h)
h—0 h h
h+#0 ————— —_—
——0
h—0 h—0
= —sin(a).
Donc f est dérivable en a de nombre dérivée f’(a) = —sin(a). Elle l'est sur R tout entier et

I’ x— —sin(x).

4. Etudier la dérivabilité de la fonction g :  +— |x|3 sur son ensemble de définition.
D’apres les théorémes sur les composées de fonctions dérivables, x — |x|3 est dérivable sur R*.

De plus, en zéro :

3 3 B -

. ‘T| - |0‘ . 23 . 3
lim =lim——=0= lim —.
z—0 €T z—0 €T x—0 X
<0 <0 z>0

La fonction g est donc dérivable en 0 donc sur R tout entier.

5. Exceptionnellement sans préciser le domaine de dérivabilité, donner la dérivée factorisée et simplifiée
des fonctions suivantes :

cos(x) (b) 3 — 2VE.

() o2 — sin(z) — cos(z)’
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Test n°22

1. Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et @ € 1.

Montrer que la composée d’une fonction dérivable f en a et d’une fonction dérivable g en f(a) est
une fonction dérivable en a et donner son nombre dérivé en a.

Soient f:I+— R dérivable en a € I, g : J — R dérivable en f(a) € J = f(I) et soit € I\ {a}.

Les fonctions f et g étant dérivables, elles admettent des développements limités d’ordre 1 respectivement
En a pour f: f(x)= f(a)+ (z—a)f'(a) + (x — a)e,(x) avec &, () — 0.
En A = f(a) pour g : g(z) = g(A) + (z — A)g"(A) + (z — A)ey(x) avec 62( ) —2 0

T

On pose de plus €, (a) = €5,(A) = 0 si bien que £, et £, sont continues respectivement en a et A = f(a).

(90 (@) = g(f@)) = 9( f(a) + (2 = a)f"(a) + (2 — @)z, (=) )

X

a

Comme lim X, = A,

= 9(A) + (X, = A)g’(A) + (X, — a)e(X,):

Or, X, = A= (2= a)f (@) + (v — a)e, (2) = ( — @) (f'(@) + &, (),
=(gof)(a)+(w—a)f’(a)g’(A)+< a)g'(A)e <> (Xy — 0)5(X,).
= (ge f)l@) + (== a)f (@) (A) + (2 —a)( ¢ (Ae1(2) + (F(0) + &1 (1)5(Ka) )

eg(x)

Comme lim X, = A, par continuité de ¢4 en A, hm g9 (X,) =0, puis lim 4 (z) = 0.
r—a r—a

O
Donc, (9o f)(@) = (g £)(a) + (z —a)f (a)g'(F(a)) + (z — a)zy(e) avec lim z(x) = 0. &
Par conséquent, g o f est dérivable en a et (go f)'(a) = f'(a) x ¢'(f(a)). Q<J
(=
() §
arccos (x \
2. Déterminer lim ————.
éterminer lim Vi

r<l

Tant que ’on ne connait pas encore les développement limités, cette limite est un peu sophistiquée. On effectue
un changement de variable pour se ramener & une limite connue en posant 6 = arccos (z) i.e. © = cos(f) et
on a :

hﬂ% 9($) — hH% arccos (37) = 0+ — hﬂ% af/ccoi(z) T é ; W =1
o o T — —0 sin
) <1 1-z sin(z)>0 0>0
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Dérivabilité

Test n°23 D

3. Retrouver la fonction dérivée de la fonction f : z — exp(z) et préciser son domaine de dérivabilité.
Soit a € R quelconque.
Soit f: & > exp(x).

fla+h) = f(a) exp(a + h) — exp(a)

Alors, lim = lim
h—0 h h—0 h
h#0 h#0
) exp(h)—1
- eXpih) — 2
"
h+£0 —_—

= exp(a).
Donc f est dérivable en a de nombre dérivée f’(a) = exp(a). Elle I'est sur R tout entier et

1 x— exp(x).

4. Etudier la dérivabilité de la fonction g : > |sin(z)| sur son ensemble de définition.
D’apres les théorémes sur les composées de fonctions dérivables, 2 > |sin(z)| est dérivable sur R*.

De plus, en zéro :

lim [sin(z)[ — [sin(0)] = lim _sin(m) =—1#1=lim Sm(T)
z—0 x z—0 €T x—0 x
z<0 <0 >0

Elle n’est donc pas dérivable en 0.

5. Exceptionnellement sans préciser le domaine de dérivabilité, donner la dérivée simplifiée et factorisée
des fonctions suivantes :

(a) p:xr—In (cos (i)) b) a2z,
(a) ¢ 1+ x%tan (}) (b) ¥ x> x(2In(z) + 1) 2.
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