Planche d, exencices

Fichiers Recurrence 3,8 et ¢ |

EXERCICES FACILES :
Exercice | : Montrer Vn > 4, 2™ < nl.
Exercice 22 : Montrer Vz >0, Vn e N, (14+2)" > 1+ nz.

n
i 1
Exercice 3 : Montrer que Vn € N*, Zk; = n(n;)
k=1
i = DH2n+1
Exercice 4 : Montrer que Vn € N*, Zkz _ n(n+1)2n + ).
k=1

Exercice S : On considére la suite définie par uy =0, u; =0, uy = 1 et pour tout n € N,
Upy3 = Uy o — Uy 1 + Uy

Démontrer que pour tout n € N,u,, = n(n —1).

Exercice & : Soit sy =0et Vn>1,5,,, =s, +3n(n+1).

Montrer que (s,,) _ est un multiple de 6.

Exercice T : On considére une suite (u,,) de réels vérifiant :

Uy + Uiz

vn e N, u,, = 5

On pose r = u; — uy. Montrer que, pour tout n € N, u,, = uy + nr.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

k=n
Exercice | : Montrer Vn > 1, Y kxkl=(n+1)! -1
=1

Exercice 2 : Soit (u,, ),y la suite définie par uy = u; =0, uy =2et Vn € N, u,, 5 = 3u, o—3u, .1 +u,.

Calculer les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur la valeur de u,,, puis la prouver
par récurrence.
2
n n
Exercice 3 : Montrer que Vn € N*, Zk3 = (Z k) i
- k=1

k=1

Exercice 4 : Soit ¢ € R, démontrer que pour tout n € N,

n 1 _qn+1 ]
— sig#1
k=1 n+1 sinon.
. 1
Exercice S : Montrer pour tous z € [0;1] et n e N:;1—nx < (1 —2)" < T
nx

Exercice £ : Démontrer que pour tout n € N,

1 n 1 T 1 _on
I1x2 2x3 nn+1) n+1
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Planche d, exencices

& 1 n
Exercice T : Montrer par récurrence que Vn € N\{0}, on a = .
;::1 E(k+1) n+1

Exercice & : On considere la suite (a,,) _ définie par

. 2
VnéeN ,an+1:an+man71.

2

Démontrer que, pour tout n € N*,1 < a,, < n°.

n

Exercice 9 : Montrer que, pour tout n € N* et z,,z,, -+, z, € RY,

11 1
(T + 29 + - 2p,) <++-~+) >n?.

Ty Lo n

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Montrer que pour tout n € N*, toute fonction croissante f de [1,n] dans lui-méme
posseéde un point fixe i.e. Ik € [1,n], f(k) =k.

Exercice 2. : Montrer par récurrence que : Vn € N*, Ip,g € N, n=2P(2¢+ 1).

Exercice 3 : Onremarque que (1+v2) = 1+v?2, (1+v2)? = 3+2v2, et (14+v2)3 = 7+5V2.
Le but est de démontrer que pour tout n € N*, il existe «r,, € N tel que (1—1—\/5)” =./a,+vao, + 1.
‘ Montrer qu’il existe deux entiers a,, et b,, tel que

(14+V2)" =a, +b,V2
(1—-V2)" =a, —b,V2.

Etablir alors que a2 — 2b2 = (—1)" et en déduire le résultat attendu.

. 222 — 3
Exercice 4 : Soit la suite (x,,),,c, définie par xy =4 et z,,, = ﬁ
x'ﬂ

Montrer que : Vn € Nz, > 3.

3
[2] Montrer que : Vn e Nz, —3> 5(3:” —3).

3 n
[3] Montrer que : Vn e Nz, > <§> + 3.

[4] La suite (z,,),cy est-elle convergente ?

Exercice S :

‘ Dans le plan, on considére trois droites A;, Ay, A formant un “vrai” triangle : elles ne sont
pas concourantes, et il n’y en a pas deux paralleles. Donner le nombre Ry de régions (zones
blanches) découpées par ces trois droites.

‘ On considere quatre droites A,,...,A,, telles qu’il n’en existe pas trois concourantes, ni
deux paralleles. Donner le nombre R, de régions découpées par ces quatre droites.

‘ On considere n droites Ay, ..., A,,, telles qu'il n’en existe pas trois concourantes, ni deux
paralleles. Soit R,, le nombre de régions délimitées par A;...A
régions délimitées par A; ... A,,_;. Montrer que R,, =R,,_; +n.

n, €t R, _; le nombre de

Calculer par récurrence le nombre de régions délimitées par n droites en position générale,
c’est-a-dire telles qu’il n’en existe pas trois concourantes ni deux paralleles.
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Planche d, exencices

Exercice L : Soit n € N*. Montrer que :

1\* ko k2
VE € [1,n], <1+—> <1+ -+ .
n n n

Exercice T : On considere une suite d’ensembles (Aj) e
FEN*

[1] Montrer par récurrence la premiere formule de Morgan généralisée :

VneD\l*,ﬁAk: OE.
k=1 k=1

‘ En déduire, sans récurrence, la deuxieéme formule de Morgan généralisée :

VneD\l*,LnJAk: ﬁAj.
k=1 k=1
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