Planche d, exencices

Fichiers Fonctions-Derivabilite 38,8 et ¢ |
EXERCICES FACILES :
Exercice | : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
x> (2342—-2)* [2] =+ tan®z

Exercice 2. : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
[} z— (1+2)Vite x|—>ln<m+ 1+a:2>
Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

z—1 2] =+ ot
‘ T —$+1

Exercice 4 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

2
‘xl—m:\/f xr—> sin(—1 )

2 + x2

Exercice S : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

5
1
1 2H— | ——= 2| T
(=)
Exercice £ : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

(z+1)° 2] z+— 2™
[} z+— 7

Exercice T : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

.$,_> 22° —1 w|—>(1+w4)1*2””
V1 + 22

Exercice & : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
1 N/ 2
.‘ T rr—Inv1i+zx
(e? +e77)
Exercice 9 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
2
.‘ lnx) x> x®

Exercice IO : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

T+ z®

8 [=

eiE
[1] i

Exercice [l : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
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G e— —or v Y
tan(5z)
Exercice 2 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

5 2
P 2 xl—) 2 +6x—1
a VaZ+r+1 o

Exercice [3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

x
1 —
He—irz 2] 2 \z+\/z+v7

Exercice 4+ : Soit f: 2z +— 2sin(3z) — 5cos(3x).

Déterminer deux réels a et b tels que f” +af’ +bf = 0.

Exercice IS : Soit g : & — sin? z.

Déterminer une relation entre f” et f.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Déterminer, pour n € N, la dérivée n-itme de f: R ——> R

x efcosx

Exercice 2= : Déterminer, pour n € N, la dérivée n-ieme de f: x — 22(1 + z)".
Exercice 3 : Soit f:x+— —.
1+ a2

Montrer que Vn € N,Vz € R, ’f””(a:)’ < nl

Exercice 4 : Pour n > 1 et z # 0, on pose f,(z) = 2" tes.

_1)n
Montrer que V x # 0, () (x) = (xn-i-)l e .

Exercice S : Déterminer, pour n € N, la dérivée n-ieme de f : x — xe?®
Exercice & : Soit f: R — R définie par f(z) = e*¥3 sin(z).

Montrer que f<") (x) = onerV3 gin (;C + %ﬂ)

Exercice T : Soit f: x> z + sin?(z).

Etudier la fonction f. Préciser les points d’inflexion de € 7

Exercice 8 : Soit f: [a,b] — R de classe €2 telle que f(a) = f(b) = f'(a) = f/(b) =
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que f”(c) = f(c).

Correction : ¢:z+— [f'z)+ f(z)]e”
Exercice 9 : Soient f,g continues sur [a,b] et dérivables sur ]a, b[. On suppose que V x €]a, b],
g (2) 0.
[1] Montrer que g(b) — g(a) # 0.
f) = fla) _ f'(c)

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que = —=.
z Jo.bltelame ) “gta) = g'(o)

Correction :
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.‘ ?meg =g(a gwnvme&m@mwﬂwmg%bmwb[a,b],etd@uma%em]a,%d'w
le eonome de Roollle, £mbb@w&wwh@£CE}a,b[b&cT/wg/(C)zo.@ebtoﬂbwzd&ﬂjofbcofnbéﬂm
g(b) —g(a) # 0.

IO S
gam)\_g(b)fg(a)et¢' > f(x) — Ag(x).

g esk conbinue sun [a,b], e dénisalle sun Ja, b].

o) = #(a) = Aata) = f(a) ~ LT ) - LIRS,
o) = £0) = 2g(0) = 1)~ LY = g - LT =T )
eom/me ¢(a)=¢(b),omrwthﬁum0,etﬁeohynwde%o%@¢m [a,b] : &WCG]G.,[)[EJCTAL@

¢ (c) = 0.

@n@o@onbf/(c) ()ebwcﬁa/nto[ueg #Omd,ed/u,«b)\— , Le. ( =

Exercice O : Soit f: [a,b] — R de classe D™ sur [a, b].
On suppose que f(a) = f'(a) = - = f*V(a) =0 et que f(b) =
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que f™(c) = 0.

Exercice | : a < b. f est une fonction continue sur [a,b], ne s’annulant pas sur [a,b] et étant
dérivable sur ]a, b].

f(b) (=) o)

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que —— = Fler .

f(a)

Exercice [ : Soit f une fonction dérivable vérifiant lim f’(x) =¢ > 0.

T—+00

Montrer que lim f(z) = +o0.
T—+400

Exercice I3 :

1 1
[1] Montrer que ¥z >0, T2 < In(z+1)—Ilnz < =

p=n+1 p

kn
1
En déduire pour k € N\ {0,1} la limite de ( Z ) :
n=1

Exercice [+ : On consideére deux réels a et b tels que 0 < a < b.

b— b—
Montrer que 7;2 < arctan (b) — arctan (a) < 1+ ;2'

Exercice IS : Dans 'application du théoréme des accroissements finis & la fonction
f(z) = az? + B+

sur l'intervalle [a, b] préciser le nombre « ¢ » de |a, b[.

Donner une interprétation géométrique.
Correction : fa%om&mf%tmﬂmm&d@mmﬁ@emﬂ?dm&mwm@mm[a,b}
Lo heoreme des accroinsement Kurw» assune Lecistence d'un nombre ¢ €la, b] tell que f)—f(a) = f'(c)(b—a).

En offet 1(b) — fla) = £()(b — a) impique a(b? —a?) + 5(b— a) = (2ac + B)(b— a).
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@ . a+b
one ¢ = .
2

WWW@@WT&@fe&WPOM.
%@‘MWWWA: a, f(a)) & B = (b, f(b ))W@amwmmm(m)

el pnllde o %W%?Ww%M_ a+b f(a’;rb))_
goﬂbamdel\lébomtgem&&bdmaﬂmamdeAetB.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soita > 0et f : [0,a] — R une fonction dérivable telle que f(0) = f(a) =0 et f'(0) =

f(@)

x
‘ En déduire qu’il existe un point autre que l'origine en lequel la tangente a f passe par

Montrer que la dérivée de z — s’annule sur |0, a.

Porigine.
Exercice 2= : Etudier la dérivabilité de ¢ : & — (z — |z])(z — [x] — 1) sur R.
Exercice 3 : Etudier la dérivabilité de la fonction f : & — e*+/z sur son ensemble de définition.
Exercice 4 : Soita > 0et f : [0,a] — R une fonction dérivable telle que f(0) = f(a) =0 et f'(0) = 0.
f(x)
T

Montrer que ¢ est dérivable sur |0, a[ et que sa dérivée s’annule sur cet intervalle.

‘ Montrer que : z — est prolongeable par continuité en 0. Définir son prolongement ¢.

En déduire qu’il existe un point autre que l'origine en lequel la tangente a f passe par
lorigine.
Corre.ctiorx :
[1] xl—)T%twnh/nwm]Oa} mwdegmwmammm?@mmm
b,ct/n/muQe Pub
: fx) _ flz)—f(0) 1) . o
@oui')w,[\ah,tj P f(O)—OWde%mDmdmn@mﬂhed@Amdef%O.

r—0 x—0

H@WMWWWmO%WMWWWW

PA@Pomgmmxrub(ﬁ%bdgKum@(ﬁ fm,xe]()a]etqﬁ()

z‘ 50uh/ 0,a,¢%tdmmmﬁﬁem%mbdegmm&mmmged@wmmnm&wmwﬁerm.

@er@xyomc/¢m1ﬁmmm[07a],¢Mw%m]0,a[,d&¢(0)=¢(a)=0.
@'a/[méb@etﬂém@mede/%o%iﬂm@fewmnéegce](),a[bpﬂwqﬁ’(c):
am(;omcu(b/(c):w:o,do/n,ocf/(c)—f(c)zo.

&WTdeMWdMCQWW )x—f’()c-i—f)eoxm/m,e
ef (€)= f(¢) =0 on o Ty = flc)a.

&Ldmbmm%m%w@aefmw&agwmcw?mgw
Exercice S (Polyn&mes de Lecendre) :  Pour n entier naturel non nul donné, on pose
L, = (X2 — 1)),
Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.
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En étudiant le polynome A, = (X2 — 1)", montrer que L,, admet n racines réelles simples
et toutes dans | — 1;1].

Correction :
(2n)!

(X2 —1)" ebf de deqné 21 o done, L, el de degns 2n—n = n. Riis, dom(Ly,) = dom((X*")(")) = ~—=.

let—lWntwa/md'ondnendeAnetdmammmd'ondnen—kdeA(n@,rmbwbk%mmde
{0,...,n}.
ﬂﬂzmwmmkake{o,...,n},Aw sanmde en aw moins k saleuwns dewss &
deuco distinctes de Lintevsalle | — 1, 1[.
Ror k=1, Anmw@wm[—l,l]ebma%m]—l,l[.@e@@ A (0)=A, (1) =0 e
doﬁm?eﬂ%mmwde%o%A%bwmuﬂewmm@m@MQma%]—l,l[
?mbkéﬂénnmde{l,..‘,n—l}.ﬁoWWAw b‘wwﬂe%mmoimbkmﬂmmde]fl,l[. A%@
b.'o/nm&ede[nz\wgn/leb—lmkén—lebdonob'wwnuﬁe%k+2mﬂeuhbmmmde@mwvw%
[—1,1]@01%?@&%11@@%0% Agfﬂ) b/'o/nﬂwﬂearvmmmk'+l[u)&/nbade]—l,1[<wmmw
On o montné que Yk € {0,...,n}, AP vanndle en aw moins k valewns de | — 1, 1] & partic Dien,
AS,”):L“u'wm&%mmmnw%dmddmdmmde]—l,l[,%wLn%J;ded,e%né
n,maMMQ%Wmdemenéﬂe@meﬂw&dmnb]—l,l[.

Exercice £ : Montrer que le polynéme X" + aX + b, (a et b réels) admet au plus trois racines
réelles.

Correction : ﬂ)Cl)L QMW W’a@w& t(fcu(cvu/ mm)WmmdMnd’e@rowb P, (X) = X"+aX+b.
J\Fmﬂwxl <Xy <y < Ty

TMQM@%WM@(MM etxzanbwertx&..,)iﬂmbtex’1<x’2<xédm
nacines de P7,.

@/rvo@f}\yn.b dewoc nacimes dA'bl}i/nd'pr,Fowb PZ.

@’uj PZZH(H*l)X”fQMWW%@OWW.

Donc mous asons obenw, wne contradiction.

Exercice 7 : Soit f € C*([a,b],R) N D3(]a,b],R).
Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

b—a

2 @)+ 1) — [ e).

r—a

5 (f'(@)+f(a))-A(z—a)®

Indication : Appliquer le théoréme de Rolle d g’ puis g ot g(x) = f(z)—f(a)—
ot A est intelligemment choisi.

Que devient cette formule si on remplace f par F une primitive d’une fonction f de classe

C! sur [a,b] et deux fois dérivable sur ]a, b[? Interprétez géométriquement.

Correction :
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T —

5 a(f’(x)+f/(a))—A(:c—a)3 ol A ent Roini de norke

GO — fla) = 5 B+ £ (@)

f € C%([a,b],R) N D3(Ja,b[,R) et donc g € C([a,b],R) N D3(]a, b[, R).

Rur z € [a, b], obonsy g(x) = f(z)— f(a)—
que g(b) = g(a) = 0 (cest-a-dine A =

ﬂ)ou)bIE[a,b],o%o,:

rT—a
2

g'(x) = f'(x) - %(f’(w) + f'(a) - f(@) = 3A(x —a)?,

M r—a

2
g est contimue sur [a, b, déninalle sun ]a, b[ o u@/u%e de PQAW gla) = g(b).

SDcyn,q dlﬂm&mde%&m@dG}a,b[@ng/(d)io.@em@m& g’ enb conbinue sun
[a,d] C [a,8], dérinallle sun Ja, d[(# @) e worifie de phun g'(a) = ¢'(d)(= 0).

@Cl/[\)v@lee Heonome de Roolle, i ecwinte ¢ €la,d[Cla,b] tel que g"(c) = 0 ou encone el que
A:—Eﬂ?’)(c) (We c#a)

&Meﬂu&d@w@@éﬁa&b@g(b)zo,m@mmw:

b—a
2

% f e CY(la,b],R)ND2(Ja,b[, R) e 5i F' ol une primilive de f sun [a,b],ﬁagmdew:@smz

r—a

(124 — [9(2).

§'(@) = 31" (@) — 58" @) = T @) — A — a) =

e €la, [/ f(b) = fla) +

(') + 5 (@) = 35O b— o)

b —a —a
[0 de = F0)-F(@) = 50 0+ (@)= 15 FI) b0 = © (104 (@)~ 15 (0)b-a).

12

Done, i f € CL([a,b],R) N D2(Ja, b],R),

b—a
2

b 1 f
3c €la,b[/ / f(t) dt = (f(b) + f(a)) = 5 (e) (b~ a)’.

b
%febb[\whme, A, :/ F(t) dt sk Laine du domaine D = {M(z,y) € R2/ a <z <beb 0 <y < f(z)}
b a

o A, = ;a(f<b)+f(a)) %b@'wwdwf’w?% ( 8 > ( 8 ) ( fé)b) ) ( f(aa) )

M, = sup{| /" (2)], @ € [a,b]} eccisle dams R, on o -

(b—a)?®

A — A<M
Ay 2| 27 1

Exercice & : Soit fune fonction dérivable sur R & valeurs dans R vérifiant f(0) = f(a) = f(0) =0
pour un certain a non nul.

Montrer qu’il existe un point distinct de O de la courbe représentative de f en lequel la tangente
passe par l'origine.

Correction : Somtwomnéeﬂmmﬁ.%wéﬂuoﬂmbde?awmﬁm&e(T%)anmﬁemﬁmm
de f an poink dacisne x ek y = [ (x,)(x — ) + f(z0). (T,,) WW@WM@WM

zof' () — f(zg) = 0.
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flx)
fpou)z,xh/@ojz,,o’m T) = 7%%7&0 <<@o, i c‘J,Q' e » ).
ng<) {Oum:() (g ext KKVHMW onigine )

%W@f@tmeﬁmmﬂ&mn% g%td%@mmetma%@mua*.
?mbﬂuef%bd@wuoﬁﬂe%@&wf() ()—Og%bde‘m&wme/mo
Fnalement, g est continue sun [0, ], dénisable sun 10, ] etu@/v%«@ =g(a)(=0).
@W&Wmﬂo@&&mwm&xom}o a[ber[ueg/(ato )=0.

%AW%“%LM“WQW@!J(%) xof(iﬁo; (o) ie%af»b@g zy) = 0 sécnib x4 f (29) — f(29) =0

Eta,wmﬁedeﬁurddmumﬁm@ Q@mﬂewmmmdefmwd@@wmxoww
e

Exercice 9 : Soient z et y réels avec 0 < x < y.
Montrer que
y—
Iny —Inx

T < <y.

On considere la fonction f définie sur [0, 1] par
at fla)=In(ar+ (1 —a)y) —alnz — (1 — a)Iny.

De I’étude de f déduire que pour tout « de |0, 1],
alnz+ (1 —a)lny < In(az + (1 — a)y).
Interprétation géométrique ?
Correction :
%ot g(t) = Int. Mzﬂ,«m@@et‘ﬂm dmawmwmg«mwm 2, y].
X ecoinke ¢ €], y| gly) — gla) = g () (y — 2). Toik ny —Inz = %(y — ).

Do Iny—Inz _ 1
y—x ¢

®@$<C<ym%<%<%.€ewm@%méaﬁy&é@necﬂyuﬂé%.

S — r—y _
o) = P g Inz+Iny.

” o (l‘ _y)2
& o = e

Emf”wwmf'wmmm[o,u.

On, f’(O):x_y_y(;nx_lny) >0d'aTm@@WmWetd@mf’(l)<o.
Fon o Réonsme den wallouns, intenmsdiaines, i) exinte ¢ € [, y] begcrwef’(c):

Movintenant f st positive sun [0, ¢] eb mégatine sun [c, 1]
Done f esk croissambe sun [0,¢] e décroissante sur [, 1].
O, F(0) =0 et f(1) =0 dono pown tout @ € [0,1], f(x) > 0.
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WW&WWWW?@WIH%EWOIW—d—WwQ@m&Q
vegment qui var de (2, f(2)) & (y,f(y))%bm@awun@ed'éﬂuahmy=f(x)-

Exercice [O : Par application du théoréme des accroissements finis & f(z) = lnx sur [n,n + 1]
montrer que

tend vers l'infini quand n tend vers l'infini.

Correction : chetﬂeohmedmmmm%mdmvn@ :

1 1
In(n+1)—In(n) = —(Mn+1—n)=—, awec ¢, € [n,n+ 1].

C’I’L n

1
@’l/janndom/o*E

1
n’_ e,
@O’n@ :

Done S, = In(n+1), done S, — +oc.

) 1 x x+1
Exercice | : Montrer que pour tout réel strictement positif z, on a : <1 + —) <e< (1 + —) )
x x

. 1\* 1 z+1
Correction : J\ﬂgmw(\%x>0, (1+5> <6<<1+5>  Soib x> 0.

1\* e 1 1
(1—}—7) <e<(1—|—7> Sazhn(l+-)<I<(z+1)In(l+-)
x x x x

< az(ln(z+1)—Inz) <1< (x+1)(In(x+1) —Inzx)

1 1
& ——<ln(z+1)—Inz < —.
r+1 T

?mbxmm&bbmb@mmtwgg«me ?ou)utG[:L’,iL’JrlLI\obmb,f(t):lnt. f ent conbinue sun [z, + 1] &b
dénivallle sun |z, 2 + 1].
Done, dow@etﬂmmdmawwmmm%m@ iﬂmbbewn,héicdam]x,m—i—l[begw flz+1)—f(x) = (z+1—2)f'(c)

Je €,z + 1/ In(z+1) —lnz = —,
c

1 1
i monthe v 0, — <1 1)—1 —, b donc
ce qui que T > ,$+1<n($+ ) naj<x, que
1 x 1 x+1
Va>0, <1+*) <e<(1+—) .
x T

Exercice 12 (Généralisation du théoréme des aceroissements £inis) :  Soient f et g
deux applications continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, .

fla) f(b) f(x)
On définit YV € [a,b], A(x) =|g(a) g(b) g(x)|-
1 1 1
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fla) f(b) f(=)
Montrer que A est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et V & €]a,b], A’(z)=

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que [g(a) — g(b)] f'(c) = [f(a) — f(b)] ¢’ (c).

Correction : &W@QWW@AJMMWA%WM[G,M,W
m]a,b[&uémgw Ala) = A(b)(=0) (WMWWMW@@M@

Done, dapes le heonsme de Roolle, 3¢ €la, b[/ A’ (c) = 0.
Mo, powr @ Ela, b, A'(x) = f'(w)(g(a) — g(b) — ¢'()(f(a) — F(b)) (donince dun détovminant)
ie%ame A’(c) =0 vecnik = f'(c)(g(b) —g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a)) %‘JZ @oﬁ’w démoninen.

Remarque :@WW%W@WW@:M « oob » lo heoreme den

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2024




