Planche d, exencices

Fichiers Fonctions-Continuite 3,8 et ¢ |
EXERCICES FACILES :
Exercice | : Sur quel sous ensemble D de R, la fonction de la variable réelle f donnée par
1—2"
fla) =

est-elle définie ? Calculer les limites de f aux bornes de D.

Exercice 2 : Soient I un intervalle de R et f : I — R continue, telle que pour chaque z € I,
f@)? =1.
Montrer que f =1 ou f = —1.

Correction : Gomme f(2)2 =1 dows f(z) = +1.
fb@nﬁmvl@%mw&ra@&mw@a%o«&mv%twm@é%oﬂedlw—l
?Www@%ﬂmxdwﬂmzﬂ

memwf%twm@é%aﬂeaﬂ.
?&mw&xdwﬂy):—l@@o»wf%twbm%x,m%omw%yamml.
@om;qFom@etﬁéoh@medmwﬁammb@umédjmmiﬂmbezgnwadybeﬁﬂuef(z):@oewm

flz)? =1
Donc f%tco/mba/nbeé%ofaéu +1.

Exercice 3 : Soient f,g: [0,1] — R deux applications continues telles que (f(0)—g(0))(f(1)—g(1)) < 0.
Montrer qu'il existe zy € [0,1], f(zy) = g(xy).

Exercice 4 : Soit f : [a,b] — R une application continue, non constante, telle que f(a) = f(b).

On note m = inf f(z) et M= sup f(x).

z€(a,b] z€la,b]
Montrer que tout « €]m, M[ admet au moins deux antécédents par f dans [a, b].
Exercice S : Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T.

Montrer que f est bornée et que f atteint ses bornes.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | :
Montrer que pour tout a € R™, et pour tout couple de nombres réels (z,y) appartenant &
| — 00, —al ou & [a,+oo[, on a :
1 1 1
S < ey,
r oy a

En déduire que pour tout x, € R* et pour tout € > 0 il existe a > 0 tel que :

T T

|z —2y] <a = < e
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1
En déduire que la fonction x - — est continue en tout point de R*.
x

Exercice 2 :

‘ Pour tout n entier naturel et tout couple de réels (x,y), établir la formule :
n—1
" — yn —_ (33' _ y) Zxkyn—l—k.
k=0

‘ Déduire de la question précédente que pour tout entier n tout réel strictement positif a et
tout couple de réels (z,y) tel que |z| < a et |y| < a,

2" — " < na"Ha —yl.
Déduire de ce qui précede que pour tout x, € R, et pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :
|z —2p] <a = |z" —af| <e.

Conclure quant a la continuité de x — z™ en x, € R.
x
2z + |z|

Déterminer le domaine de définition de f.

Exercice 3 : Soit f:x+—

f est-elle prolongeable par continuité en 07?7

Correction : D, =R".

x 1 1

~ Va0 f(z) = 2.Lix = 3 donc lim f(z) = 3.

_ V<0, flz) = 2;71 =1, dono lim f(a) = 1.
Exercice 4 :

[1] Soit f:[0,1] — [0,1] continue.

Montrer qu’il existe = € [0, 1] tel que f(z) = x.
‘ Soient f,g:[0,1] — [0, 1] continues telles que fog=go f.

Montrer qu'il existe = € [0,1] tel que f(z) = g(z) (on pourra s’intéresser aux points fixes

de f).

Correction :
f(:l?)—xcka/mﬁedeb,{%/ne@nbw()etl.
ﬁa%tgerﬂqawwg«mdefa&n@g(a)>aetg(a)%baumrwnb%med,ef,aﬂmnd@

Exercice S : Soit f: [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b).
b—a
2

Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure.

b
Montrer que la fonction g(t) = f (t + i] )

) — f(t) s’annule en au moins un point de [a; 5

Montrer qu’il existe un intervalle de 30 mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.
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Correction :
o) =1 (52) s & 9 (57) = 10— £ “57)
Comme f(a) = f(b) alors nous otenons que g(a) = _g(a—i—b)‘

2

@mw&mg(amoetg(“;b)>oo«»@mg<a>>oetg(“;b)<o.

@W@etﬂmd@,m@mﬂwmmmmquwmrmeMGetaTﬂ)

NMt@eW(%W>etd(t)Q@dammw@%)m@%mmoett.

Nmmmmmbw@m@wr@mtl%d(t)%ﬁmﬂmm
Soit f(t) = d(t) — 4t. Mo f(O):oeJ;[mPanRm f(1) =0.

ﬁwuwmmazq b=1:
D existe ¢ € [0, %] b&ﬁm g(c) = 0, desb-a-dine f(c+ %) = f(c).
Done d(c+%)fd(c):4(c+%)f4c:2.

@mmcm%wwzmmwwmzm

Exercice b : Soit a,b deux réels tels que a < b.
On considere une fonction f : [a,b] — R continue sur [a, b].

Montrer que si f([a,b]) est fini, alors f est constante.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | :

Rappeler que pour tout nombre réels € > 0 il existe un entier n tel que :

1 1
— < t - <
onm € ¢ 2n+ r = °

Montrer que pour tout nombre réel [, et pour tout € > 0, il existe z €] — ¢, €] tel que :

m(5)-1>3
S11 - 2

1
En déduire que la fonction x - sin (—) n’a pas de limite lorsque z tend vers 0.
x

1
[4] Montrer que la fonction définie par f(x) = xsin (—) pour x # 0 et f(0) = 0 est continue
x

sur R.

Exercice 2 : Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur I.

‘ Soit a € 1. Montrer que :

(tim f(x) = f(a)) = (lim |7(@)| = |f(@)])

r—a Tr—a

‘ On suppose que f et g sont continues sur I.

1
Montrer que la fonction sup(f, g) définie sup(f,g) = 5( f+g+|f—g|) par est continue sur
I.
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Correction :
@nawwx,yER‘x7y|>“ﬂf‘y‘|(o%b?admmm@oﬂ/m»@aﬂmd@gvn&aumwpam)
@o«wpowaoutfel 1f (@) = f(@)]] < [f(z) = f(a)l.

z 5%f,gbmbcm@numa@o&baf+ﬁg%tw@meijvmnMa,ﬂ€R@oerb@wn&mf+g
e f— g nonb conbimuen surn L

Sﬁluwzmhmdelwm%wﬁ—ﬂ%twmmL&mem
chagomthUpfg f+g—|—|f g|) est conbinue sun L

Exercice 3 : Soit fune fonction continue et périodique sur R & valeurs dans R, admettant une
limite réelle quand z tend vers +oc.

Montrer que f est constante.

Correction : ?&ETWWWW@f@%MﬂQ@Wd@f@L+O®.
Joit z un ned. Vn €N, f(x)zf(m+nT)eanbmdm+oo,orwo@M:

flz)= lim f(xz+nT)=".

n—-+oo

Finsi, Vo € R, f(z) =1 & dong, f etk consbanbe sun R.

Exercice 4 : Soit f: R" — R continue admettant une limite finie en +oo.

Montrer que f est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

Correction : Jotons £ lo limite de f en +00

Ve>0 JA€ER z>A=/—c< f(x)<l+e

?me:+1,mo@mmAWmnxdwwx>A,z—lgf(x)gul.
J\med@mmwf%t@amem@'m%m».
&waw@mm@mma%@m@w[O,A},Mf%zmm@zmm%;J&mre
m,MtJ/ocru,ewtoubxe[O,Angf(x)gM,
&brzwwnbM’:maX(M,éJrl),&m’:min(m,f—l)mmwwmxeﬂ% m’ < f(z) <M.
Donc f est bornse sur R.

1

&anmmmwwﬂx):1+x

Exercice S : Soit A une partie non vide de R. Pour x € R, on pose f(z) = Inf{|ly —z|, y € A}.

Montrer que f est continue en tout point de R.

Correction : %ot (z,y) eR2 &t 2 € A |z — 2| < |z —y| + |y — 2.
Oh, VzeA, |z— 2 >d(®,A) & done d(z,A) — |z — y| eth un minorank de {ly —=z|, z€ A}
Ror suite, d(z, A) — | —y| < d(y, A).
On o monine que -
V(z,y) € R?, d(z,A) —d(y,A) < |y —zl.
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&ejmm%eamt@%mg%d@xety,maoummnbww (v,y) € RZ d(y,A) —d(x,A) < |y — .
Inadoment, ¥ (z,y) € R2, | f(y) — f(x)| < |y — =]

Finsi, f%zmﬁﬂwﬁwgmebmwmmmk.

Exercice b : Montrer que la fonction caractéristique de Q est discontinue en chacun de ses

points.

Correction : %it y lo gofnd?m conadtsnistique de Q.
SDOUJ :CO wmheeg @mnobec]ue

1
29 €Q = VnGN*,xOJrEEQ <~ VnelN, x0+%¢Q.

1
@cyno, lim x(zy+ —) eccinte, lim x(zy + %) eccible anec

n—+oo n n—+oo

lim x(z, + )79 lim x(z, + 7T)

n—+oo n—+oo

1
Mwnhm T+ — = lim x0+%*xo.

—+00 n n—+oo

mwww&zoen{@@wmﬂw@@Qmwd@m%%etw:mmnmm

en Tg.

Exercice 7 : Etudier en tout point la continuité de f: R ——> R

x lz] + Vo — |

Correction :
f%bwn@m%MWdeR\memm&etwméedegwmdxmwnbmuem
%{LpEZ.
— lim e(x) =p—1donc lim f(z)=(p—-1)++vp—(p—1)=p
T—=p TP
— lim e(x) =pdonc lim f(z)=p++pP—D=p
z—pt z—pt
- flp) =

g:)o)vco'n/aeﬂwmt, fod/m&wne&/m@%p:f%i}wnﬂ/me%p.

Exercice & : Etudier en tout point la continuité de f: R ——> R

x |z)? — z |z] + 22
Correction :
fﬁw@m%MW@R\ZdeW@K@n&WWm@@
50041:1)62
- lim e(z) =p—1donc lim f(z) = (p—1)° —plp—1) +p* =p* —p+1,
- lim e(m) p donc lim f( ) =p2
z—pt z—pt

- flp) =

?mmw f st conbinue en p <= p? —p+1=p? < p=1

Bllon. : | f st conbimue s (R\Z) U {1}]
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