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Quelques encadrements et un système

Exercice 1 –
1. Montrer que

∀ 𝑡 ∈ ℝ+, 𝑡 − 𝑡3

6
⩽ sin(𝑡) ⩽ 𝑡 et 1 − 𝑡2

2
⩽ cos(𝑡) ⩽ 1 − 𝑡2

2
+ 𝑡4

24
.

2. En déduire que les suites (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ définies par

𝑢𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) et 𝑣𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1)

convergent vers des limites à préciser.

Correction : L’exercice est un peu répétitif mais s’enchaîne bien en appliquant l’inégalité de la moyenne :
1.

∀ 𝑡 ∈ ℝ+, cos(𝑡) ⩽ 1

⟹ ∀ 𝑡 ∈ ℝ, ∫
𝑡

0
cos(𝑥) d𝑥 ⩽ ∫

𝑡

0
d𝑥 ⟺ sin(𝑡) ⩽ 𝑡. (XVII.1)

⟹ ∀ 𝑡 ∈ ℝ+, ∫
𝑡

0
sin(𝑥) d𝑥 ⩽ ∫

𝑡

0
𝑥 d𝑥 ⟺ 1 − cos(𝑡) ⩽ 𝑡2

2
.

⟺ 1 − 𝑡2

2
⩽ cos(𝑡). (XVII.2)

⟹ ∀ 𝑡 ∈ ℝ+, ∫
𝑡

0
1 − 𝑥2

2
d𝑥 ⩽ ∫

𝑡

0
cos(𝑥) d𝑥 ⟺ 𝑡 − 𝑡3

6
⩽ sin(𝑡). (XVII.3)

⟹ ∀ 𝑡 ∈ ℝ+, ∫
𝑡

0
𝑥 − 𝑥3

6
d𝑥 ⩽ ∫

𝑡

0
sin(𝑥) d𝑥 ⟺ cos(𝑡) ⩽ 1 − 𝑡2

2
+ 𝑡4

24
. (XVII.4)

Les encadrements (XVII.1) et (XVII.3) nous donnent :

∀ 𝑡 ∈ ℝ+, 𝑡 − 𝑡3

6
⩽ sin(𝑡) ⩽ 𝑡.

Tandis que (XVII.2) et (XVII.4) s’écrivent ensemble :

∀ 𝑡 ∈ ℝ+, 1 − 𝑡2

2
⩽ cos(𝑡) ⩽ 1 − 𝑡2

2
+ 𝑡4

24
.

2. Il suffit d’appliquer la question précédente :

𝑘
𝑛2 − 𝑘3

6𝑛6 ⩽ sin ( 𝑘
𝑛2 ) ⩽ 𝑘

𝑛2
𝑛

∑
𝑘=1

𝑘
𝑛2 −

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘3

6𝑛6 ⩽
𝑛

∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) ⩽

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘
𝑛2

1
𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘 − 1
6𝑛6

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘3 ⩽
𝑛

∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) ⩽ 1

𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛2 − 1

6𝑛6

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘3 ⩽
𝑛

∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) ⩽ 𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛2

F. PUCCI Lycée Jules Garnier



2

Q
ue

lq
ue

s
en

ca
dr

em
en

ts
et

un
sy

st
èm

e
Correction Devoir en temps libre n𝑜19

Or,
𝑛

∑
𝑘=1

𝑘3 = (𝑛(𝑛 + 1)
2

)
2

. D’où,

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛2 − 1

6𝑛6 (𝑛(𝑛 + 1)
2

)
2

⩽
𝑛

∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) ⩽ 𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛2 .

Comme lim
𝑛→+∞

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛2 − 1

6𝑛6 (𝑛(𝑛 + 1)
2

)
2

= lim
𝑛→+∞

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛2 = 1

2
, d’après le théorème d’enca-

drement,
lim

𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

sin ( 𝑘
𝑛2 ) = 1

2
.

Même chose pour l’autre :

1 − 𝑘2

2𝑛3 ⩽ cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) ⩽ 1 − 𝑘2

2𝑛3 + 𝑘4

24𝑛6

− 𝑘2

2𝑛3 ⩽ cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1 ⩽ − 𝑘2

2𝑛3 + 𝑘4

24𝑛6

− 1
2𝑛3

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘2 ⩽
𝑛

∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1) ⩽ − 1
2𝑛3

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘2 + 1
24𝑛6

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘4

−𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 ⩽

𝑛
∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1) ⩽ −𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 + 1

24𝑛6

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘4

−𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 ⩽

𝑛
∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1) ⩽ −𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 + 1

24𝑛6 × (𝑛 × 𝑛4) ouf !

−𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 ⩽

𝑛
∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1) ⩽ −𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 + 𝑛5

24𝑛6 .

Comme lim
𝑛→+∞

−𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
12𝑛3 = lim

𝑛→+∞
−𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

12𝑛3 + 𝑛5

24𝑛6 = −1
6

, d’après le théorème
d’encadrement,

lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

(cos ( 𝑘
𝑛

√
𝑛

) − 1) = −1
6

.

Exercice 2 – Déterminer le nombre de solution(s) du système en fonction de 𝑚. Si le nombre de solutions
est infini, on précisera le nombre de degré de liberté de l’espace des solutions.

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑚𝑦 + 2𝑧 = 𝑚
−2𝑥 + 𝑦 + (𝑚 − 2)𝑧 = 1
𝑚𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2𝑚 − 1

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction :

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑚𝑦 + 2𝑧 = 𝑚
−2𝑥 + 𝑦 + (𝑚 − 2)𝑧 = 1
𝑚𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2𝑚 − 1

⟺
L2 ← 2L1 + L2
L3 ← 𝑚L1 − L3 si 𝑚 = 0 pas grave ici.
Ça revient à ne rien faire.

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑚𝑦 + 2𝑧 = 𝑚
(1 + 2𝑚)𝑦 + (𝑚 + 2)𝑧 = 1 + 2𝑚
(𝑚2 − 1)𝑦 + 2(𝑚 − 1)𝑧 = 𝑚2 − 2𝑚 + 1

⟺
L3 ← 1

𝑚 − 1
L3 si 𝑚 ≠ 1

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑚𝑦 + 2𝑧 = 𝑚
(1 + 2𝑚)𝑦 + (𝑚 + 2)𝑧 = 1 + 2𝑚
(𝑚 + 1)𝑦 + 2𝑧 = 𝑚 − 1

⟺
L1 ← L1 − L3
L2 ← (𝑚 + 2)L3 − 2L2 si 𝑚 = −2
pas grave ici. Ça revient à ne rien faire.

⎧{
⎨{⎩

𝑥 − 𝑦 = 1
𝑚(𝑚 − 1)𝑦 = 𝑚2 − 3𝑚 − 4
(𝑚 + 1)𝑦 + 2𝑧 = 𝑚 − 1

⟺
L1 ← 𝑚(𝑚 − 1)L1 + L2 si 𝑚 ≠ 0, 1
L3 ← 𝑚(𝑚 − 1)L3 − (𝑚 + 1)L2 si 𝑚 = −1
pareil que pour −2

⎧{
⎨{⎩

𝑚(𝑚 − 1)𝑥 = 2(𝑚2 − 2𝑚 − 2)
𝑚(𝑚 − 1)𝑦 = 𝑚2 − 3𝑚 − 4

2𝑚(𝑚 − 1)𝑧 = 4(2𝑚 + 1)

⟺

⎧
{{{
⎨
{{{
⎩

𝑥 = 2(𝑚2 − 2𝑚 − 2)
𝑚(𝑚 − 1)

𝑦 = 𝑚2 − 3𝑚 − 4
𝑚(𝑚 − 1)

𝑧 = 2(2𝑚 + 1)
𝑚(𝑚 − 1)

Une unique solution : le point pas très beau au dessus.

S𝑚 = {(2(𝑚2 − 2𝑚 − 2)
𝑚(𝑚 − 1)

; (𝑚 + 1)(𝑚 − 4)
𝑚(𝑚 − 1)

; 2(2𝑚 + 1)
𝑚(𝑚 − 1)

) , 𝑚 ≠ 0, 1} .

Si 𝑚 = 0 :

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 2𝑧 = 0
−2𝑥 + 𝑦 + −2𝑧 = 1

𝑦 + 2𝑧 = −1
⟺

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 2𝑧 = 0
−𝑥 + −2𝑧 = 1

𝑦 + 2𝑧 = −1

⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 2𝑧 = 0
0 = 1

𝑦 + 2𝑧 = −1

Le système est incompatible. Il n’a pas de solutions.

S0 = ○/ .

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Si 𝑚 = 1 :

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1
−2𝑥 + 𝑦 + −𝑧 = 1

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1
⟺ { 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1

𝑦 + 𝑧 = 1

⟺ { 𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 + 𝑧 = 1

⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = −𝑧
𝑦 = 1 − 𝑧
𝑧 = 𝑧

⟺ ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

0
1
0

⎞⎟⎟
⎠

− 𝑧 ⎛⎜⎜
⎝

1
1

−1

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

0
1
0

⎞⎟⎟
⎠

+ 𝜆 ⎛⎜⎜
⎝

1
1

−1

⎞⎟⎟
⎠

, 𝜆 ∈ ℝ.

C’est la droite (affine) passant par le point (0 ; 1 ; 0) et dirigée par le vecteur 𝑢⃗ (1 ; 1 ; −1). Un seul
degré de liberté donc.

S1 =
⎧{
⎨{⎩

⎛⎜⎜
⎝

0
1
0

⎞⎟⎟
⎠

+ 𝜆 ⎛⎜⎜
⎝

1
1

−1

⎞⎟⎟
⎠

, 𝜆 ∈ ℝ
⎫}
⎬}⎭

.
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