Devoir surveillé n°4 Correction

Matrices - Suites - Fonctions

Exercice 1 — Soitg: D — R
r > /2—In(x).

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction g.

Correction : Soitz € R :

) x>0 x>0 x>0
g(z) existe <~ = =
2—1In(z) >0 x

Donc, D =10; €?].

2. Donner les limites de g aux extrémités de D.

Correction : Comme In(z) — —oo, alors 2 — In(z) — +oo donc par composition,
=0+ z—0*

g(x) =v/2—In(z) — +oo.

z—0"
La courbe représentative de g admet donc une asymptote d'équation x = 0.
Commentaires : Combien auront pensé a parler de I'asymptote et donner ainsi de la valeur a sa copie 7

De méme en e? : 2 — In(z) — 0 donc, par continuité de la fonction racine en 0,
z—e?

lim g(x) = g(e?) = 0.
z—e?

3. Dresser le tableau de variations complet de g en justifiant.

Correction : Pour tout z € |0; €[, 2 —In(z) > 0 donc g est dérivable sur [0; e*[ et on a :

1
-1 1
T = <0.

T2 2 —In(x) _2my/2—ln(a:)

La fonction g est donc strictement décroissante sur 1.

vz]0; e[, ¢'(z)

Finalement :

Commentaires : [/ est bien siir tout a fait inutile de calculer la dérivée de g pour avoir ses variations mais comme on

en a besoin apres ..
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4. On note I = [1; e]. Justifier que g(I) C L.

Correction : Soit x € 1. Par décroissance de g,
gle)<glr)<g(l) <= 0<1<gl@x)<V2<2<e.

Donc I est stable par g.

Commentaires : La continuité, la stricte monotonie ou encore le théoréme de la bijection sont parfaitement inutiles ici.

5. (a) Enoncer rigoureusement le théoréme donnant 'inégalité des accroissements finis.

Correction : En substance, I'énoncé qui nous intéresse ici :

Soient I un intervalle non trivial et f: I — R une fonction. Si :

(i) f est dérivable sur I,
(i) il existe M € R, tel que |f'| < M sur I,

alors f est M-lipschitzienne sur 1.

1
(b) Montrer que g est §—lipschitzienne sur L.

Correction : D'aprés la question (3), g est dérivable sur |0; e?[, donc sur I et

1 1
Vz el |¢(x)] = < , carx > 1.
9 (@)l 2zy/2 —In(z) 24/2—In(z)
D'autre part, g(I) C I entraine (0 <)1 < g(x) = v/2 — In(x) puis (0 <) T() <1
— In(z
s p 1 1
On en déduit que |¢'(z)| < g X Il = 5"

. 1 _
D’apres I'inégalité des accroissements finis, g est bien i—llpschltmenne sur L.

1
Commentaires : Pour ceux qui se seront essayé a écrire l'inégalité |g(x) — g(y)| < 5 |z — y|, c'est pour tous

x,y € 1 et pas seulement pour 1 et e.

En outre, pourquoi écrire des quotients ?

6. Pour z € D, on note h(z) = 22 + In(z) — 2.
Montrer que g admet un unique point fixe o € 1.
Correction : Somme de In et d'un polynéme, h est dérivable sur D C ]0; o0 et
, 1
VzeD, h(z) =2x+ - >0.
7

Donc h est continue et strictement croissante sur D et en particulier sur I'intervalle I C D.
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D'aprés le théoreme du méme nom, h réalise donc une bijection de I sur son intervalle image

FO) = [n(1);h(e*)] = [-1; &'].
Comme 0 € [—1; ¢*], il admet un unique antécédent « € I par h i.e. tel que h(a) = 0.

Commentaires : Le théoréme de Bolzano suffisait amplement mais a condition de préciser ensuite I'unicité a I'aide la

bijectivité de g.
Subséquemment,
h(a) =0 <= a? +In(a)—2=0
< 2—In(a) =a?
<= V2—-—In(a) =« (stricte croissance de ¢ — % sur R,

= g(a) =a.

La fonction g admet donc un point fixe a € 1. Le raisonnement par équivalences ci-dessus nous
assure que c'est le seul.

On définit la suite (x,,),cy Par zqg €let VneN, z,.; =2 —1In(z,).

7. Montrer que la suite (x,,),c, est bien définie et que tous ses termes appartiennent a I.

Correction : On procede par récurrence. Soit (P,,) : « z,, existe et z,, € I » pour n € N.
Initialisation. Par hypothese, =, € I donc (P) est vraie.

Hérédité. Soit n € N tel que (P,,) est vraie. Comme z,, € I et que I est stable par g (question 4),
alors g(x,) = x,,,, existe et appartient a I, d'ou (P, ;).

Conclusion. Par récurrence, tous les termes z,, existent et sont dans I c'est-a-dire (z,,),,c) est bien
définie.

1
8. (a) Sin € N, justifier que |z, ; — | < B |z, — «l.

1
Correction : D'apres la question (5b), g est §—Iipschitzienne sur I, c'est-a-dire :

1
V(z,y) €2, |g(z) —g(y)| < 3 lz—ul-

Pourz =z, €l et y = a €1, on a directement :

SUOI1DUO4 - S91ING - SIdUIE|N\

1
Znes — 0] < 5l = al.

Commentaires : La fonction g n'étant lipschitzienne que sur 1, il était important de préciser que x,, et

« étaient bien dans 1.

1 n
(b) En déduire que V n € N, |z, —a| < (5) lzg — af <

on—1 :
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, \"
Correction : Définissons (P,,) : « |z, —a| < <§> |zg — a| » pour n € N.

1\ 0
Initialisation. |z, — | = | = zn — «| donc (P,) est vraie.
0 B 0 0

Hérédité. Soit n € N tel que (P,,) est vraie :

5 1z —al

|:Cn+1 - a| < 2

n

" (%)n liio — (d'aprés (P,,))

1
S3
1 n+1
<(3) Mo—al,

donc (P, ;) est vraie.

Conclusion. Par récurrence, (P,,) est vraie pour tout n € N. Enfin, puisque z, € I =[1; e] et
a€cl alors |[zg—a| < e—1<2 dou:

VneN, |xn—a|<<—) |$0—a|<(—> X2= .

(¢) Qu’en déduit-on sur la suite (x,,),cn ?

— 0.

1
Correction : Comme 5 € ]—1;1], alors =

D’apreés le théoréeme d'encadrement ou de de domination ici, |z,, —a| — 0, i.e.

lim z, = a.
n+oo

9. Déterminer N € N tel que xy soit une valeur approchée de o & 1076 pres.

Correction : On cherche N tel que |z — o] < 1076, ce qui est assuré des lors que N1 <1076,
donc on résout I'inéquation :

! <107°°% <« 271 > 10 (stricte décroi dt»—>1 R*)
g1 S > stricte décroissance de 7 sur Ry
< (n—1)In2>61In10 (stricte croissance de In)

<~ nln2>6In5+7In2
6Inb
— n}?—l—% (car In2 > 0).
: 61n10
I suffit de prendre N =1 + Ll + 1112 J (De téte, N = 21..).
n

10. Ecrire une fonction valeur_approchee (k) en langage Python renvoyant une valeur approchée de
a & 107% prés (Pargument k est de type int). On pourra initialiser la suite en prenant z, = 1.
Commenter la fonction de fagon pertinente.
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Correction : Comme précédemment, z,, est une valeur approchée de o & 107% prés dés que
<107F.

2n—1 =3

|z,, — a| < 107F, ce qui est assuré dés que

1| from math import sqrt, log pour utiliser les fonctions racine et In
def valeur approchee(k):
n=20 initialisation du rang de la suite
x n=1 initialisation du premier terme

de la suite
while 1/2%%(n—1) > 10%%(—k): on cherche le premier rang n

tel que 1/2#x(n—1) <= 10xx(—k)
x_n = sqrt(2—log(x_n)) mise a jour du terme de la suite
n+=1

return x n

© 0w 9 O ot e W N

mise a jour du rang
on renvoie la valeur approchée

_=e
=

FHRFHFRFHRFEFHR FHF

(et non le rang n, attention)

Exercice 2 — L’objet de ce probleme est d’étudier quelques propriétés des suites (I,,),,cn €t (J,,)nen

définies par :
1

n = on+1-n’

2
vneN, I :/:L‘”exdx et J,
0

Pour n € N et € R, on pose f,(z) =™ e”.

1. (a) Sin € N, justifier 'existence de L.

Correction : Pour tout n € N, f,, est continue sur [0;2], d'aprés le théoréme fondamental de

2
I'analyse, l'intégrale I, = / f,(x) dx est bien définie.
0

Commentaires : Lorsque n € N, x — x™ n’est pas une exponentielle mais une fonction polynomiale.

De plus, sur une question aussi facile, la moindre des choses est de citer le théoreme fondamental.

(b) Calculer I et I, ainsi que J, et Jy.

2 2 5 1
Correction : Onal, = / z%e® dz = / e® dz = [e”] = e? —1 puis J, = 5(62 —1).
0 0 0

Ensuite, les fonctions z — x et v : z > e étant de classe €' au moins sur [0;2], une
intégration par parties nous donne :

2 2 2
Ilz/xemdxz[:cew] —/ e’ dx
0 v

1
On en déduit J; = Z<e2 +1).

2. Etude de la fonction fo

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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x
(a) Calculer ligl fo(x) puis lim M Qu’en déduit-on sur la courbe représentative de f, 7
T—+00

T—+00 €T

Correction : Les théorémes sur les limites de produits, nous donnent facilement
lim fy(x) = +o0.

T—+00

Les mémes théoremes, pour x € R’ ce qui est assuré pour x dans un voisinage de l'infini, nous

affirme que lim h(@) = lim ze® = +o0.
T—+00 T T—+00

La courbe %, admet donc une branche parabolique de direction (Oy).

Commentaires : J'ai beaucoup aimé tous ceux qui m’'ont parlé d’une asymptote ou tangente (au choix suivant

les copies), verticale a I'infini. On la trace comment svp ?

(b) Dresser le tableau de variations complet de f, sur R, .

Correction : Sur R, f, est le produit de deux fonctions croissantes a valeurs positives donc
croissante.

On dresse alors le tableau de variations de f, avec la limite précédente :

x 0 +00
5() 0 +

+o00
f2 0 /

3. Etude des variations de la suite (J,)),cn-

(a) Soit n € N. Montrer que ¥ z € [0;2], f,(z) < e?2™. En déduire que 0 < J,, <

Correction : Par croissance de la fonction exponentielle, pour tout x € [0;2], alors e® < €.
En multipliant par 2™ > 0, on obtient f, (z) = 2" e® < e?z".

Par croissance de I'intégrale, on peut intégrer cette inégalité entre 0 et 2 :

2 2 33”+1 % e2 2n+1
I z/x"e“”dajg/ ezx”dx:ez[ } = .
0 0

n n+11g n+1

En divisant par 27*!, on obtient bien I'inégalité cherchée

< e’
"Sn41

1)

(b) Quelle est la limite de la suite (J,,),,en ?
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Correction : Comme Vn € N, 0 < J, < et lim

n—+oo N +

d’encadrement, la suite (J,,),,c) converge et on a :

lim J, =0.

n—+oo

= 0, d'apres le théoreme

4. (a) Soit n € N. Montrer que I, ; =2""e? — (n+1)L,.

Correction : Les fonctions z — 2™ et z > e sont au moins de classe ¢! sur [0;2]. Une
intégration par parties s'écrit alors :

2 2
| :/ "t e? dz = [2" ! em]i —/ (n+1)a™ * dx
0 0

2
:2"+1e2—0—(n+1)/ " e® dz
0

=2"le2 — (n+1)L,.

(b) En déduire les valeurs de I, et de Js.

Correction : Grace a la relation de récurrence précédente, on a en particulier

I,=2%e? -2, =4e? —2(e? +1) =2e2 2.

1 _2e2—2_ez—1

5. Pour n € N, on définit la fonction g,, : R — R
T <

(a) Soit n € N. Montrer que V z € [0;2], g,,(z) < 0.

e

Correction : Pour tout = € [0;2], ¢* > 0 et 2™ > 0 donc g, (x) est du signe de g -1
Négatif donc sur [0;2].

Conclusion, Yz € [0;2], g,,(x) < 0.

(b) En déduire que la suite (J,, ), est décroissante.

F. PUCCI
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Correction : Soitn € N. On a :
1 2
JnJrl_Jn:W/o x”“ e‘T d.CC—
1 /2 " (a:
= € —
2n+1 . 2
1 2
0

Or, V z €[0;2], g,,(z) < 0. Par positivité de I'intégrale (ou croissance) on en déduit :

1

Inin —In = ooy

/02 g, () do

Autrement dit, la suite (J,,),,c) est

—1) e” dx

2n+1

2
/ z" e* dzx
0

(par linéarité de I'intégrale)

< 0.

décroissante.

e2

(c) Montrer que, VneN, J, ., = 5
Correction :
2"*2 on obtient :

Soit n € N. D'aprés (4a), I, =2""!e? — (n+ 1)1, donc en divisant tout par

n+1
2

J

ne

1 2n+1 e2
girzintl = onpe — (0 + Dois
s 1
J s = ?—(n—i—l) X 3 X St
e n+1
Jpp1 = —=—— —1.,..
o2
d) En dédui v N, J, > .
(d) En déduire que, V n € N, nZ 53
Correction : D'apres (5b), la suite (J,,),,cp est décroissante. On peut donc écrire :
e n+1
Jpi1 =4, <0 = > "5 J,—J,<0
e n+3
= - J, <0
2 2 "
n+3 e?
>
= > Jp 2 >
o2
= J, = . 3>0
"7 n+3 (n+3>0)
(e) En déduire la limite de la suite (nJ,,),,c\-
Correction : D’apres les questions (3a) et (5d),
e? e?
A N <J <
nen n—i—S\J”\n—i—l

Lycée Jules Garnier
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Correction

Ainsi, en multipliant par n > 0, nous avons :

2 2

e <nd, < e-.
n+3 " T p41
. . n ] N PN )
Comme lim e2 = lim e2 = ¢?, d'aprés le théoréme d’encadrement,
n—+oo n + 3 n—+oon + 1

(nd,,)nen converge et on a :

lim nJ, = e2.

n—-+0oo

6. Une somme infinie ¢

(a) En procédant par récurrence, montrer que :

_ et (§
VneN, J,= 2n+1 ZO k'

Correction : Pour N, on introduit

=m

n
(=Drnte? ($
«dJ, = 2n+1 kg_ k' ».

0

Initialisation. Pour n = 0, on a d'une part J, =

(100 e® (& (=2F L\ /(=2 .\ &
W(Z oo >_7< o °© >_7

La propriété (H,,) est vraie.

Hérédité. Soit n € N tel que (H,,) est vraie : démontrons la propriété (H,,,,). D'apres la

formule de récurrence sur (J,,), on a :

e n+1
Jn+1:7_TJn
€

2 n+1[(=D)"nle? (s (=2)F
2 2 { n+1 2 Ko

(hyp. de réc.) — =

la  propriété (H,)

et d'autre part :

(1=

(-1 =1,

k=0

_@ (D e ({8 (=2F ) |

2 on+2 — k!

—1 n+1 _2n+1 n+ 1) 62 —1 n+1 n+1 ! e2 n —3 k
_D 2<W< fl)' I, CUM et (8 (D

n k=0

B (_1)n+1 (n+ 1) 2 ( 2)n+1 N ( 1)n+1 (n—|— 1)! e2 n (72>k _6_2
B on+2 <n+ 1)! on+2 — k!

n 1
(=) (n+1)! ”* 2
- on+2 .

La propriété (H,,_ ;) a été prouvée.

Conclusion. On a montré la propriété (H,) et que V n € N,
récurrence on a bien :

_ (=Dl &2 [ (—2)F
vV n S [N, Jn = QHT kz_:o k"

(H,) = (H,.,), donc par

-e).
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nl _n n!
(b) Sin € N est tel que n > 3, montrer que — > —. Que peut-on en déduire pour lim — 7
2n 4 n—-+oo 2N
. . o nl _n
Correction : Introduisons la propriété (H,,) : « o > "
Initialisation. Pour n = 3, on a d'une part 3 _6_3 et d'autre part n_3 également
' - Pt 9 =8 7 1 Pty = ’

donc (Hj) est vraie.

Hérédité. Soit n > 3 tel que (H,,) est vraie; démontrons (H,, ;) :

| | |
(n-l—l)._(n-l—l)n._n—I—lX n! >n-l—1>< :n-l—lxz

n
ontl  — 9x9n 2 P 4 4 2k

d’aprés I'hypothése de récurrence.

> 0 on

n 3 - o s n+1
Or, comme n > 3 alors — > 3 > 1, ainsi en multipliant cette inégalité par

n+1l n n+1

btient — —_—
obtien ><2/ 1

. B P 5 o (n+1D)! _n+41

On a bien obtenu I'inégalité au rang n + 1, a savoir ( 2n+1> >y

Conclusion. La propriété (Hs) est vraieet V n >3, (H,) = (H,,, ). Donc par récurrence,
dé é Vo> nn

on a démontré que V n > 3, TR

- . n S N0—R e . .
Enfin, on sait que 1 — 400. On conclut a I'aide du théoréme de minoration :

|

li — = .

(¢) Que vaut lim Z

(-2,

[
n—+oo =0 k
Correction : D’aprés, (6a), on a:

—1)"p! 2
7. = | &2

Comme J,, > 0, cette égalité s'écrit

n! e? | (—2)F
R
n 1
2ntl |~ k!
n! e2 .
Avec T # 0, on obtient enfin :

“ (—2)F 2t 1
Z(k'> —6_2 = 1 2 n_QG_QXWXJn.
o n! e »

! 1
Comme ;—n — +00, alors lim — =0 de méme que lim J, =0.

n—+oo - n——+oo
2TL
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Le théoréme sur la limite d'un produit suffit a conclure lim
n—+oo

k=

o

lim z": (_2>k = o .

+oo (_ )k
s 4 . .
En fin d’année, on notera cette limite E i

k=0
L’année prochaine vous y verrez le développement de exp en série entiére...

. Une telle somme infinie est appelée “série’.

Exercice 3 —

Définition :
— On dit qu’une matrice ligne ou colonne est stochastique lorsque ses coefficients sont tous positifs
et que la somme de ses coeflicients vaut 1.

t stochasti 1>01>01>0t1+1+1—1
essocaszquecarQ/,6/,3/ 62 stz =1

W[ O = o=

Par exemple, la matrice colonne (

— On dit qu’une matrice carrée est stochastique lorsque chacune de ses lignes l'est.
Partie A : Des propriétés des matrices stochastiques

Dans cette partie, on considere n € N*.

L. Soit X = | : | € A, 1(R) et A = (a;5)1<; j<n € #,(R) avec des coefficients positifs ou nuls.

1
Montrer que A est stochastique si et seulement si AX = X.

Correction : Comme ses coefficients sont positifs, A est stochastique si, et seulement si la somme
n

des coefficients de chaque ligne vaut 1. Le coefficient sur la ligne i de AX est Z a;, donc AX =X
k=1
si, et seulement si A est stochastique.

0 1 0 1 1
Commentaires: SiA= |1 0 0], parexemple, A|1|=|1]| mais A#1;!
0 0 1 1 1

)
(g
:I
o
@
10)]
I
n
El
H
@
)]
[
ﬂ
o
S
a
gl
)
S
()]

2. Soient A = (a;)1<; j<n €6 B = (b;;)1<; j<n deux matrices de ., (R).

ij
(a) Soit (i;5) € [1;n]°. Rappeler la formule donnant le coefficient sur la ligne i et la colonne j de
la matrice produit AB.

n
Correction : Le coefficient (3, j) de AB est Zaikbkj.
k=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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(b) En déduire que si les coefficients de A et de B sont positifs alors il en est de méme de ceux
de AB.

n
Correction : Si tous les a;, by; sont positifs, alors E a;by; = 0 d'ou la conclusion.
k=1

(¢) En déduire que si A et B sont stochastiques alors la matrice AB 'est aussi.

Correction : Si A et B sont stochastiques, alors AX = X et BX = X, donc
(AB)X = A(BX) =AX =X.
D'aprés (1), AB est stochastique.

Commentaires : On pouvait aussi le faire a la main avec les sommes sur un rectangle mais c'était moins joli et

pas dans ['esprit du sujet.

Partie B : Un exemple avec les matrices de taille (3, 3)

Dans cette partie, on étudie les suites (z,,),cns (Un)nen €t (2,)nen & valeurs dans R définies par :

1
To =Yy = =, 2o = 0 et, pour tout n € N :

2
Tpt1 = gxn =+ §yn + %Zn
1 1 1
(‘S> : yn+1 = g‘rn + gyn + gzn :

1,1
Zptl = gmn + 6Yn + izn

3

Pour tout n € N, on pose X,, = | ¥,

Zn

3. Montrer que (8) s’écrit sous forme matricielle X, ,; = AX,,, avec A une matrice de .#3(R) que 'on
précisera.

Correction : Ona X, ; = AX avec A =

Matrices - Suites - Fonctions

W= W= Wl
D= Wl N
N~ W O

4. Justifier que la matrice A est stochastique.

Correction : Toutes les lignes de A sont positives et de somme 1. Ainsi, A est stochastique.

12
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11 1
-2 1 3 3 3
5. (a) Onpose Q= |1 1 0 |.Montrer que Q est inversible et que Q! = _% % _%
—1
0 1 -1
11 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3
Correction : On vérifie que Q _% % _% = _% % _% Q = I5. Cela prouve que
0o 1 —1 0 1 -1
11 1
3 3 3
Q est inversibleet que Q"' = | -1 2 _1
3 3 3
0o 1 —1
Commentaires : Quand on vous donne l'inverse, on ne le cherche pas! On vérifie simplement que ca I'est bien
et, petit raffinement, on fait bien attention a ne pas écrire Q1 avant d’avoir prouvé que QQ était inversible et
on n'écrit pas, par exemple, QQ~! = ....

1 0 0
(b) En déduire que A =QDQ tavecD= [0 0 0
00 4%

Correction : Puisqu'on nous donne tout, il suffit de calculer QDQ ™! et de trouver .. A. |

6. Démontrer que pour tout n € N, on a X,, = QD"Q !X,

Correction : Par récurrence sur n € N, on montre que X,, = A"X, = QD"Q'X,. |

7. Soit n € N*.

(a) Exprimer X,, en fonction de n.

10 O
Correction : La matrice D étant diagonale, on obtient directement D* = [0 0 0 |
00 (5)"
1, 1(1\®
3 st2(5)
puis par produits, en remarquant que X, = % , X, = %
1_1(1\"
0 33 (5)

(b) Montrer que le vecteur X, est stochastique.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction Devoir surveillé n°4

, donc z,,, v, et z, sont positifs et on a

1 /71\" 11
Correction : Pour tout n € N, 3 (—) < 76 <

W =

xn + yn + Zn =1
On en déduit que X,, est stochastique.

Commentaires : Pour invoquer le produit de matrices stochastiques sachant que A et X I'étaient, il fallait le

démontrer par récurrence. C’est plus long.

8. Prouver que (2,,),ens (Un)nen €6 (2, )nen convergent respectivement vers des limites que I'on notera

l,, fy, l,.
C ti O li li li L 1 <1d
orrection : On a lim x, = lim = lim z = — par somme, car |— onc
n—-+oo n n—+oo yn n—-+0oo n 3 P 6
lim ()" =0.
n—+oo (6)
£,
9. Prouver que L = | £, | est stochastique et calculer AL.
£,
1
3
. - 1 . .
Correction : Ainsi, L = = est clairement stochastique, et on trouve AL = L.
1
3
Commentaires : Bien siir, on pouvait aussi calculer le produit AL mais c'était renier la question 1.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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