Suites récurrentes Feuille d’exercices n°19

Sudtes récurrentes |

I/ Comportement asymptotique

. . . 2®..8 ) Uy = 0
Exercice 1 : La suite (u,, ),y est définie par : {Un+1 _ 3T
1. Démontrer que pour tout naturel n, 0 < u,, < 4.
2. Prouver que la suite est strictement croissante.
3. En déduire que (u,,),,c) €st convergente.

Exercice 2 :

L. Soit (u,),
convergent.

,, une suite réelle (ou complexe) telle que les suites (Uan ), cps (u2n+1)n€N et (usn), ),

Montrer que (u,,) converge.

2. Soit (u,,),

neN
une suite réelle croissante telle que la suite (uy,) _ converge.

N eN

Montrer que (u,,) converge.

neN

Exercice 3 : Soit a un réel strictement positif.

Un peu d’histoire : Les babyloniens (2000 avant J-C) ont, semble-t-il, utilisé comme approzimation

1 a
de v/a la quantité 3 (b + 7) ou b est un nombre arbitraire, en pratique proche de \/a, par exemple sa

partie entiere. Le procédé peut étre itére. (Cn
;l
On définit les deux suites : 3
(b, est arbitraire, élément de |Va;+oo] R
(@]
a c
a, = —
<" b =
0]
=
ﬁ
0]
w

1. Montrer que Vn € N, a,, < Va < b,
2. Montrer que les suites (a,,),,cn €t (b,,),en SONt convergentes.
3. En déduire que (a,,),c, converge vers a = \/a.
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Correction :

2 2@ anc . a Q2 g
1. Par récurrence sur n € N, on a by > v/a par définition puis a, = ™ < = v/a. La propriété est

0

Sle

initialisée.
Pour I'hérédité rapidement, en supposant qu'il existe un rang n tel que a,, < v/a < b,,, on remarque
d'abord que b,, > 0 puis
b 2
i1 —Va = (bn = va)© > 0. (XVIIL1)

’ AY Cl/ a/
D’ou, an}\/aetanH:b—g%
n+1

L'encadrement est donc vrai pour tout n € N.

a, +b a, —b , ot
2. (@) by —b, = % —b, = =2 > ™ < 0. Donc (b,,),,cn est décroissante. Minorée par \/a,
elle converge vers un réel 3 > \/a. Remarquons que [3 est strictement positif.
a a
(b) api1 —ay, = T > 0. Donc (a,,),,c) €st croissante. Majorée par v/a, elle converge vers
n+1 n

un réel a < V/a.
3. Il en résulte que (a,, ),y converge vers une limite a et (b,,),, ) vers une limite 3.

En passant a la limite dans les relations définissant (a,,),,c €t (b,,),cn, On obtient :

et a:a;—ﬁ@azﬁ.

I e

D'oll B2 =a avec >0 a = = Va.

Prenons |'exemple de a = 2, en partant de b, = 2.

On obtient successivement :

a, = 1 1.333333333 1.411764706 1.414211438 1.414213562

n

b, = 2 1.500000000 1.416666667 1.414215686 1.414213562

n

1| def heron(a,p):

2 U = 2 # premier terme quelconque strictement plus grand que sqrt(a)
3 delta =1

4 n=20

5 while delta >= 10%%(—p):
6 prec = u

7 u= 0.5 % (u+ a/u)
8 delta = abs(prec — u)
9 n+4+=1

1o

11 return u,n

La convergence est trés rapide. Le nombre de décimales exactes croit exponentiellement avec n :

R 1 )
A partir de (XVIIL1), on a facilement, Vn € N, b,,; —a = 3/a (b, — \/5)2, ce qui signifie que d'un
a

terme a l'autre, le nombre de décimales correctes double. On dit que la convergence est quadratique.

!
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Exercice 4 : Soient uy > 0 et v, > 0. On considere les suite (u,,),,cn €t (v,,),cn définies par :
1 (u, +v.) " 2 1 o 1
u = - (u (Y ® = — —
i 2" " Un41 Unp, Un

1. Montrer que Vn € N*, uw,, > v,,.
2. Montrer que les suites (u,, ),cn €t (v,)nen SONt convergentes.

3. Déterminer lim w,,.
n—oo

Correction : Par récurrence immédiate, on a Vn € N,u,, > 0 et v, > 0.

U, + v 2u,,v (u, —v,)?
vneNwu, ,—v, ;=———"— 20 — 0 W >0 douVneN,u >uv.
» Yn+41 n+1 9 un+vn 2(un+vn) = y Um = Yn
Par conséquent :
U, +v v, — U L.
— VneN u, ; —u, = %—un = % <0 : (uy,),en décroit.
2u,,v (u,, —v,)v
— VneNy [ —v, =—22 —p =" >0 (v croit.
» Yn+1 n un+vn n un+vn = ( n)nGD\l

On a donc Vn € N*, vy <wv,, <u, : lasuite (u, ),y étant décroissante et minorée, elle converge vers
un réel a.

De méme Vn € N*, ug > u,, > v, : la suite (v,),,c\ étant croissante et majorée, elle converge vers un
réel b.

a-+b

Onaa:Tetb: soit @ = b.

a+

On peut remarquer que Vn € N, u,v,, = uyvy.

Par conséquent, en passant a la limite, a2 = uyv, et lim w, = lim v, = J/u,o,.
q p 0™0 n—-+oo n n——+oo n 00

1
14w,

Exercice 5 : On considére la suite (u,,) _, définie par uy =1et Vn €N, u, =

L. Justifier que la suite (u,,) _ est bien définie.

2. On souhaite montrer que les suites (w,, = ug,) _, et (ty, = Ugpst) .,y Sont adjacentes :
n

(a) Montrer que la suite (w,,) _ est décroissante et que la suite (t,,) _ est croissante.

(b) Montrer que pour tout n € N,

1
’wn-&-l - tn+1‘ < Z |wn - tn| o

(c) En déduire que les suites (w,) _ et (¢,) _ sont adjacentes.
3. Montrer que la suite (u,,) _ est convergente.

et en déduire la limite de la suite (u,,)

p y . .
4. Résoudre I’équation = = 1 N

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II/ Suites récurrentes

Exercice 6 : Dans un repere, représenter les suites suivantes :
. {uoz—l ) {u0=0,1 , u0=54 1
‘ _ : _ _ . W, =
Upt+1 = 2+ Up, Upy1 = 2un(1 un) Upi1 = —un 9
Correction :
1.
),5 +
|
!
=0,1 1
I
| 3.
1
| _— |
7 |
I
2. LT i
: !
// 1 Uy =5
v

Exercice 7 : On considere la suite u définie par la récurrence :
VneN wu,, 4 =u,+2u,”> et uyyeR:

Justifier que (u,,),,cy tend vers +oo.

Correction : La fonction associée f : x > x + 222 est croissante sur I'intervalle stable R* donc la suite
(ty,) pen €St définie, monotone puis croissante.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Si elle était majorée, comme f est continue, elle convergerait vers un point fixe de f qui n'en a pas dans
*
R% .

Donc (u,,),cn N'est pas majorée et elle diverge vers +o0.

Exercice 8 : Soit (u,,), )y la suite vérifiant uy = 9 et pour tout n € N,u,, ., = /6 + u,,.

On définit la fonction f par f(x) = v/6 + 2 pour x > 0.
1. Montrer que [3;+00] est stable par f. Qu’en déduit-on ? Donner les limites possibles de (u,, ),,cp-

2. Montrer que (u,,),cy €st décroissante et conclure sur la convergence de (u,,),,cp-

1
3. Calculer sup (f’) et en déduire que pour tout n € N, 0 < u,, —3 < Gt
[35+00]

4. Convergence de (u,,),en ?

Correction :

1. Par composition des fonctions usuelles, f est clairement croissante sur [3; +o0[. La suite (u,,),,c
est donc correctement définie.

Comme f est continue sur [3; 400, toute éventuelle convergence de (u,,),,c se fera vers un des
points fixes de f dans [3;+oco[. En écartant —2, le seul possible est 3.

2. Par croissance de f, la suite (u,,),,c €st monotone. Avec u; = /6 +uy = V15 < 9 = uy, elle est
décroissante.

Minorée par 3, elle converge.

D’aprés la question précédente, on en déduit lim w, = 3.
n—-+0oo

3. La fonction f est dérivable sur |—6; +oo[ donc sur [3;+o0] ot l'on a :

1 1 1
= < =- = Vze[3;+o00[, |f(z)| <
s 35-+ocl, I @)
Pour tout a,b de [3;+00], f est continue sur [a;b] et (au moins) dérivable sur Ja;b[. D'apres

I'inégalité des accroissements finis, on a alors :

0< f(z)

| =

1
170) ~ Fla)| < 5 b—al.
En appliquant cette inégalité a [3;u,,_;] C [3;+00], on obtient finalement :
1 1
lu,, — 3| < 6|u”_1_3| = 0<u,—3< 6(“n—1_3)-

Une récurrence immeédiate entraine

1
gn—1 :

. 1
VnED\I,]un—Slgﬁ—nmo—B]:

1
4. Comme 0 < G <1, lim =0 puis lim u, =3.

n—+oo 671 n—-+oo

L'avantage a précédemment est que I'on peut, cette fois, gérer |'erreur commise en calculant u,,.

J i

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Suites récurrentes

Exercice 9 : Etude compléte de la suite (u,,),,c définie par 1
Upi1 = 1+ ui
n

Correction : On pose donc f : = +— 14 —. La fonction f est dérivable sur R*, de dérivée
x
1 S
f'(x) = ——5 < 0. Elle est donc strictement décroissante sur | — oo ;0[ et |0; ool.
75
. 14z — 22 r—x)(x—=x . 1—\/5 —I-\/g
Par ailleurs, f(z) —z = = _ ) ( 2>, oury =————etxy, = sont les
. . T a3 2 2
points fixes de f.
On résume tout cela dans un tableau de variations :
z —00 Ty 0 3 T 2 +00
e - - - -
1 400
\ ™~ é Y
3~
Y x
f Ty 2 ~3
\ 2 \
—00 1
fl@) —a + 0 - + 0 —
2 1+ Y - —"——"—- —
| |
| - |
I —
I
1 T 1
I
I
|
I
1 :1;’2
0 I I
0 Up Uz Us 1
Figure XVIII.1 — Premiers termes de la suite (u,, ), définie par ug =1 et Vn € N,
1
Upi1 = Il4p =
. J
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On constate que la suite semble converger vers z,, reste a le prouver rigoureusement.

1. Commencons par chercher un intervalle stable intéressant pour |'étude de notre suite. L'intervalle
naturel semble &tre [1;2], les deux premiers termes de la suite étant respectivement égaux a 1 et 2,
mais cela pose des probléemes ultérieurement pour la majoration de la dérivée, alors on prendra plutot

3
Bien siir, u, n'appartient pas a cet intervalle mais ce n'est pas trés génant.

Vérifions que I est stable par f:

Sur I, f est décroissante et on a f (2) = —, f(2) = = donc

I est stable par f.

2. On démontre alors facilement par récurrence que, ¥ n € N*, u,, € I. L’hérédité étant immédiatement
induite par la stabilité de I par f.

3. De plus, sur notre intervalle I, on peut majorer la valeur absolue de la dérivée de f:

Vel |f(@)]<g <L

4. On peut alors appliquer I'inégalité des accroissements finis en prenant = = u,, et y = zy [},

On obtient :
4 4
$) = F(@0)| < Shty =2l > s = F(@2)| < 5t 5]
5. Les derniéres étapes sont alors toujours les mémes :
4 n—1
(a) On prouve par récurrence que Vn € N*, |u,, — x5] < (§> lu; — x5]-

n—1
(b) Comme lim <7) = 0 et |u; — xz,| est borné, le théoreme d’encadrement assure que
n—+o0o

nkgloo lu,, — x5 =0 ie.

. 1+v5
lim u, =2y = ————.

n—+0o 2

Remarquez bien que la fonction f était décroissante donc, sans |'inégalité des accroissements finis, nous
aurions dii étudier les suites extraites d'indices pair et impair en espérant prouver qu'elles étaient adjacentes.
L'inégalité des accroissements finis nous a donc épargné un fastidieux et incertain travail.

Exercice 10 : Etudier la suite (u,,), o, définie par uy > —1 et Yn € N, u,,; = In(1 +u,).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction : Posons f: z+—In(l+z) et g: x + f(x) — x définies sur | — 1; +o0o[ et dérivables.

Une rapide étude de fonction, montre que :

P _ X
g'(z) T2
z —1 0 +00
g (x) + 0 -

g m/o\m

+0o0
f o/
—

En particulier, Vo €] — 1;400[, g(x) < 0 et 0 est le seul point fixe de f.

1. Siuy >0 comme Vx>0, f(z) =1In(l+z) > 1In(1) =0, I'intervalle I =]0; +-00][ est stable par f.
La suite (u,,),cn est définie et est strictement positive.

Comme Vz €1, g(z) <0, la suite (u, ),y est décroissante et minorée par 0 donc converge.

Comme f est continue en 0, la suite (u,, ),y converge donc vers son point fixe 0.
2. Siug =0, la suite (u,,),,c) est constante.
3. Il reste donc a étudier le cas ou u, €] —1;0].

Montrons par |'absurde qu'il existe un rang n, tel que u, < —1.

En supposant le contraire, Vn € N, u,, > —1. La suite (u,,),cy est donc a valeurs dans | — 1;0]
et strictement décroissante. Etant minorée par —1, la suite (u,,),,c converge vers un certain réel
¢ € [—1;0[. Le cas ¢ = 0 est exclu par stricte décroissance de (u,,),,c\-

Il reste donc deux cas :

— Soit £ €] — 1;0][ et par continuité de f, la suite ne peut converger car f ne posséde pas de
point fixe dans cet intervalle d’ol une contradiction.

— Si ¢ = —1alors il existe un rang N tel que uy < —0,9.

Mais alors, uy,; < In(—0,9+1) >~ —2,3 < —1 ce qui constitue de nouveau une contradiction.

En conclusion, il existe un rang n tel que u,, < —1 et la suite (U, ) pen N'est pas définie a partir
d'un certain rang.

En résumé,
1. si ug €]0;+00], la suite (u,,),cn est strictement décroissante, convergente vers 0,
2. si uy =0, la suite (u,,),,c est constante,
3. et siug €] —1;0], la suite (u,,), ey n'est pas définie a partir d'un certain rang.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 11 : Etudier la suite (w,, ) pen dans chacun des cas suivants :

l.ugeRet VR eN, u,, , =sinu,. 2. upg eRet VneN, u, ; =cos(uy,).

Correction :
1. (a) Pour tout choix de ug, u; € [—1,1]. On supposera dorénavant que u, € [—1, 1].
(b) Siug =0, la suite (u,),cy est constante.
(c) Siug € [—1;0], considérons la suite u” définie par ug = —ug et Vn € N, u;, ., = sin(u,,). La

fonction x > sin z étant impaire, il est clair par récurrence que Vn € N, u,, = —u,,.

On supposera dorénavant que u, €]0,1].
Puisque ]0,1] C ]0; g] on a sin(]0, 1]) CJ0, 1] et I'intervalle I =]0, 1] est stable par f.
Ainsi, si u, €]0,1], alors, Vn € N, u,, €]0,1].

Pour x € [0, 1], posons g(z) = sinz—x. g est dérivable sur [0, 1] et pour x € [0,1], ¢’(x) = cosz—1.
g’ est strictement négative sur |0, 1] et donc strictement décroissante sur [0, 1]. On en déduit que
pour z €]0,1], g(z) < ¢g(0) = 0.

Mais alors, pour n entier naturel donné, u,, ; = sin(u,,) < u,,. La suite (u,,),cy est ainsi strictement
décroissante, minorée par 0 et donc converge vers ¢ € [0, 1].

La fonction x > sin x est continue sur [0, 1] et donc, £ est un point fixe de f. L'étude de g montre que

f a un et un seul point fixe dans [0, 1] a savoir 0. La suite u est donc convergente et lirf u,, = 0.
n—-+oo
L'étude préliminaire montre la suite (u,,),,c) converge vers 0 pour tout choix de .
T

2. Si ug est un réel quelconque, uy € [—1,1] C {—g ; 5} puis u, € [0, 1].

On supposera dorénavant que u, € [0, 1].

On a cos([0,1]) = [cos1,cos0] = [0,504...,1] C [0,1]. Donc, la fonction x + cosx laisse stable
I'intervalle I = [0, 1].

On en déduit que Vn € N, u,, € [0, 1].

Pour x € [0, 1], on pose g(z) = cosx — x. g est somme de deux fonctions strictement décroissantes
sur [0, 1] et est donc strictement décroissante sur [0, 1].

De plus, g est continue sur [0, 1] et vérifie g(0) = cos0 > 0 et g(1) =cos1 —1< 0.

D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones g
s’annule donc une et une seule fois sur [0, 1] en un certain réel .

S91ua4iNdaJl SaHNg

Ainsi, f admet sur [0,1] un unique point fixe, a savoir a.. Puisque f est continue sur le segment
[0, 1], on sait que si la suite (u,,),,cy converge, c'est vers .

La fonction f: x > cosz est dérivable sur [0, 1] et pour z € [0, 1],

|f(z)] = | —sinz| < sin(1) < 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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L'inégalité des accroissements finis montre alors que
V (z,y) € [0,1]%, | cosx — cosy| < sin(1)|z — y|.
Pour n entier naturel donné, on a alors

U1 — o] = [f(u,) — fla)| <sin(1)|u, —af,
et donc, pour tout entier naturel n,

[y, = al < (sin(1))"ug — ] < (sin(1))",
Comme 0 <sinl < 1, la suite (sin1)” converge vers 0, et donc la suite (u,,),,cy converge vers a.

Remarques :

— On peut noter que puisque la fonction x  cos x est strictement décroissante sur [0, 1], les deux
suites (Uay, )pen €t (Uapi1)nen SONt strictement monotones, de sens de variations contraires
(dans le cas ou u, € [0, 1].

In(1072)
In(sin 1)
Uy, est une valeur approchée de v 3 1072 prés. La machine fournit a ~= 0,73 ... (et méme
facilement o =~ 0, 739087042 ...).

— On peut noter également que si n > = 26,6..., alors (sin1)"” < 1072. Par suite,

y
Exercice 12 : Etudier la suite (u,,),,c, définie par ug € R et Vn € N, u,,; = u2 — 2u,, + 2.
Correction : Pour z € R,
?—2r4+2=212>-3r+2=0(z—1)(z—2)=0&z=1ouz =2
Dong, si la suite (u,, ), converge, ce ne peut étre que vers 1 ou 2.
Pour n € N,
Upiy — Uy = (U2 —2u, +2) —u, = (v, — 1)(u, —2) (XVIIL.2)
Upsy — L =u2 —2u, +1 = (u, — 1) (XVIIL.3)
Upyq — 2 = u2 —2u, = u,(u, —2). (XVIII.4)

1°" cas. Siuy =1 ou uy =2, la suite (u,, ),y €st constante.
2°m¢ cas. Siowy, €]1,2[, (XVIIL3) et (XVIIL4) permettent de montrer par récurrence que
VneN, u, €]1,2[.

(XVIIL.2) montre alors que la suite (u,,),,c) €st strictement décroissante.
Etant minorée par 1, elle converge vers un réel £ € [1,u,] C [1,2].

Dans ce cas, la suite (u,, ), converge vers 1.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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3°m¢ cas. Siwu, €]2,+00[, (XVIIL.4) permet de montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 2.
Mais alors, (XVIIIL.2) montre que la suite (u,,),c) €st strictement croissante.
Si (u,,),cn converge, c'est vers un réel £ € [ug, +00[C]2, 400l

n'ayant pas de point fixe dans cet intervalle, la suite (u iverge et, (u étant strictemen
'ayant pas d t fixe d t intervalle, la suite (u,,),c diverge et, (u,,),c, étant strictement

croissante, on a lim wu,, = +o00.
n—-+4oo

4°m¢ cas. Siug €]0,1[, alors uy = (ug — 1)% 4+ 1 €]1,2[ ce qui raméne au deuxiéme cas.

La suite (u,,),cp converge vers 1.
58M€ cas. Siwu, =0, alors u; = 2 et la suite (u,,), ) est constante & partir du rang 1.

Dans ce cas, la suite (u,, ),y converge vers 2.
6°M¢ cas. Siuy <0, alors u; = u? — 2u,, +2 > 2, ce qui raméne au troisiéme cas.

La suite (u,,),cn tend vers +oo.

En résumé, si ug €]0, 2], la suite (u,,),cn converge vers 1, si u, € {0,2}, la suite (u,,),,c) converge vers
2 et si uy €] — 00, 0[U]2, +00], la suite (u,,),cy tend vers +oo.

III/ Suites récurrentes linéaires

Exercice 13 : Dans chacun des cas suivants, calculer u,, pour tout n € N sachant que :

1 {uO—O,ul—l n {uo—O,ul—l

Upyo = Uy — 2uy, Upio = 10u, ; —21u, + 12n

5 {uozl,ulzl 5 {uozl,ulz?,

- _ — 9,3
Uy = =2y g — 2u Uy Uy = 2y 4

=1, u; =2
3. {“0 “1

Upi2 = 5un+1 - 6un +2

n

Correction :

1. Cette suite est récurrente linéaire d'ordre 2.
L'équation caractéristique E_ est 72 — 37 + 2 = 0 dont les solutions sont 1 et 2.
D’aprés le cours, il existe k; et k, tels que :

VneN, u,=k1" +ky2".
UOZO — k1+k2=0 — klz_l

vVnelN, wu,=2"-—1.

n

En conclusion,

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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3im

2. E,:r? = —2r —2 a pour solution —1 +i = V2et T

D’apres le cours, il existe k; et k, tels que :

3n 3
VneN, u,=(V2)" (klcosTﬂ—l—stin%).

En conclusion,

VneN, u,=(/2)" <cos?)7gi7r+2$1n??r>.

3. Cette suite n'est pas récurrente linéaire a cause du +2. On va donc appliquer une méthode proche
de celle employées avec les équations différentielles :

— Recherche d’une solution particuliére («,,).

On cherche une solution particuliere sous la forme d’une suite constante Vn € N, «,, = A.

VneN, a«a,.=5x,.—6uq,+2 < A=5\—06\+2
= A=1

La suite (a,) constante égale a 1 vérifie |a relation :

vVneN, «,.,=>5x,, —6a,+2

— Recherche de la solution homogeéne i.e. la solution de Vn € N, v, o, =5v,,, —6v,
qui est une suite récurrente linéaire d'ordre 2.

E, : 72 = 5r — 6 a pour solutions 2 et 3.
D’apres le cours, il existe donc k; et k, tels que :
VneN, u,=Fk2"+ky3".
— Solution générale :

VneN, u,,o=>5u,—6u,+2
= du, . — bu,, + o, ., —Sa, , + 6,

= VneN, u,o—0a,,=>5u,1—0o,)—6(u, —a,)

= VneN, (u—a),0=5uu—a),,; —6u—a,

<= Tk, bk eRVneN, (u—a),=Fk2"+ k3"
= Tk, eRYnEN, u,=k2" +k3"+a,
<= Jk,ky €R,VneEN, wu,= k2"+k3" + 1
S

P N I. part.
sol. gén. rel. homogene el [T

— Recherche de la suite vérifiant les conditions initiales :

— —
u1:2 2k1+3k2+1:2 k2:1

.
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Bilan: VneN, wu,=3"—-2"41.
4. Cette équation n'est pas non plus linéaire.

(a) Solution particuliére :

On cherche une solution particuliére sous la forme d'une suite affine en n : o, = An + p.

2
On trouve : a,, = n + 3

(b) Solution homogéne de v, , = 10u,  ; —2lu,
E, : 72 = 10r — 21 a pour solutions 3 et 7

D’apres le cours, 3k, ky €R, VR € N, u,, = k;3" + k7"
(c) Sol générale :

2
La suite recherchée est donnée par Vn € N, wu, = k3" + k7" +n + 3 avec ki, ky € R.

(d) Conditions initiales :

I
Uy = 2= 3

™ 2
En conclusion, Vn € N, u,, =—3" + 3 +n+ =
5. L'idée est de linéariser car au logarithme.

— On démontre par récurrence que Vn € N,u,, > 0.
— On peut alors poser v,, = In(u,,) pour obtenir :

VneN, In(u,u, ) =In2ul )

Uy +Vppo =In2+3v,,,.

— Le méme raisonnement que précédemment conduit alors a :

VneN, v,=k (3+\/5> + ks <3_\/5> —In2.

" 2 2

— On en déduit :

1 n . n
vVneN, Up = 5 €XP <k:1 (3_‘_2\@) + ky (3 2\/5> >

— Les constantes k; et k, sont déterminées par les conditions initiales. On trouve :

ky = 11112—1— é(21r13—1r12) et ko= 11112—6(21n3—1n2).

2 10 2 10
1 1 1

Exercice 14 : On considere la matrice A = 1 0 0 |.
1 00

1. Calculer A2 et A3.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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2. Justifier 'existence de deux suites réelles (o) et (5,,) telles que :
Vne N, A" = a, A + §,A2.

Déterminer les réels «,, et f3,, en fonction de n.

Exercice 15 (Suite de Fibonacci bis) : Soit (F,),c\ la suite définie par Fy =0, F; =1, et

—

. Calculer F,, pour tout entier n.
. Montrer que VneN, F2 , —FF, ,=(-1)"

[\

Fn+1

w

. Montrer que la suite ( > converge, et déterminer sa limite.
n>1

n

n n
. Montrer que Vn € N, Z <Z) F,=F,, et Z(—l)k <Z> F,=-F,.
k=0

k=0

S

Correction :

14++5 1-+/5
2

, le nombre d'or et p =

ot

1. (E.) : 7> =7+ 1 dont les solutions sont ¢ =
Donc il existe deux constantes, « et 3 telles que :

VnelN, F, =ap"+ [o".

« et 3 sont déterminés par les conditions initiales :

1
Fo=0 =0 =
0 _, (ath = \/51
F,=1 ap+ fo=1 —

V5

(
( En conclusion,
o n n
1 1 1—
! vneN, F,=— +VE) AN
{ NG 2 2
5 2. Par récurrence :
: — Supposons qu'il existe n € N tel que F2 ., —F F, ., = (—1)".
4
“ Alors F2 o —Fp 1 Frg =Fa o —Fopy (Fry +Fpp)
u = F%+2 - FEL-‘:—I - Fn+1Fn+2

= F%+2 - [(_1)n + FnFn+2] - Fn+1Fn+2 (HR)

= (_1>n+1 + Fn+2 [Fn+2 - Fn - Fn+1:|
=0
— (_1)n+1

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Feuille d’exercices n°20

3 wns1 Fun _ap™4gp"H o o+ 8@/
-~ F, ap™ + fp" o™ [a+ B8 (@/0)"]
a+B(@/e)""
a+B(@/e)"
Comme @/p € |—1;1], Frin —

n

4. o et P sont solutionsde r2 =7+ 1, donc > =1+ et 3> =1+

D'od, VneN, Y <”>
k=0 k

k=0

F, :i (Z) (ap® + Bo*) =

()w % ()

=a(l+e)"+B(1+p)" )"+ B(@*)" = ap?™ + Bp*"
F2n

" [(n

Donc, Vn €N, ;)(k>Fk F,,
1+v5  _
l—p=1- =9
Dans la méme idée, on a : B 1_2\/5 et f=—
l1—-p=1-— 5 =

n
D'ot Vn € N, Z(—

) (Z) Fo= Y (-1 (’;) (gt + 57) = a3~
k=0

% (Z) B (-
k=0

ox

k=0 k=0
=a(l—¢)"+B(1—9)" = ap" + Be"
— 62" + ap”]
_Fn
2 n
Donc, Vn €N, ;(—M <k> F,=—F,
W
wn
El
H
(@)
)]
*
(e
(@]
c
*
q
(@)
=
ﬁ
(@)
)]
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