Polynomes Feuille d’exercices n°20

Folynémes

Exercice 1 : Soient p et ¢ dans N, et P = (1 +X)?, Q = (1 + X)9.
Calculer de deux manieres différentes le terme en X" du produit PQ.

Quelle relation peut-on en déduire ?

Correction : Soit n € N.

P+q

1. Comme (1 + X)P(1+ X)? = (1 + X)P*9 le terme de degré X" est ( ) d'apres la formule du

binbme.
2. Soit (a,)nen €t (b,)nen les coefficients de P et Q respectivement et (c,,),,cn ceux de PQ. On a:

“geon =5 () (014

Finalement, V7 € N, (p + q) Z < > ( k) Identité dite de Vandermonde.
=0

Exercice 2 : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynomes suivants :
1. P (X) X3 —(X—2 —i—i)2

2. Py(X H (2X*k — k), ott n € N*
k=1

3. Py(X) = (X +1)2020 — (4X2 + aX)mlO, ol a € R.

Exercice 3 : On considére la suite (T,,) _ de polynomes définie par :

TO = 1’ Tl :2X,
VneN, T,,,=2XT, ,, —T

ne

Ces polynomes sont appelés polynomes de Tchebychev de premiere espece.

Expliciter T, et Ts.

Déterminer le degré du polynome T,, ainsi que son coefficient dominant.
Etablir que pour tout n € N et tout 8 € R, on a T, (cos @) = cosn.

En déduire les valeurs de T, (1).

Pour n € N*, déterminer les racines de T, appartenant a l'intervalle [—1;1]. Combien y en
a-t-i1? Qu’en déduire ?
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Exercice 4 : Déterminer les polynémes :

1. P,Q € R[X] tels que Q? = XP2. 3. P € R[X] tels que P"? = 4P
2. P,Q,R € R[X] tels que P2 — XQ? = XR2.

Exercice 5 (Exponentielle d’'une matrice nilpotente) : Pour A € .#, (K) matrice nilpotente donnée,

on pose :
k

A
exp(A) = Z —, la somme étant finie. (XIX.1)
k!
k>0
1. Montrer que si A et B commutent et sont nilpotentes alors A + B est nilpotente.
En déduire que exp(A + B) existe et que
exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

2. Montrer que exp(A) est inversible et donner son inverse.

0 1 0 .. 0
3. Calculer exp(A) ou A = 0
0 .. .. 0

4. On supposera que la définition (XIX.1) se généralise & une matrice quelconque.

Calculer exp(M) pour les quatre matrices suivantes :

a 0 0 0 a b 01 Lo
00|, ool o)yl
00 ¢ 000

5. Chercher un exemple simple ou exp(A + B) # exp(A) x exp(B).

Correction :

1. Soient p I'indice de nilpotence de A et ¢ I'indice de nilpotence de B. Puisque A et B commutent, la
formule du bindme de NEWTON fournit

L PE ptg—1 e
(A+B)p+q 1_ Z . AkBpta—1-k
k=0

Dans cette somme,
» si k> p, AF =0 et donc AFBPta—1-Fk =

»sik<p—1lalorsp+q—1—k>qetencore une fois BPti—1=Fk = (.
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ptg—1

=1l

Finalement, (A + B)Pt4~1 = Z <p +Z >A’“Bp+q1k = 0 et A + B est nilpotente d'indice
k=0

inférieur ou égal a p+q — 1.

Les sommes définissant exp(A), exp(B) et exp(A +B) sont finies car A, B et A+ B sont nilpotentes
et

+00
exp(A + B) = Zk' (A +B)* Z > L pipd

k=0 i+j=k 'j|
+00 1 +00 1
—A° Z —B7 | (toutes les sommes sont finies)
il =

= exp(A = x exp(B).
2. Si A est nilpotente, —A I'est aussi et commute avec A.

Donc exp(A) x exp(—A) = exp(A — A) =exp(0) =1

n-

exp(A) est inversible 3 gauche et, facilement 3 droite, donc inversible et (exp(A))~! = exp(—A).
3. Les puissances de A sont bien connues et on trouve immédiatement

p L1 !
1 2 (n—1)!
0 :
o 1
exp(A)=| + ™ o
1!
0 . .. 0 1

Exercice 6 : Déterminer tous les polynémes P tels que :

P(2) =6, P’(2) =1, P”(2) = 4, et ¥n > 3,P"™(2) = 0.

Correction : Soit d le degré du polyndme. On a nécessairement d > 2 sinon P” serait nul. g
D’apres la formule de Taylor : §
P (@)
P(™(2)

P = (X —2)" 3
7;) e @
, P”(2) 2 @

=P2)+P(2)(X—-2)+ 51 (X—=2)*+0

:6+(X—2)+%(X—2)2

=6+ (X—2)+2(X —2)?
P =2X2 - 7X +12.

'
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Polynomes

Exercice 7 : On pose A = ( _12 g )

1. Vérifier que A2 —6A + 91, = 0

2. En effectuant la division euclidienne de X" par un polynéme bien choisi, déterminer une

expression de A™ pour tout n € N.

Exercice 8 : Effectuer la division euclidienne de A par B :
1. A=2X*—-3X34+4X?2 -5X+6; B=X%2-3X+1

2. A=2X%>_-5X3—-8X;B=X+3

3. A=iX3+X?—iX;B=X—-1+i

4. A=X+iX3 42X -3 B=(1—9)X2 +iX + 1+
Correction :

1. A=2X*—-3X3+4X2-5X+6; B=X?2—-3X+1

Q=2X2+3X+11
R=25X—-5

2. A=2X>—_5X3—-8X:B=X+3

Q = 2X* — 6X3 4 13X2 — 39X + 109
R = —327

3. A=iX34+X2—iX;B=X—-1+3

Q=1iX%2+(2+4)X + (3—29)
R=1-5i

4 A=X*+iX3+2X—i; B=(1—-9)X2+iX+ 1+

1+ 3—1

Q= X2+ X+
R_9—MX_%+%
4 2

Exercice 9 : Dans chaque cas, former une CNS pour que :
1. X2 + 2 divise X* + X3 + AX2? + pX + 2 dans R[X].
2. (X —1)? divise aX" " 4+ bX" + 1 dans Z[X]. Former alors le quotient.

Correction :
1. Division euclidienne de X* + X3 4+ AX2 + uX + 2 par X2 + 2 :

XE+X3+AX2 4+ puX +2=(X24+2)[X2 =X+ (2= N)]+ (£ —2)X + (6 — 2))
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X242Xt 4+ X34+ AX2+uX+2 = (p—2)X+(6—2X) =0
= p—2=0
6—2\=0

<:>M:2
{A—3

=F
X2 421Xt + X3+ 2AX2+ uX +2 <= {M

2. Soit P = aX"! + bX" + 1.

(X —1)2|P <= 1 est une racine au moins double de P

Cﬁ>{P(1):0
P'(1)=0
{a+b+1=0
(n+1)a+nb=0

- {a:n
b=—(n+1)

(X — 1)2[aX™! 4 bXP 41 = 47 "
b=—(n+1)
P =nX""l — (n+1)X" + 1.
Pour obtenir le quotient, on peut utiliser la formule de Taylor :
n+1 i
p(z)(l)
P:Z; 7 (X — 1)
n+1 3
PO (1 .
P=P1)+P(1)(X—-1)+X—-1)2 ,(>X—1(l—2)
|
R=0 =2 v
Q
Vi e [2, ,P(Z) —_ L n+l—i __ 1 Xn—i
i€l "hr1—i) (n+ D=5
et P("+D) = pn(n 4 1)!
etc.
.
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Exercice 10 : Soit P € K[X]. On suppose que les restes de la division euclidienne de P par X — 1,
X — 2, X — 3 sont respectivement 4, 9 et 16.

Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X —2)(X—3)7

Correction : La division euclidienne s’écrit

{P =X-1)(X-2(X-3)Q+R
degR < 3.

On pose R = aX? + bX +c.

1

4=Pl)=a+b+c a=1
9=P(2)=a+2b+4c  donc <b=2
16 =P(3) =a+3b+9c c=1

R=X%2+2X+1

Exercice 11 : Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme (cos + Xsin6)™ par le
polynome X2 + 1.

Exercice 12 : Soit P = X* 4 4X3 + 5X2 4 3X + 2.
1. Déterminer un polynome de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + v/3.
2. Calculer P (2 + \/§)

Exercice 13 : Soient P € K[X] et a,b € K.
1. On suppose a # b. Calculer en fonction de a, b, P(a), P(b) le reste de la division euclidienne de
P par (X —a)(X —b).
2. On suppose a = b. Calculer en fonction de a, P(a), P’(a) le reste de la division euclidienne de
P par (X —a)?.

Exercice 14 (Puissances de matrice et division euclidienne) :

1 2 2 2 2 2
Soient A = 2 1 2 et N = 2 2 2 |.
2 21 2 2 2

1. (a) Montrer que A? = 4A + 5L
(b) En déduire que A est inversible et calculer A~
2. (a) Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par D = X2 —4X — 5, (n € N).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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(b) En déduire l'expression de A™ pour n € N*.
3. (a) Exprimer N? en fonction de N, puis N* en fonction de k € N*.
(b) En remarquant que A = N — I, calculer A” pour n € N*.

Correction :
1. (a) Apres calcul A2 = 4A + 51

1 1
(b) A% =4A +51 < A.g (A —41,) = = (A —41;) .A = I; donc A est inversible et
1 1 -3 2 2
A7l = (A —4,) == —
5( 3) 51 2 3 2
2 2 -3

2. (a) Comme deg(X? —4X —5) = 2, il existe un unique couple de polyndmes (Q;R) avec
R = aX + B tel que
X" = (X2 —4X —5)Q + aX + b.

Evaluons X™ en les racines —1 et 5 de X2 — 4X — 5. Le couple (a;b) est alors solution du

systéme :
—a+b=(-1)" @= "
<~ n n
ba+b=5" po 2" +5
s .
n_ (1) 1" n
Donc,R:5 é ) X+5( )6+5'
(b) Comme D est un polyndme annulateur de A i.e. D(A) =04 ),
n__(_1)" —1)" n
Vne N, An =2 é L )6+5 I,

3. (a) Aprés calcul, N2 = 6N. On en déduit, par récurrence si nécessaire que,
vV ke N*, NF =6+ IN.

(b) Les matrices N et I commutant, on peut utiliser le bindme de Newton pour calculer A™

Exercice 15 : Démontrer que X2 — 2X cos @ + 1 divise le polynome

X" cos(n —1)§ — X" cosnf — X cos O + 1.

Exercice 16 : Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a;b) € C? pour que
P = X* + aX? 4+ bX + 1 ait une racine d’ordre de multiplicité au moins 3.
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Feuille d’exercices n®20 Polynoémes

Exercice 17 : Déterminer ’ordre de multiplicité de la racine 2 dans le polynome :

P=X6_—7X%+17X*—16X3 + 8X2 — 16X + 16.

Correction : Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 2 dans le polynéme :

P=X6—-7X%+17X* — 16X3 4+ 8X% — 16X + 16

P=X6—-7X%+17X* —16X3 +8X%2 - 16X +16 P(2) =0

P’ = 6X° — 35X* + 68X® — 48X2 + 16X — 16 P’/(2) =0

P” = 30X* — 140X3 + 204X2 — 96X + 16 P”(2) =0
P®) = 120X3 — 420X2 + 408X — 96 P®)(2) =0
P = 360X? — 840X + 408 P#(2) = 168

2 est une racine de P d’ordre 4.

Exercice 18 : En utilisant les relations entre racines et coefficients, résoudre dans C3 le systéme :

a+b+c=1
0 +b*+c2=9

abc =1

Exercice 19 : Soient P € C[X] et a € C.

Démontrer que si a est une racine multiple de P” et si P”|P, alors a est une racine multiple de P et
son ordre de multiplicité est au moins 4.

Exercice 20 : Factoriser dans R[X] :

1. X5-1 5. (X2 =X +42)2+ (X —2)?
3] 2. X5 +1
= g 6. 6X° + 15X + 20X3 + 15X2 + 6X + 1
= 3. X8 +1
‘8 4. (X2-X+1)2+1 7.X8 4+ XM +1
2
o
o
Correction :
1.
4 2ik
X5 —1=]](X—e"")
k=0

=(X—1)(X—e¥) (X—e ) (X—e%) (X—e757)

== 27 =3 47
n =(X-1) (X —2Xcos€+1) (X —2XCOS€+1)

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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2 4
X5 —1=(X~-1) <X2—2Xcos§+1> (X2—2Xcos§+1>

NB:X5—1=(X-1)(X*+X3+X?+X+1)

2.
4

X5—|—1:H(X—e(g+2ﬂ))

k=0
- (X—e%) (X_GS?) (X+1) (X—efséﬂ) (X—e*%)

3
=(X+1) <X2 —2Xcosg + 1) (XQ —2Xcos§ + 1)

3
XP+1=(X+1) <X2—2Xcosg+1> <X2—2Xcos§+1>

::]q

X0 +1= [ (x—et59)
= (X—e¥) (X—e) (X—e) (X —e™)
(e ) (k=) () ()

<X2 2Xcos — + 1) (X2 — 2X cos 3% + 1)

k
9 9 7T
X —2Xcosf+1 X —2Xcosf8 +1

X8 41= <X2—2Xcosg+1> <X2—2Xcos387r+1> (XQ—ZXCOSEZT—i-l) <X2—2Xcos787r+1

Une autre méthode :

= (X* 4+1)* —2x*

= (x4- X%f2+ 1) (Xt +X2V2 +1)

= [(X2+1)" — (2+v2) X?] [( [X2+1)2 (2—-v2)x?]
=<X2 X 2+f+1)( f+1)

<X2+ \/§+1) (X2+X 2—f2+1)

l\D

Donc,

X8+1:[X 2+f+1 [X2+X 2+f+1H ﬁﬂ] [X2+X\/2—\/

5 7
= (X —2Xcosf—|—1 ( —2Xcos——|—1> (X2—2Xcos§7r—|—1> (X2—2XCOS§+

(==

(XQ—X+1)2+1:(X2—X+1)2—(z’)2

[
=(X+)X—)X-1—9)(X—141)
(

= (X2 +1)(X2—2X+2)
J‘

i~
4

%
S
D
wn
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(X2 -X+1)2+1=(X2+1)(X2-2X+2)

(X2 —-X+2)2+(X—2)2

= (X2 -X+2)2 - [i(X—2)

(X2 =X +2) —i(X - 2)] [X? - X +2) +i(X - 2)]
= [XZ+ (-1 —9)X + (24 2i)] [X2 + (-1 +4)X + (2 — 2i)]
= [X =2 [X = (1 —9)][X+ 2] [X - (1+15)]

= [X = 2] [X+2i] [X — (1 —2)] [X — (1 +4)]
= (X2 +4)(X2 - 2X + 2)

(X2 -X+4+2)22+(X—-22=X2+4)(X2-2X+2)
6. P=6X5+15X*+20X3 +15X2 +6X +1 = (X +1)% — X6,

« est une racine de P <= P(a) =0
<= (a+1)—-ab=0

1 6
= <1+—> =1
(67
1
— 1+—-€Ug
o
=
=

1
Jke€]0,5], 1+—=e€"6

o
1
ak E [[175]]7 a = 24k
e 6 —1
e acle ﬁeﬁ? 1L ﬁe%" e
) 3 ) 27 3 )

1 1
:6(X+§) (X2+X+1) (X2+X+§)

3
7.
X84 X4 4+1=(X*+1)2-X*
[X4 X2 +1] [X* + X2 + 1]
(X2 —3X2][X2+1) — X2

=
= [x2— X\f+1] [X2+XvB+1] [X2—X+1] [X2+ X + 1]
X8+ X4 +1=[X2-XV3+1] [X2+XvV3+1] [X2—X +1][X2+ X +1]

Remarque : (X8 +X*+1)(X*—1) =X -1

1 1
6X5+15X4+20X3+15X2+6X+1:6<X+§) (X2 +X+1) <X2+X+7>.

J !
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x+xt+) [[x-0= I ®-0

CeU, CeV,

XB+xt+1= [ ®-9
CEU 5\Uy

Exercice 21 : Factoriser Q dans R[X] et R, S dans C[X], sachant que Q n’admet que des racines
multiples, et que R, S admettent une racine réelle.

1. Q=X%—13X* +67X3 — 171X? + 216X — 108

2. R=X3—(342i)X?+ (3+115)X — 2(1 + 7i)

3. 5=2X3—(5+6i)X%+9X+1—3i

Correction :
1. Q=X%—13X* +67X3 — 171X? + 216X — 108

Q=X-3)>X-2)7?

2. R=X3—(342i)X%+ (3+11i)X — 2(1 + 7i)

R=(X-2)[X*—(142)X+ (1+74)]
R=X-2)(X+1-3i)(X—2+1)
3. S=2X3— (54 6i)X? + 9iX +1—3i

S =(2X —1)[X2 — (24 3)X + (—1 + 3i)]
S=2X-1)(X—1—4)(X—1—2i)

Exercice 22 : Factoriser les polyndmes réels P = X3 — 9X? + 26X — 24 et Q = X3 4 3X — 14 sachant
qu’ils ont une racine commune.

P=X3—-9X%2+26X—24

Correction : Soit o une racine commune a
Q=X3+3X-14

Alors « est une racine de P — Q = —9X2 + 23X — 10.

Donca=20ua=§.

On constate que 2 est bien une racine commune a P et Q.

{P:(X—Z)(X2—7X+12) _ {P:(X—Z)(X—3)(X—4)
Q=(X—-2)(X2+2X+7) Q=(X—-2)(X2+2X+7)
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A retenir 1 (Décomposition en éléments simples dans C) :
Toute fraction rationnelle F & coefficients complexes peut se mettre, de maniere unique, sous la forme :

F(X) +ZZ <
=1 I=1

k

ou E € C[X] est un polynome a coefficients complexes.
VEke Hl;p]]a Ok, Vie Hl;nk]]v >‘k,l € (Da Ny S [N7

On dit alors oy, est un pole de f de multiplicité n,.

A retenir 2 (Décomposition en éléments simples dans R) :
Toute fraction rationnelle F a coefficients réels peut se mettre, de maniere unique, sous la forme :

m
Les 0 Xty

E(X) +ZZ Y

== (X248 X + )

(XIX.2)

ou E € R[X] est un polynome a coefficients réels.
Vke([l;p], ap, Vie[1;n], A\ €R, ny €N,
Vkel;ql, B, Ve Vi€ [Lsmyg], 0k €, € R, my €N
Ay = Bi* =4y, < 0.

On dit alors que «y, est un pdle de f de multiplicité n,,.

Exercice 23 : Décomposition en éléments simples guidée :

2z + 23 + 322 — 62 + 1

P —
23 — 2

4z% — 6 + 1
1. Par division euclidienne, montrer que ® =z + 1 + &, avec ¢, = 237562
3 —x

2. Montrer qu’il existe trois réels A, B et C tels que :

A B C
a5 €T I‘*E

(XIX.3)

Correction :
1. Easy..

1
2. On factorise le dénominateur pour trouver les pdles 0, double et 3 simple puis on écrit la décomposition
(XIX.2).

— On obtient alors A en multipliant les deux membres de (XIX.3) par 22 et en passant a la
limite quand z tend vers 0 (A = —1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1 1
— On obtient de méme C par multiplication par x — 3 et calcul de la limite quand x tend vers 3
(C=-2).
— Enfin on trouve B en identifiant pour une valeur particuliere non encore utilisée, par exemple
x = 1, ou mieux en multipliant les deux membres de (XIX.3) par x et en passant a la limite
pour z — oo (B =4).

Finalement,
2zt + 23 + 322 — 62+ 1 1 4 2

- 1 — 4+ = ]
2x3 — x2 T w2+33 :13—%

Exercice 24 : Décomposition en éléments simples guidée :

_ 22° —82° +82° -4z +1

P
x3(x —1)2

4zt — 1023 + 822 — 4z + 1
x3(x —1)2

A B C D E

eI e P | R

3. Expliquer comment la méthode de 'exercice précédent permettrait de trouver A et D.

1. Montrer que ® peut se mettre sous la forme : & =2+ ¢, ou ¢, =

2. Expliquer pourquoi ¢, peut s’écrire sous la forme : &, =

On ne demande pas de déterminer A et D ici mais on va plutét appliquer une méthode plus
efficace ici : la division suivant les puissances croissantes :

4. En effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1 — 4z + 8z2 — 1023 + 42* par
(r —1)? = 1 — 2z + 22 montrer que :

1 — 4z + 8z2 — 1023 + 42* = (1 — 2z + 2?) x (1 — 2z + 322) + (=223 + 2%). (XIX.4)

5. En déduire A, B et C.
6. Terminer la décomposition.

Correction :

1. La division suivant les puissances décroissantes donne : & =2 4 ®, avec

_4x4—10w3—|—8x2—4x+1

b —
! xz3(x —1)2
2. La décomposition (XIX.2) s'écrit :
g=-2>,B, 0, D , B
P73 " 22 "z (2—12 z—1

3. La méthode de |'exercice précédent permettrait d'obtenir facilement A et D par multiplication par
22 et par (z — 1)2, mais il resterait encore 3 coefficients a déterminer.

4. La division suivant les puissances croissantes, a 'ordre 3 (qui est I'exposant du facteur x) du
numérateur 1 — 4z + 822 — 1023 + 42 par (z — 1)2, ou plutét par 1 — 2z + 2?2 s'écrit

1— 4z +8z% — 1023 + 42* = (1 — 22 + 22) x (1 — 2z + 3x2) + (—223 + z%). (XIX.5)
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5. En divisant les deux membres de (XIX.5) par 3(z — 1)2, on obtient A, B et C d'un seul coup :

1 2 3 =2

o, =———+ -+ —-—.
1 g3 x2+x+(:c—1)2
6. Le  calcul de D et E est alors immédiat par  décomposition de
z—2 (z-1)-1_ 1 1

(r—1)2 N (x—1)2 -1 (x —1)2
En conclusion,

22° — 8z 4+ 8z% — 4z + 1 1 2 3 1 1
x3(x — 1)2 N 3 2z (z—12 z-1

Remarque : Cette méthode est efficace pour un exposant assez grand (en gros a partir de 3). Elle peut
P(z)
(z —a)"Q(z)’

variable u = x — a avant de faire la division, puis bien entendu revenir ensuite a la variable x.

étre utilisée pour une fraction du type mais il faut commencer par le changement de

Exercice 25 : Décomposition en éléments simples guidée :

. 475 — 22° + 11z — 2% + 112® + 22 + 3
B z(z? +1)3 )

1. En vous aidant de (XIX.2), donner la décomposition générale de ®.
x® — 224 + 223 — 22 + 22 + 2
@ + 17 |
3. En divisant successivement suivant les puissances décroissantes le numérateur de ®; par 2% + 1,
puis le quotient obtenu par z? + 1, donner la décomposition en éléments simples de ®;.

3
2. Montrer que ® — — = &, ou &, =
x

4. Donner la décomposition en éléments simples de P.

Correction :

1. Pas de division préliminaire dans ce cas.. Forme de la décomposition :

A Bx+ C Dz +E Fze+ G
P =— . XIX.6
x+(x2+1)3+(:1:2+1)2+x2+1 ( )

2. Remarque : La méthode du premier exercice permet d'obtenir A, puis B et C (pour ces derniers :
multiplication des deux membres de (XIX.6) par 22 + 1, puis limite quand = tend vers i ou vers
—i, avec séparation des parties réelle et imaginaire), mais c'est bien insuffisant pour conclure : il

B C .
faut encore soustraire Srt , simplifier par 22 4 1, calculer D et E..
(a2 +1)3

A
On va ici se contenter de trouver A (A = 3), puis faire la soustraction ®; = & — —. Sauf erreur de
x

calcul, la fraction @, doit se simplifier par x.

On trouve :
3 2P -2t 4223 — 224+ 2242
b =—+ .
T (z2 +1)3

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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3. La fin de la décomposition se fait par divisions successives suivant les puissances décroissantes :
division du numérateur 2° — 22* + 223 — 22 + 22 + 2 par 22 + 1, puis du quotient obtenu par 2 + 1.

o+l . 3 +3:—2
V7 (@2 4+1)3 7 (2241)2 22417

Finalement,
3 r+1 3 xr—2

d=" :
(x2+1)3+(a:2+1)2+x2+1

Remarque : Cette méthode des divisions successives est trés pratique quand la fraction a décomposer a

un dénominateur simple, c'est a dire comportant un dénominateur du type Q™ ou Q est du premier degré,
ou du second degré sans racine réelle.

Exercice 26 : Décomposer en éléments simples

1. i< _3;((2_—2}(_4 sur R. 11. ;;2—:_: sur C.

9. QX;:j(;zf; - sur R. 12. ()(—&%1)2 sur C.

B 2X§(;Li<;X—f)—(1+ ! sur R. 13. ii: sur R et sur C.

4. X4;’(22}_(21+1 sur R. 14. X4X+1 sur R et sur C.

5 X2 15" R. 15. X;tf:_l sur R et sur C.

6. w sur R. 16. X5XtX1L1 sur R et sur C.

7. m sur R. 17. Xz;)_(jl sur R et sur C.

8. (XX_E) :;3}((;—:_11)2 sur R. 18. X4(X§1—_X2—i— )2 sur R et sur C.
N (X;—f;i - . 19. X+ 15((}(2 wy sur R et sur C.
10. (3 XSZ'EXE ;L 3t sur C. 20. X +X12>(_X?; vy sur R et sur C.

Correction :
1. Xg_?’f_ﬁx_‘l — X2 92X —1— %
3 2 _
2 2X§(;——X§Xf;1 — X470
’ 2Xx:j<2)zf1+l SR (Xil)Q b
4 2
4. %:X%%Jr%—xiﬂ.
5 X 1/2 1/2

X2—-4 X+4+2 X-2
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X+ Xt +1 1 1)2 3/2

. SDCER EH .
° X LRSI S T T g
X5+ X4+1 1 3 6 10 4
7. e ——— =14 — .
XX—17 X T X T X T =1 TX=1
o X5+ X441 . 3/4 N 3/2 37/16  1/8  5/16
X 13X 412 T (X—1)3 0 (X—=1)2 X—1 (X412 X+1
X"+ 3 7X +13 X + 21 14
0. > % __x 34 e R .
(X2 +X+42)3 (X24+X+2)3 (X2+X+2)2 X24+X+2
- (3—2z‘)X—5+3i72+i+1—3i
X2 44X 42 X—i X+2i
” X+¢:#+§z’+ L2 2
S X249 X_ﬂ;\/ii X_M'
" X 1 i
(X +4)2 X+i (X +9)?
5 X241 /2 12 = P < A < — V2 |
X441 X24V2X+1 X2—V2X4+1 X2 2; X242 X4 L2432 X412 ¥y
uw X _ V2/4 N V2/4 B —1i N i N —3i N i
CXA41 X24VRX+1 X2 VK41 X2 X2 V3 X4 243 Y22
5 XX+l (2-V2)/4 . 2+v2)/4 - . Lev2; . 13, | L2,
Xt+1 X2+ V2X4+1 X2—v2X+1 X—¥L2_ 2 X Y2V X4 V2 VEfxX4vZ_
X4+ X+1 3/4 1/4 X+1 3/4 1/4 —-i+L 11
16.7++=X+/+/— 2=X+/+/ 2 Tty el
X4 —1 X—1 X+1 X2+1 X—1' X4+1' X-—i X + i
5 Iy __ 2 AL s 1,2
17.X+X+1: L 1ife o 3 _ — 1/2 Lo _ 3‘7_— 3‘7,,0|‘Jonaposé
X6 —1 X—1 X+1 X2-X+1 X—-1 X+1 X+j X+j2
1 3
de facon standard j = —5 + \2[2
@ X? —2 2.4 2 3 X441 . 3X+5 _
CXAXZ4X 412 Xt X3 X2 X (X24X+1)2 0 X2Z4X+1
2 4 _2 3  3f IS s 1 SO Bkt g ,
_ﬁ+ﬁ_ﬁ_i+(X—j)2+(X—j2)2+ X, + X2 , oll on a posé de facon
.1, V3
standard j = —5 + —
9 X X X 1/6 /6  1/6  1/6
C(X24+1)(X24+4) X241 X244 X—i X+i X-—-2 X+2i
50, X2-3 _ 43 e gh . =3 N — i N i

I DX+4)  Xe+1 X244 X—i ' X+i X—2i  X+2

Exercice 27 : Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles suivantes :
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X2-3X+2 X-1)(X-2)

. X24+3X+5 0 X6 4+1
T X2-3X+2 TX5 X444 X3 -X24+X-—1
X241 X741
2 1, —
(X—-1)(X—-2)(X—-23) (X2 + X +1)3
1 X241
3 X(X —1)2 12. 4+ 2 2
o X(X —1)4(X2 —2)
+ 1
4. 13.
(X—1)2(X+1)2 (X+1)7"—X"—-1
1 1
5.
(X —23(X +2)3 e
X6 1
e 15.
0 31y X—D)X"—1)
1 n!
7. 16.
X6 + 1 X=1)(X—=2)...(X—n)
P X2
8. 17.
X5 —3X4 4+ 5X3 —7X24+6X —2 X4 —2X2cos(2a) + 1
X 1
9. b
X2+ 13X —1) 18 om0
4
Correction :
| S X?+3X+5 X?+4+3X+5

1 et 2 ne sont pas racines du polyndme X2 4 3X + 5 et donc, F est bien sous forme irréductible. La

partie entiére de F étant clairement 1, F s'écrit sous la forme :

F=1+

ou a et b sont deux réels.

+X—2’

1+3+5 4+6+5
o= lim(z — 1)F(z) = ——>T° — _g et b= lim(z — 2)F(x) = —27° _ 15, Don,
r—1 1—-2 2—1
15
F=1——+ ——.
+X—2
2. Soit F X2 +1 La dé iti 4|é ts simples de F s'écrit la f
. Soit F = . La décomposition en éléments simples de F s'écrit sous la forme :
X-_1D(X—2)(X—3) : :
a c
F—
X -1 X—2+X—3’
ou a, b et ¢ sont trois réels.
1+1 4+1
:1. — F :—:1 i :1. — F = - = —
a w!r%(x 1)F(z) i=20-39 , puis b w;rg(sc 2)F(x) G-D2-3 5 et
. 941
C—i%(x—g)F<x>—m—5 DonC,

F. PUCCI
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r_ 15 i 5
S X-1 X-2 X-3
1
3. Soit F =
° X(X —1)2
a b c
F=—
X TX—1 T X=—12
avec
. . 2 : _ b 1 1
a=limzF(z) =1et ¢ = lim(x —1)°F(z) = 1. Enfin, x = —1 fournit —1 — = + — = —— et donc
z—0 z—1 2 4 4
b=—1.
Pour trouver b, on peut aussi écrire (le meilleur) 0 = lir}rn zF(xz) = a+betdoncque b = —a = —1.
Tr—+00
On peut encore écrire (le moins bon ici)
1 1 1 1-X-1)-X -X*4+X 1
X(X—-12 X X-12  X(X-12  XX-12 X-1
Donc,
1 1 1
F=—-— .
X X-1 * (X—1)2
Autre démarche.
1 X-1-X 1 1 _X-1-X 1
X(X—-1)2 X(X-12 XX-1) (X—-12 XX-1) (X—-1)2
1 1 n 1
X X—-1 X—-1)72
4. Soit F kil Puisque F est paire, la décomposition en éléments simples de F' est de
o | = . Fuisqu Ire, m ITIon en men m
X—12X+ 12 P P P
la forme :
p_ G i b a i b
S X—-1 X—-1)2 X+1 (X+1)2
. 2 . .
b= hrr%(ac —1)°F(z) = 5 puis, & = 0 fournit —2a + 2b = 1 et donc a = 0.
T—
1 1 1
F=- .
ot )
1
5. Soit F = X 2P (X127 Puisque F' est paire, la décomposition en éléments simples de F est de
la forme :
P O i b i c a i b c
CX—-2 (X—-2)22 (X—-2)3 X+2 (X+2)2 (X+2)3

T8
F. PUCCI
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1
c = lim(z —2)3F(z) = = puis,

r—2

1 1 1 64— (X423 +(X—2)% —12X2+48
B @<(X—2)3 B (X+2)3) T 64X —2)3(X 422 64(X—2)3(X +2)3
3 X2—4 3 1

T TI6(X—2)3(X 123 16(X—2)2(X +2)2

—i. Enfin, x = 0

. . 1 1 1 3 1
Puis, b = lim(z — 2)?(F(2) = _Em ==

22 _@%«—2)3 ~ (z+2)3

L1 3 5 3
fournt -—— =—-a— —— —eta= — — — = ——. Donc,
6 512 256 64 512 512
B i< 3 6 n 8 3 6 8 )
S 512 X—-2 (X—-2)2  (X—2)3 X+2 (X+2)2 (X+2)3”7
X6
6. Soit F = X1 On a déja (X3 —1)2 = (X —1)?(X —4)?(X — j2)%. Puisque F est réelle, la

décomposition en éléments simples de F s'écrit

6
. . J 1 1
d = lim(z — j)?F(2) = — — = —— = - -
e )FE = e e T PG P21 1
I S
(=329
Puis,
L 5 L4t (j+ 42X =20+ j2)X + 2
(X—-1)2  X—-j)? X—-j52)2 X-1)2 (X =42 (X—j2)
1 —X24+2X+2 (X4 X+1)?2+ (X—1)(—X2+2X}H2)
X -1)2 T (X=X —52) (X3 —1)2 .
_6X3+3 )
T (X3 —1)2 3
5
. »
Par suite, §
)
)
1 1 2 ' X6 2X3 +1
F—1—>( T A —R— ST S
9 (X—-1)2  (X—j)? (X—42)?2" (X3-1) 3(X3 —1)2

3X6—3(X3—1)2—2X3—-1 4X3—4

3(X3 —1)2 3(X3 —1)2

41
3X3—-1°

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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. s 1 1 42 j 41 4
Mais anrs,a—llg%(z—l)(F(z)—l—§((Z_1)2+(Z_j>2+<Z_j2>2)_§1+1+1 == De
méme,

g 1 1 j2 J 4 1 4]2
c=lim(z—j)(F(z)—1— = = — =
(e =) = e T e TG PR 3G 0GP 9
Donc
1, 4 1 452 42 45 j
F=1+= _
Polxmi T T T X T )

Si on veut la décomposition sur R, on peut regrouper les conjugués :

ot it 4 1 £ S R ) O S ) S [0 S
9°X—-1 (X—-1)2 X2+X+1 (X2 +X+1)2
_1+1( 4 1 4X4d +—X2+2X+2)
9°X—-1 (X—-12 X2+X+1 (X2+X+1)2
_1+1< 4 1 X+ +—X2—X—1+3X+3)
T 99X -1 (X—=1)2 X24+X+1 (X2 +X+1)2
_1+1< 4 1 AX+43 83X +3 )
99X -1 (X—12 X2+X+1 (X24+X+1)2
. 1
7 SOItF:X6+1'
5
A
F=d
k-:oX_wk
ol wy, = e (E+25) . Mais,
oo L WE W
T 6wd T 6w8 6
(
(
§ Donc,
<(
{
- 1 1, i eim/6 e—im/6 ¢im/6 R
( e T = —+t = e o T —76)"
C X +1 6 X—1 X+Z X — et X — e X_|_e7r X+€ ™
X2
8. Soit F = S

X5 —3X4 4+ 5X3 —7X2 46X —2°

X% —3X4 4+ 5X3 —7X2 46X —2=(X—1)(X*—2X3 +3X2 —4X +2) = (X - 1)2(X3 - X% +2X — 2)
=(X—1)2X3(X-1)+2(X—1)) = (X —1)3}(X2+2).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




Polynémes

Feuille d’exercices n°20

La décomposition en éléments simples de F est donc de la forme

a b c " d B d
X—1' X—-12 X—-12 X—iv2 X+iv2

Puis,

iV2)2 + 3 1 1
d= lim (2 —iV2)F(z) = (i = =
Hﬁ( F(z) (ivV2 —1)3(ivV2 +iv2)  (2ivV2)(—2ivV2+ 6 +3ivV2 —1) —4+10iv2
C2+5iV2
B 108
Ensuite,

d d 1 2+45iV2)X+iv2)+(2-5iv2)(X—iv2) 1 4X—-20 —X+5
X—iv2 X+iv2 108 X2 42 108 X2+2  27(X2+2)°
Mais alors,

b X2 +3 —X+5

a n n c + +

X—1 (X—-12 X-18 X-13X2+2 271(X2+2)

27(X?43) — (—X+5)(X—1)3 X*—8X3 +45X? — 16X + 86

27(X —1)3(X2 +2) B 27(X —1)3(X2 +2)
. (X2+2)(X2—-8X+43) X?—-8X+43
o 2T(X—1)3(X2+2) 0 27(X—1)3
X2 —2X+1—-6X+6+36
B 27(X —1)3
_i< 1 1L 36 )
S 2T X -1 T (X—=1)2  (X—1)3"
Finalement,
_i< 1 L. 36 )_L(2+5i\/§ 2—5i\/§>
ST X—1 T (X—-1)2 (X—1)3 108X _—4iv2 X+iv2
X
9. Soit F = S SR Puisque F' est réelle et impaire, la décomposition en éléments simples
de F est de la forme
po_% . % , b ¢ d b ¢, d
S X—1 X+4+1 X—i (X—i)? X-—-4)3 X+i X+i)?2 (X+1)3
a=lim(x—1)F(z) = 1 Puis
s S (1+1)3014+1) 16 ’

1~a

[SAVEVVEVEV YN
A4

F. PUCCI
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1< 1,1 ) = 8X —X(X?+1)? —X"-3X°-3X?+7X
16'X—1 X+17 8X2+1)3(X2—-1)  8(X2+1)3(X2—-1)
CX(XZ2-1)(—X*P—-4X2-7)  1XP44X2 47
O 8(X241)3(X2—1) 8 (X241)3
Mais alors,
d:lim(m—i)?’F(:U)zlim(x—i)?’(F(:L')—i( ! + ! )
T—i i 166'z—1 x+4+1
I A
8 (i+4)3 16
Puis,
1X44+4X24+7 4 1 i1 1X*4+4X24+7 1 3X2-1 X% +6

8 (X2+1)3 T16(X—i)3 16 (X+4i)3 8 (X2+1)3 +8(X2+1)3_8(X2+1)2‘

2
Ensuite, ¢ = 822_—:@6)2 = —%. Puis,
X% +6 +3< 1 N 1 )_2(X2+6)+5(X2—1)_ 7
8(X2+1)2 ' 32 (X—i)2  (X+i)2) 16(X2 + 1)2 T 16(X2 1)
Enfin, b = 16(174—1) = —;—;. Finalement,
11 1 i1 1 5 1 1 i 1 1
*E<X—1+X+1)_§<X—i_x+i)_33<(x—i)2+(x+i)2)_ﬁ((X—i)3_(X+i)3)'
X6 +1

10. Soit F =

X5 XA+ X3 X2 X1

X5 XA+ X3 -X2 X - 1=XX-D+XZX -1+ (X—-1)=(X-1)((X*+2X2+1) —X?)
=(X-1)XZ+X+1)(X2-X+1)
=X -1D)X =X =X+ )X+ 7).

o~ amm o~

Puisque F est réelle, la décomposition en éléments simples de F est de la forme

~

$
- c d d e e
F=aX+0 .
C( aX + +X—1+X—j+X—j2+X+j+X—jQ
F o
a = lim Flz) = 1, pus b = lim (F(z) — z) = lim a:T = 1. Puis,
r—+o0o I r—+00 r—+00 IT°...
15+1 2 ; o +1 2 2 o
c= = d= s = pe = — = —
5—4+3—-2+1 3 5t — 453 + 352 — 25+ 1 32+35—3 —6 3
(=)° +1 2 1

— = = D y
B4R +32 241 B2+T5456 241l
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Poxale2 11 o111 11 1
3X—1 3X—j 3X—s2 2j+1X+j 22+1X—j2
X" +1
1. Soit F= — "~
o X2+ X +1)3

La décomposition sur R (hors programme) s'obtiendrait de la facon suivante

XT+1l=(X2+ X+ )X - X+ X2 -X)+ X +1

XZ4X+D[(X24+X+1)(X3—2X2 4+ X +2)—4X —2] + X +1

X2+ X+1)2(X3—2X2+X+2)—(4X+2)(X2+X+1)+X+1
X2+X+1) (X2 +X4+1)(X—=3)+3X+5 —(4X+2)(X2+X+1)+X+1

=X+1-UX+2)X2+X+1)+BX+5)(X2+X+1)2+ (X —-3)(X*+X +1)3

/\/‘\/‘\/‘\

Donc,

3X+5 4X +2 X+1

F=X-3 — .
TR IXyl X+ R AXF1)P

X241
12. Soit F = X(X = 1)4—2_){2 mpyel La décomposition de F en éléments simples est de la forme

X X1 X—12 (X—1)3 (X—1)4+x_\/§+(X_\@)2+X+\/§+(X+\@)2'

1
a = lim zF(z) = i Puis,

x—0

. oy o 241 B 3
&= Jim (o = VARG = T VO svEd—aVE+ B — VAT )

3 3 3
T 8/2(17—1242)  8(—24+17/2) =1t 17v2)

3
Un calcul conjugué fournit dy = 1—6(24 —17+/2). On a ensuite

3(24+17\/§+24—17\@)_36X2+17X+12
16°(X-v2)?2  (X+v2)?2 2 (X2-2)°

Puis,

36X2+ 17X +12  2(X2+1) —3(6X2 + 17X + 12)X(X — 1)*
2 (X2—2)2 X (X — 1)4(X2 — 2)2
—18X7 + 21X6 + 60X5 — 90X* — 30X? + 95X2 — 36X + 2
2X(X — 1)4(X2 —2)2
_ —18X5 +21X* + 24X% — 48X? + 18X — 1
N 2X(X — 1)4(X2 — 2)

F —

1~a

[SAVEVVEVEV YN
A4
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Mais alors,

_ —184v2+2144242V2-482418v2-1  -13-6v2 _ 1
a= 22(v2 — 1)4(v2 + V2) T 817—12v2) 8

(365 + 258V/2),

1
et par un calcul conjugué, d; = —§(365 — 258v/2). Ensuite,

1
8

365 + 258v/2 365 — 258v/2 1365X + 516

( X_v2 | X+v4 ) =1 xz 3

Puis,

36X2+ 17X +12  1365X 4516  —18X° 4 21X* + 24X3 —48X2 + 18X —1 365X + 516

F=3 (X2 —2)2 4 X2-2 2X(X — 1)4(X2 —2) + 4(X2 —2)
2(—18X5 + 21X* + 24X3 — 48X? + 18X — 1) + (365X + 516)X(X — 1)4
B AX(X - 1)i(X2 —2)
365X°% — 980X° + 168X* 4 1684X3 — 1795X? + 552X — 2
- XX —1)iX2—2)
365X* — 980X3 + 898X?2 — 276X + 1
- AX(X — 1)
Ensuite,
o 36X +17X 412 +1365X+516 1 365X* —980X° + 898X* — 276X +1 1
2 (X2-—2)2 4 X2-2 4X 4X(X —1)4 4X
(365X* — 980X3 + 898X2 — 276X + 1) — (X —1)*  364X* — 976X3 4 892X? — 272X
- AX(X — 1)4 - AX(X — 1)4
182X3 — 488X? + 446X — 136
- 2(X — 1)

18223 — 48822 + 4462 — 136

Enfin, b, :glci_{ri(gv—l)‘1 20— 1) = 2, puis
(
(
<§ 182X% — 488X* +446X —136 2 91X® —244X* + 223X —70 _ 91X* — 153X + 70
s 2(X—1)1 (X—1)* (X—1)* o (X=np
[ :
122 — 1
c Puis, by = ;gn}(x — 1)39 T @ _5?;63+ 0 = 8, puis
91X*> — 153X +70 8  9IX*> 153X +62 91X —62
(X—1) X-1 X-1®  (X-1)p
_ 91X 91429 91 29
T (X=1)2 X-1 (X—-1)2

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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ce qui fournit by, = 29 et b; = 91.

1 91 29 8 2 365 +258v2 1 3(24 + 172 1
F=—+ + S+ + == v2 + ( v2)
4X T X—-1 (X-12 " (X-13 (X-1) 8 X —2 16 Xl — v/2)2
_365—258v2 1 N 3(24 — 17/2) 1
8 X+V2 16 (X+v2)?2
1
13. Soit F =

X+1)7—X"—1'

(X+1)7—X"—1=7X5+21X° + 35X* + 35X3 + 21X? + 7X = 7X(X® + 3X* + 5X3 + 5X2 + 3X + 1)

=TX(X 4+ 1)(X*+2X3 +3X2 42X +1) = 7X(X + 1)(X? + X +1)2

Si on n’a pas deviné que X* + 2X3 + 3X% + 2X + 1 = (X2 4+ X + 1)? (par exemple, en repérant
que j est racine ou encore en manipulant l'identité (a + b+ ¢)? = a? + b% + ¢ + 2(ab + ac + be)),
on peut pratiquer comme suit

1 1 1 1
X8+ 2X% 43X 42X + 1 = X2(X? 4 o5 +2(X + 5) +3) = XX+ 2)* +2(X + 5) +1)

X2 X X X
1
:XQ(X+X+1)2 =(X2+X+1)?
La décomposition en éléments simples de 7F est donc de la forme
a b c d c d
F=—
XTX+1 X—j X—jp X—p  X-7p
1 1
= =letb= = —1. Puis,
“Tornrornz TP T Cna_141)p Hs
1 1 1 1

DG -2 (DR —2+52)  —2(-35) 3

Ensuite,
1( 1 N 1 >_<X—j2)2+(x_j)2_2X2+2X—1
3(X—4)2 X—52)2  3(X24+X+1)2 3X2+X+1)%
Puis,
- 2X2+2X -1 3—-X(X+1)(2X2+2X—1) —2X*—4X3 —4X?+X+3
3(X2+X+1)2  XX+DX2+X+1)2 XX+ D)(X2+X+1)2
—2X2 —2X +3

XX+ )(X2+ X +1)°

J !
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Polynémes

14.

15.

Mais alors,

—24%2 — 2§+ 3 5 _bi

T 3G+NG—2) 3G 3v3

Finalement,

_1(1_ L 5i L3 5i N 1
T'X X+1 3V3(X—j) 3X—4% 3/3X-—j2) 3(X-—j2)?2

).

1
Soit P=X"—-1etF = P La partie entiére de F est nulle et les pdles de F sont simples (car

n—1
P = X" —1et P =nX""! n'ont pas de racines communes dans %). De plus, P = H(X — wy,)
k=0

oll wy, = e**7/" Donc, F = Z X ou
Wk
1 1 Wi Wi
A = / = n—1 n -
P (w,) nwp nwy n
Ainsi,
1 1 n—1 €2ik7r/n
n_1  n _ p2ikmw/n’
Xn—1 nég X — ek
. 1
Soit P=(X—-1)(X"—1) = (X—-1)2 H wy, ol wy, = e¥*m/n_ Sojt F = P La partie entiere de

F est nulle. D'autre part, F admet un poIe double, a savoir 1 et n — 1 pdles simples a savoir les
wy, = e2+7/n <k < n— 1. Donc,

X—1 (X-12 & X—u
1 1 w
Ap = = = k. Ensuit
T 4+ Dwl —nwpt—1 (1—wi™)  n(w,—1) nsurte
1 1

Il reste a calculer a.

Lycée Jules Garnier

F 1 =Xt X2+ X+1) X2 2Xm L —(n—2)X—(n—1
n(X—-12 npX-12X14+. +X+1) n(X—1)X»1+..+X+1)
) 1 —n—1)4+mn—2)+...+2+1] n—1
D =1 —1)(F(z) — = — — :
onc, a = lim(z — 1)(F(z) — 2 —757) n(l+1..+1) 2n
Finalement,
J‘
F. PUCCI
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1 n—1 1 Lo P 1
F=—( - +y —* ).

n' 2n(X—1)  (X—1)2 f~wp —1X —wy
10 %= 1).7?.!@( —a) :1 X)\—k Ve
A = lim(z = k)F(z) = H#]:Z; k) (—L)n Rk 71' D —k)! n(=1)"*Co
Donc,
n! _ N~ (ED)™ GRS
X—=1)..X=n) £ X—k

17. Posons P = X* — 2X2 cos(2a) + 1.

X4 —2X2cos(2a) + 1 = (X2 — e2i9)(X2 — ¢7219) = (X — €%)(X — e7%)(X + €')(X + e%2)
(= (X2 —2Xcosa + 1)(X2? + 2X cosa + 1)).

N q q . 08 38 Q4o N 7T
P est a racines simples si et seulement si e'* # +e** ce qui équivaut a a ¢ §Z.
ler cas. Sia € nZ,

X2 __a b __e b
(X2—-1)2 X—-1 (X—-12 X+1 X+1)2

F =

1 1
b= lin%(:n —1)2F(z) = 1 puis = 0 fournit 0 = —2a + 2b et donc a = b = 1
T

X2 1 1 1 1 1
=—( + - + )-
(X2—-1)2 4X-1 (X—-12 X+1 (X+1)2

F=

2&éme cas. Sia € g + 77,

B X2 _a o b a n b
(X212 X—i 0 (X—d)2 X+i o (XH446)2
b= lim(x —i)?F(x) = i :1puisszfournitO:2ia—2betdonca:—ib:—£.
z—i (i+1)2 4 4
o X2 _1< i o1 i 1 )
X212 4 X—i (X—i)?2 X4i (X+i)27

s
3eme cas. Sia ¢ §Z, puisque F est réelle et paire,

A A A A

F= . — — — — .
X — eta +X_€—1,a X+eza X+€—za’

J !
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Feuille d’exercices n°21 Polynomes

avec
A e’ el —ijete
(eie — e~1a)(eia 4 ei@)(ei® + ¢~i@)  &jsinacosae’®  4sin(2a)
Donc,
1 ietd et ie' e
= 4sin(2a) (_X — ele u X — e ta v X + eia + X + e—ia)'
2n—1 .
A (7 2km N q q ' q
18. Le polyndéme X?" 41 = H (X - etZnt%n )) est a racines simples car n'a pas de racine commune
k=0 9 2k
avec sa dérivée. En posant w, = e3nt3n) on a
2n—1
U o i
X2+ 1 kZOX—wk’
ou
P S S
k 2nwin™l  2nwin 2n
Finalement,
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