Chapitre

XX PolynOmes

Avant de s’attaquer vraiment a ’algebre linéaire, ce chapitre servira d’introduction par I’exemple aux
concepts plus généraux développés ensuite dans toute leur généralité sur les espaces vectoriels.

Les polynoémes constituent en effet un excellent exemple d’objets mathématiques formels, mais avec
lesquels on peut faire des calculs, par le biais d’opérations simples comme la somme, le produit ou la
composition. C’est ce genre de notions (opérations « utiles » sur un ensemble) que nous essaierons de
généraliser ensuite.

Ce chapitre sera également 1’occasion de croiser sous sa forme originale et épurée une formule d’impor-
tance capitale en analyse, et que nous retrouverons sous d’autres formes a plusieurs reprises ensuite : la
formule de Taylor.

Dans toute ce chapitre, K désigne soit I’ensemble R des nombres réels ou ’ensemble C des nombres
complexes. Pour les plus curieux, toute la construction effectuée ici peut étre généralisée a un corps K
quelconque, c’est-a-dire & un ensemble muni de deux opérations de somme et de produit « sympathiques »
(associatives, commutatives, distributive 'une par rapport a l'autre, admettant chacune un élément neutre
et telles que tout élément ait un opposé et un inverse, sauf 0 en ce qui concerne 'inverse)
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I/ L’ensemble K[X]

Définition 1 : On appelle polyndme a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite (a,,),,cn
d’éléments de K nulle a partir d’un certain rang.

On note K[X] leur ensemble.

VP = (a,)men € KX], INEN, V>N, a, =0.

n
Remarque : N peut étre aussi grand que 'on veut, mais il est toujours fini.

Exemple 1 : (1,—2,3,0,0,4,0,0,...) = 1 — 2X + 3X2 + 4X°.

Vocabulaire :

— Pour n fixé, a,, est le n+1°"¢ coefficient du polynéme.
— On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0,...) c’est-a-dire défini par la suite (a,,),,cy telle
que :
ay=0,a,=1letVn>2a,=0.

r'n

ATTENTION I X n’est pas un nombre !

— On appelle polynéme constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) o A € K.

On le notera abusivement A.
— Le polynéme défini par la suite nulle (0, 0, ...) est appelé polynéome nul et noté Ok x], ou dangereuse-

ment 0.
Par définition, un polynome est donc nul si, et seulement si tous ses coefficients sont
nuls :

VP=(a,)en EKX], P=0yx < YnEN, a,=0.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



PTSI VINCI - 2025 I. L’'ENSEMBLE K[X]

I.1 Opérations sur K[X]
Définition 2 (Somme de polynémes) : Soient P = (a,,),cn €t Q = (b,,),,cny deux polyndémes de
K[X].

On appelle somme des polynémes P et Q, notée P + Q, le polynéme défini par :

P+ Q - (an —+ bn)nelN‘

La définition sous-entend que la somme de deux polynoémes est un polynéme. C’est
la raison de la preuve ci-dessous ol nous allons nous en assurer.

ATTENTION

Preuve : Soient P = (a,,),,cn €t Q = (b,,),,cn deux polynémes de K[X].
On note N, et N, les deux entiers a partir desquels les suites (a,, ),,cp €t (b,,),cn SONt nulles respectivement.
Posons N = max (N; ;N,).

Comme N >N, et N> Ny alorsn >N = aqa, +b, =0 ie. lasuite (a, +b,),cy est nulle a partir
d’'un certain rang.

On en déduit que P + Q € K[X].

La loi
+: KX x K[X] — K[X]

(P;Q)  — P+Q

est appelée loi de composition interne (& K[X]).

Proposition 1 :
L’addition dans K[X] :

est associative : VP, Q, Re€K[X], P+Q)+R=P+(Q+R)=P+Q+R.
est commutative : VP, Q e K[X|, P+ Q=Q + P.

admet un élément neutre : le polyndme nul Oy;x; = (0, 0, ...) vérifie :
P+ Oyx) = Okx) + P =P.

est symétrisable : Tout polynome P = (a,, ),y admet un symétrique, noté —P, et défini par
—P = (—a,,) ey vérifiant

P+ (=P) = Oyx-

Toutes ces propriétés découlent de celles de K.

Vocabulaire : On dit que (IK[X], +) est un groupe commutatif (ou abélien)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Corollaire 1.1 :
Deux polynoémes sont égaux si, et seulement si leurs coefficients sont égaux :

vV P= (an)n€N7Q - (bn)nGN = [K[X]v p EH<[X] Q < Vne D\I7 ap =K b

n-

En convenant toujours que ces coefficients sont tous nuls a partir d’un certain rang.

Définition 3 (Loi externe) : Soient P = (a,,),,cn € K[X] et A € K.
On définit le produit d’un polynéme par un scalaire, noté A.P ou AP, le polyndéme défini par :

AP = (A X a,)en-

On vérifiera, de méme que précédemment, que \.P ainsi formé est bien un élément de K[X].

La loi
Kx KX] — K[X]

(A;P)  +— AP

est alors qualifiée de loi (de composition) externe (a K[X]).

Corollaire 1.2 :
L’ensemble K[X] est stable par combinaisons linéaires.

Vocabulaire : On dit que ([K[X], +, ) est un espace vectoriel sur K.
A ce stade, il nous reste & pouvoir multiplier des polynémes entre eux et avoir quelque chose qui ressemble

(3 0X) % (S5,50) = 3 (aghy 4o 4 ) Xo = 3 <Zbk> XF,

calcul au sein duquel on a simplement regroupé les termes degré par degré. Il suffit de forcer le destin.

Définition 4 (Produit de polyndmes) : Soient P = (a,,),cy €t Q = (b,,),,cn deux éléments de K[X].

On appelle produit des polyndémes P et Q, notée P x Q ou plus simplement PQ, le polynome défini
par :

P X Q == (Cn)nen\‘ Ofl \V/n 6 D\‘, C’I’L = Zakbn_k.
k=0

n
Vocabulaire : La suite de terme général c,, = Z ayb,,_;, est appelée produit de Cauchy des suites (a,,),en

k=0
et (bn>n€[N .

En particulier, on a :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 I. L’'ENSEMBLE K[X]

[ ) CO = aobo [ ] Cl = albo + aobl [ ] CQ = a2b0+a1b1+a0b2 e ..

Remarque importante :

VneN, Zakbn,k = Z apby- (XX.1)
k=0

= p+g=n

Ici aussi, assurons-nous de la correcte définition de cette opération :

Preuve : Soient P = (a,,),cy et Q = (b,,),,cn deux polyndmes de K[X] considérés avec leur entier N,
et Ny a partir desquels les suites (a,,),cn €t (b,,)nen SONt nulles respectivement.

n
On considere également P x Q = (¢,,),,cny avec, VR €N, ¢, = Zakbn,k.
k=0

Montrer que P x Q € K[X] revient a montrer I'existence d'un rang a partir duquel la suite (c,,),,c) est
nulle.

Posons pour cela N = Ny + N, + 1.

—
=0cark>N; +1>N;

~————
>0si k<N,

Donc, Vn >N, ¢, =0 ie. P x Q € K[X].

Comme ’addition, la loi
x o KX] x KX] — K[X]
P;Q = PxQ

est aussi une loi de composition interne.

Proposition 2 :
Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q, R e K[X], PxQ)xR=Px(QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q e K[X], P x Q=Q x P.

admet un élément neutre : le polynéme 1‘"\X\ = (1,0, 0, ...).
P x 1yxy = lgxg x P =P.
est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X|, Px (Q+R)=P xQ+P x R.

est compatible avec la loi externe :

VAeK VP, QeK[X], \.(PxQ)=(A\P)xQ=Px (A\Q)

~
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I. L'ENSEMBLE K[X] PTSI VINCI - 2025

On dit que ([K[X], +, ><> est un anneau commutatif et que ([K[X], +, X, ) est une algebre commutative

(unitaire) sur K.
ATTENTION | ([K[X], ><> n’est pas un groupe!

Preuve : Tout repose essentiellement sur la relation (XX.1). Considérons les polynémes P = (a,,),,cn.
Q= (b,)nen €t R = (¢,,)en- On se contente de regarder les coefficients de degré k.

— La commutativité est évidente et découle de celle de K (et de N) :

PQly= Y ab,= Y bya,=(QP),

pt+g=k q+p=k

— La distributivité est également assez facile.

(P(Q+R>)k: Y a,btr)= Y apb,+ Y a,r, = (PQ) + (PR,

pt+g=k pt+a=k pt+a=k

— L’associativité est a peine plus longue :

(P(QR)) Z a, Z (byry) = Z a,bgry.

k p+q=k s+t=q pt+s+t=k
Formule totalement symétrique par rapport aux trois polynémes, ce qui prouve |'associativité du
produit.
— |l est assez clair que (P x 1), = E a,l, = g a,ly = a, = (P)y.
pt+qg=k p+0=k
— Enfin, la linéarité de la somme nous donne :

(A-(PQ)>k =AY ab,= Y (Aayb, = (()\.P)Q)

p+q=k p+q=k k
3" a,(Ab,) = <P(>\.Q)> .
p+a=k k

OLYNOMES
[l

On le démontrera plus loin mais les seuls polyndémes inversibles pour la loi x sont
les polynémes constants non nuls.

Définition/Théoréme 5 (Notation définitive) : Soit n € N. On définit la suite des monomes (X"),, o\
par :

X% =(1,0,0, ...)
DRI = ST ¢ 5K

X =(0,1,0, ...) est appelée 'indéterminée et,

CHAPITRE XX.

VneN, X" =(0,0, .., 0, ! L0, ...) (XX.2)

(n+1)%M€ coefficient
Tout P = (a,,),en € K[X] s’écrit alors :

P=aqay,+aX+aX?++a,X" = Zaka.
k=0

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 I. L’'ENSEMBLE K[X]

Vocabulaire : On appelle monéme tout polynéme de la forme a;, X* ot k € N et a;, € K.

Remarque : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

n
o b= (an)neD\Iv o Zakxk7 o Zaka,
<& P, k=0 k>0+oo
k
o > a,Xn, o P(X), e ou k;“kx ’

en convenant toujours que V k > n, a; = 0 i.e. la somme est finie et on écrira toujours un polynéme dans
I'ordre croissant ou décroissant des puissances de X.

ATTENTION I X n’est pas un nombre!

Preuve : Montrons par récurrence que Vn € N, X" = (0, 0, ..., 0, % , 0, ...

(n+1)8Me coefficient

Par définition de X° la propriété est clairement initialisée.

N

Supposons alors que cette propriété soit vraie pour un certain n € N i.e. X" = (0,0, ..., 0, 1, 0, ...) ou
le nombre 1 et le (n 4 1)*™¢ coefficient.

Posons X" = (a,,),en, X = (b,)pen €t X" = X" x X = (¢,)en- En particulier, tous les coefficients b,
et les a, sont nuls sauf by =1 et a,, = 1.

P P
Ona:c, = Zakbp,k = Z a, by, en effectuant le changement d'indice &' =p — k.
k=0 k'=0

0
— Sip=_0alors ¢y = Zakbo_k = agby = 0 car by = 0.
k=0

lsip—1=n _{lsip:n—l—l

— Sip>1lalorsc, =a, by =a, ;=
- P p—1 p-1 0 sinon

0 sinon

On a donc montré que X" = (0, 0, ..., 0, % ,0,..).

(n+2)2Me coefficient

XX FHLIdVHD

La propriété est donc héréditaire.

Etant initialisée pour n = 0, elle est vraie pour tout n € N.

~

Définition 6 (Composition) : Soient P = Zaka € K[X] et Q € K[X].
k>0

SAINONATOd

On appelle polynéme composé Q par P, noté P o Q, le polynéme P o Q = Z a, QF.
k>0

Remarque : SiQ=X+aotuaecKet P:Zaka alors PoeQ =P(X +a) :Zak(X—i—a)k.
k>0 k>0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exemples 2 (Opérations dans K[X]) : Soient P = 1+ 3X — X? et Q = X + X2.
Somme : P+ Q =1+ 4X.
Loi externe : 2P = 2 + 6X — 2X2.

Produit : Zk 0 1 _1 = 4 ¢y =aghy +a,b; +ayby =4
k
C4 = a0b4 Tk a1b3 =F a2b2 <F a3b1 =F a4b0 = —].

PQ = X 4 4X2 4 2X3 — X4,

Composition : PoQ =1+ 3(X +X?) — (X + X?)2 =1+ 3X — 2X2 — 2X3 — X4,

Exercice 1 : Soient P(X) = X? + 3X — 2 et Q(X) = 6X — X2 + 1.

Déterminer P + Q, 3P — 2Q, PQ, P? et Q(P(X)).

Correction : Sans difficultés :
— P+Q=9X-1
— 3P —2Q =5X?—3X —5.
— P2 = (X24+3X—-2)(X2+3X—2) = X* +6X3 +5X2% — 12X + 4.
— PQ=—X*4+3X3+21X2-9X —2.
— Q(P(X)) =6P —P2 4+ 1= —X*—6X3 4 X2 + 30X — 15.

Proposition 3 (Bindme de Newton) :
Soient P et QQ deux polynomes sur K.

n—1

VneN, P+Qr=3 <”> PEQ™* et YneN', P"—Q"=(P—Q) Y PFQu 1k,

= \k =0

Preuve : Dans I'année (K[X], 4+, x) commutatif, la démonstration est identique a celle employée dans
les précédents chapitres sans apporter plus de difficultés.

3
-

Exemple 3: Vne N 1-X"=(1-X) ) XF*
0

Eel
Il

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 2 : Démontrer que pour tout n € N*,

2n
(XB + X2 + X+ 1) Z(_1>kxk — X2n+3 + X2n+1 + X2 +1.
k=0
Correction : Soit n € N*, on a :
G 1—X* 14X%l

X34+X24+X+1 —1)FXF =
X+ ++>;() 1—X *T1+X

(1—X2)(1+X2)

1—-X
— (1+X2>(1+X2n+1)

— X2n+3 + X2n+1 + X2 + 1.

1-X “TTEX

1.2 Degré d’'un polynéme

n
Définition 7 : Soit P = Z a;;X* un polynéme non nul.

k=0

On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a;, # 0.

On convient que deg (O[K[X])) = —00.

Exemple 4 : Si P = X2 4 5X3 4+ X%, on a deg(P) = 9.

Remarques :
n

—siP= Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que si a,, # 0.

k=0

Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,X" le monéme dominant.

— On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient dominant est égal a 1.

— Si P = (a,),cyn est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0. De fait, il n’existe pas
d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la définition ci-dessus.

ATTENTION | — Les polynomes constants ont un degré < 0.

— Les polynomes de degré nul sont les polyndémes constants non nuls.

Proposition 4 :

1. VP, Q € K[X], deg(P+ Q) < max(deg(P),deg(Q)).

F. PUCCI
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- ) ) deg(P)si A#0
2. VAeK, VP e K[X], deg(A\P)={

—o0 si A = 0.
VP, QeK[X], deg(PQ)=deg(P)+ deg(Q).

1. VP, Qe K[X], deg(PoQ) = deg(P) x deg(Q).

Preuve :

1. Déja vu. A noter qu'on peut avoir deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) (lorsque P et Q sont de
méme degré et de coefficients dominants opposés).

2. SiA=0o0na AP =0 donc deg(A\P) = —

p
Si A # 0, posons P = Zaka avec a,, # 0 (i.e. deg(P) = p).
k=0

On avuque Vk>p, Aa,=0doncdeg(AP)<p
Par ailleurs, Aa, # 0 car A # 0 et a,, # 0.

D'ou deg(AP) = p = deg(P).
3.SiP=0ouQ=0, onaPQ =0 donc deg(PQ) = —oco. Par ailleurs, deg(P) + deg(Q) = —oc0
donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

SiP#0etQ+#0, posons P = Zaka avec a, #0et Q= Zka avec b, # 0.

k=0 k=0
+00
Soit PQ = chXk. OnavuqueVk>p+gq, ¢, =0doncdeg(PQ)<p+yq.
k=0

b, 0.

Par ailleurs, ¢, , =

car i>2p+1>

Donc deg(PQ) = p + ¢ = deg(P ) + deg(Q).

4. OnaPoQ= Zak <Zb Xl> dont le terme dominant vaut (si on développe tout brutalement

a coup de formules du bindme de Newton) a,, by XP".

.
Exercice 3 : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynomes suivants :
1. Pi(X)=X3 - X(X—2+1i)2
2. P(X)=(X+1)"—(X=1)", oun € N.
Correction :
1. Py(X)=2(2+ i)X? — (2 + i)?X donc deg (P;) = 2 et son coefficient dominant est 4 + 2i.
" /n e n
2. Py(X) = Xk — ) (=1)* Xk
09=32(3) -2 ()
|n-1]
n 2]
n
=9 Z (?\X”*k:22(2 1\X (2p+1)  En posant k = 2p + 1.
Lycée Jules Garnier k=0 \K:/ p=0 \ P / F. PUCCI
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En particulier,

— deg (Py) =n —1 et le coefficient dominant est 2n.
— Dernier terme : 2 si n est impair, et 2nX si n est pair.

Corollaire 4.1 :
1. Les seuls polynémes inversibles sont les polynémes constants non nuls.

2. VP,Q & [K[X], PQ = 0|]<[X] <~ P = OM[X] ou Q = OM[X]

Vocabulaire : On dit que (IK[X], +, x) est un anneau intégre.

Preuve :

1. P € K[X] est inversible dans K[X] pour la loi X si, et seulement si il existe un polynéme Q de K[X]
tel que PQ = 1. Nécessairement, P ne peut étre nul.

Mais alors, deg(P) + deg(Q) = 0 i.e. deg(P) = 0.
P est donc un polynéme constant non nul.

Réciproquement, il est clair que les polyndmes constants non nuls, les scalaires non nuls de K donc,
sont inversibles.

2. Supposons que PQ = 0.
Alors deg(P) + deg(Q) = —oc0. Si P # 0 et Q # 0, alors deg(P) + deg(Q) € N : absurde.
En conclusion, P =0 ou Q = 0.

La réciproque est claire.

Définition 8 : Soit n € N.

On note K, [X] ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n.

Proposition 5 :

K,,[X] est stable par combinaisons linéaires.

Preuve : Soient P, Q € K, [X], \, p € K.
deg(AP + Q) < max (deg(AP) ; deg nQ) < max (deg(P) ; deg(Q)) < n.

En conclusion, AP + uQ € K, [X].

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 4 : Pour tout P € R3[X] on définit f(P) = P(X + 1) — P(X).

Calculer f(X3), f(X?), f(X) et f(1) puis montrer que, pour tout P € R4[X], f(P) € R,[X].

Correction :
— f(X3) (X+1) — X3 =3X2+3X + 1.
f(X?) =(X+1)2-X2=2X+1.
f(X) = (X +1)—X=1.
f)y=1—-1=0.

Soit P = Z a, X* € R3[X]. Alors,

k=0
3
Zak X+ Dk =) Xk = Zak (X + 1) — XF)
k=0
= @ (3X2+3X+ 1)+ ay ( 2X+ )+a1
= 3a3X? + (3az + 2a5)X? + a3 + ay + a; € Ry[X].
Remarque : On verra plus tard que f est linéaire sur R[X] et que f(P Zakf Xk) ce qui permet de

k=0
voir plus rapidement que deg (f(P)) = deg (P) — 1.

1.3 Notions de polyn6mes de matrices

P
Soit M € #,,(K) et P = Z a;X? un polynome de K[X].
=0

Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu’une combinaison linéaire et un produit de matrices
de #,,(K) sont encore des matrice de .#,,(K), on note alors P(M) la matrice de .#,, (K) définie par :

p
P(M) =Y aM =a,MP+ ..+ a, M+ agl, € .4,(K).

=0

Définition/Théoreme 9 :
— Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).

— Lorsque P(M) = 0.4 (), on dit que P est un polynome annulateur de M.
— Soient P, Q € K[X], M € ., (K) et A € K.

Alors,

o (P xyx; QM) =PM) X_4 1) QM),
* (A yx P +yx) QM) =A- 4 ) P(M) +_4 ) QM).

Lycée Jules Garnier
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Corollaire 5.1 :
Soient P, Q € K[X] et M € ., (K). Alors,

P(M) % 4 ) QM) = QM) X 4 k) P(M).

Les polynoémes de matrices permettent d’introduire de la commutativité 1a ou il n’y en avait pas. Vous
verrez que cela a une grande importance.

-1 1 1
Exercice b : Soit A = 1 -1 1 .

1 1 -1

Montrer que A2 + A — 2I; = 0;. En déduire que A est inversible et calculer A~

Correction : |l suffit de calculer A2 + A — 2I,. En factorisant par A i gauche ou a droite, on obtient
alors :

1

N | —

1
La matrice A est donc inversible d'inverse 3 (A+13).

Commentaires : Le polynéme P = X2 + X — 2 est annulateur de A. De valuation nulle, la matrice A est inversible.

II/ Dérivation dans K[X]

11.1 Polynome dérivé

Définition 10 : Soit P =), X" € K[X].
k=0

On appelle polynome dérivé de P, noté P’, le polynome défini par :

P/ = ka X!
k=1

k)

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P par

PO —p
VkeN, P& = (p®),
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Remarque : Il s’agit d’une dérivation formelle qui peut se décrire par une simple translation de coefficients
et une multiplication par leur indice : il n’y a pas de question a se poser sur la dérivabilité d’un polynéme
comme pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 5 : (1+3X—X?)=3-2X et (20) =0.

I1.2 Degré du polynome dérivé

Pr0p05|t|f)n b , deg(P) — 1 si deg(P) > 1
VP e K[X], deg(P’)=
' —00 si deg(P) <0
En particulier, VP € K[X], deg(P)<n = Pt = O x)-

Remarque : VP € K[X], P’ = 0yx) <= deg(P) <0 <= P est constant.

Preuve : Soit P = Zaka alors P’ = Z ka, Xk,
>0 k>0
— Si deg(P) < 0 alors P est constant et Vk € N*, a, =0 d'ou P’ =0 et deg(P’) = —c0.

N
— SiN =deg(P) > 1 alors P = Z a;, Xk avec ay # 0.
k=0

Z
_

N
Ainsi, P’ = Z ka,XF1 = (k+1)ay, X5,
k=1 0

T

Or, Nay # 0.

Donc deg(P’) = N — 1 = deg(P) — 1.

11.3 Dérivation et opérations

Cette dérivation, bien que définie de fagon formelle, coincide évidemment avec la dérivation usuelle sur
les fonctions polyndémiales, et de ce fait vérifie toutes les formules de dérivation usuelles. En particulier
celles rappelées ci-dessous :

Proposition 7 :
1. VP,Q e KX,V A\, p e K, (AP +puQ) = \P’ + pQ’.
2. VP,Q € K[X], (PQ) =P Q+PQ.
3. VP e K[X],VneN, (P*) =nP’ xPr 1

La dérivation des polynoémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Preuve :

1. Il suffit d’ écrire

2. Posons P = Zaka et Q= Zkak

k=0 k=0
pt+q
— D’une part, par définition du produit : PQ = deXk
k=0
p+q p+q—1
Et donc (PQ)' =Y kd,X* 1= Y~ (k+1)dy,, X"
k=1 k=0
p+g—1
= > diXFavec VEEN, df = (k+1)dy,, =
k=0
p—1
— D’autre part, P’ = Zka Xkl = Z(kz—i— ay., Xk
p—l k=0
=Y a; XN avecVkeN, a, = (k+ 1)ay,,.
k=0

p+q—1

k
avec Vk e N,d, = Zaibk_i

=0

k41
(k+1) Z Wibji1—i-

=0

On obtient alors le produit : P'Q = Z a,X* avec Vk €N, o) = Za b

De méme, en posant Q' = Zb;X’“ avec by = (k+1)b,, ;,ona:
k=1

p+g—1

Z B, X" avec Vk € N, Bk—Zabk ;

p+q—1
En réunissant ces résultats, P'Q + PQ’ = Z 7, X* avec :
k=0
k k
M = Z aibe_; + Z a;bj,_
=0 i—0
k k
T = Z(i + Daj1bp; + Z a;(k—1i+1)bp_i
i=0 1=0
k1 k
Tk = Zmibkﬂ'ﬂ + Z —i+ Daby i1

=0

k
Vi = (k+ Dagby 1 + [Z ia;by_ z+1:| + [Z(k —i+ 1)aibk—i+1:| + (k+ 1)ay 1 by

i—0 =1 i=1

Vi = (k+ Dagby 1 + Z lia;by_ip1 + (kK — i+ 1)ab,_iq] +

k
Vi = (k+ Dagbyy + Z [(k+ 1)agby_i] +

=1
k+1

Y= (k+1) Zaz‘bkﬂﬂ'
=0

Vi = dj,

(k+ 1)ag,1bo

i=k+1

(k+1)ag, 10y

J !
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(PQ)’

Je vous accorde que cette démonstration n'a d'intéréts que techniques.

Par conséquent, on a bien : =P'Q+PQ’

Exercice 6 : Déterminer les polynomes :

1. P € R[X] tels que (1 —X)P’ —P =X". 2. P € C[X] tels que (X2 + 1)P’ — 6P = 0.

Correction : Le raisonnement se fait par analyse-synthése :
P
1. Si un tel polynéme P = zaka existe alors son coefficient dominant est —(p + 1)

k=0
est donc nécessairement n.

a,. Son degré

De plus,
XM= (1-X)Y ka,Xk1—Y"q,X*
k=1 k=0

Xm =" ka Xkl — Z ka, Xk — Z ap X

k=1

n—1
X" =Y (k+1)agy, X* Zlmkxk Za XF

k=0

n—1

X" =a; —ag+ Y (k+1) (ar; —a) X — (n+ 1)a, X"

k=1
Deux polynémes étant égaux si, et seulement si ils ont les mémes coefficients, on trouve :

1
n+1

Vke[0;n—1], ap =ap,q et a, =—

1
Réciproquement, on vérifie que P = o

2. Avant de se lancer dans des calculs, il est bon de regarder le degré d'un polynéme candidat.

(X®+ Xt 4 L+ X+ 1) convient.

Si P est non nul et n son degré. On aurait, deg ((X2 + 1)P’
ce qui n'est pas possible.

— 6P) < max (deg (P) + 1;deg (P)) = n+1

Donc P est nécessairement nul. C'est la seule solution.

Commentaires : En résolvant I'équation différentielle du premiére ordre homogéne, on voyait déja que la seule solution

possible, primitive de t — — , n'était pas polynomiale.

t2+1
V.

Proposition 8:

VP, QeK[X], VA ueKX],VneN, AP+ uQ)"™ =AP"™ + uQ"™.

. VP,( VneN, (PQWM = prIQn—h)

) € KIX], Vn (PQ) Z(/) )
Formule de Leibniz

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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I1.4 Fonction polynomiale associée a un polynéme

Définition 11 : Soit P = Zaka € K[X] o n € N.

La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

P: K — K

n
r g a,z®
k=0

On appelle fonction polynomiale toute fonction f € F (K, K) telle qu’il existe P € K[X] vérifiant :

f="P.

L’ensemble des fonctions polynomiales définies sur K a valeurs dans K est ici noté Pol(K).

Exemple 6 : SiP=X2+1,alorsP: R — R
z — z2+1

Par construction,

Corollaire 8.1 :
L’application ® : K[X] — Pol(K) est surjective.

P +— P

X n’est toujours pas un nombre! On ne dit pas « Posons X = 1 », mais « Evaluons
en 1 ».

ATTENTION

Proposition 9 :
Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

1. AP 1 puQ = \P + 1Q). 3. P-Q=DPoQ.
2. PQ =PQ. 1. P = (B)".

p q
Preuve : Soient P = Zaka et Q = Zka’“ deux polyndmes ol p, ¢ € N.
k=0 k=0

thte a rajouter des coefﬂaents dans I'un des deux polynémes, en notant n = max (p;q), on peut écrire

P= Zaka et Q= Zbkxk
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Pour tout 2 € K,
(AP +uQ)(@) = > _(Aay, + pby)z* =AY~ apab + 5> ba® = AP(x) + pQ(x).
k=0 k=0 k=0

La démonstration est identique pour le produit.

R[X] et R® sont dotés de notions différentes d’addition, multiplication, composition
et dérivation.

ATTENTION Dans la formule P o Q = Po Q par exemple, ce ne sont pas les mémes « o » qu’on

trouve a gauche et a droite.

Pire, dans la formule P’ = P, la dérivée P’ est une dérivée formelle alors que la dérivée
P’ est la dérivée d'une fonction définie comme limite d’un taux d’accroissement.

Sachant que 1 est la fonction constante z —» 1, élément neutre de K¥ l’application P P s’avere étre
un morphisme d’anneaux de K[X] dans K¥.

11.5 Formules de Taylor

Les formules de Taylor sont un outil completement fondamental en analyse, permettant d’effectuer les
calculs de développements limités qui nous permettront de voir sous un jour nouveau les calculs de limites.
Le principe en est simple : généraliser la notion de droite tangente & une courbe en approchant le plus
possible une courbe donnée (en un point donné) par la courbe d’une fonction polynémiale.

Rien d’étonnant donc a en retrouver un énoncé dans ce chapitre consacré aux polynémes. Ici, pas question
d’approximation, puisqu’un polynéme est évidemment simplement égal a son développement limité, mais
I'idée est de comprendre qu’il existe plusieurs fagons différentes de décrire un méme polynome.

~

POLYNOMES

L’ensemble R,,[X] étant ce qu’on appelle un espace vectoriel de dimension n + 1 (on expliquera cela plus
tard), on peut décrire un polynoéme de degré n en donnant n + 1 réels.

On peut le faire d’au moins trois fagons :

1. donner les coefficients du polynéme. C’est la facon la plus classique de procéder, mais I'information
donnée est finalement assez peu commode a exploiter autrement que trés globalement (que signifie
le fait qu'un polynéme de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal & 57 Essentiellement rien).

2. donner les valeurs du polynéme en n + 1 réels distincts. Nous détaillerons stirement cette méthode
dans un devoir sur les polynémes dits de Lagrange qui donne une information trés concréte mais
éparpillée a n + 1 endroits différents.

3. la troisieme méthode que nous allons voir concentre réellement toute I'information au méme endroit,
puisque la formule de Taylor reconstitue le polynéme & partir des valeurs de ses différentes dérivées
en un méme réel a.

CHAPITRE XX.

Théoréme 10 (Théoreme de Taylor) :
Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

18
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Alors :

Preuve : En trois temps :

1. Posons Q, = X*. Alors Vn € N, ;cn) =

2. On montre la formule de Taylor pour Qy :

Q. =XF=(a+X—a)= Z <Z> a" (X —a)?
n=0
: k! —n n

- 7;] nl(k — n)‘al€ (X—a)
=2 anv<a) (X —a)*

n=0 :

)

= an,(a> (X —a)"

n>=0 :

3. On étend a tous les polyndmes par linéarité :

Soit P = Zaka = Zaka. En dérivant, on a P(") = ZakQ;m.

k>0 k>0 k>0

>0 = a0 M
1 ~
=> {Z a, Q" <a>} (X —a)
n>0 k>0
1~
= EPW) (a)(X —a)”
n>0 """

213 + 2x2 —4
Exemple 7 : Soit f(z) = — +( v Jlr)g’x
l’_

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le but de calculer
une primitive de f par exemple.

d
On souhaite donc écrire f(x) sous la forme a + poo + @ _C 12 S5 @15
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Il suffirait de savoir écrire 22 + 222 + 3x — 4 sous la forme a(x — 1)3 + b(x — 1) + ¢(x — 1) + d pour
conclure.

La formule de Taylor permet d’éviter les développements, I'identification, et la résolution du systeme.

P=2X3+2X?2+3X—4 doncP(1) =

P’ =6X% +4X + 3 donc P’(1) =

P"=12X+14 donc P”(1) =

PG =12 donc P®)(1) =

\ - ) P"(1) ., PP 3
D’apres le théoréme de Taylor : P =P(1) + P (1)(X —1) + 5 (X—=1)%+ 3 (X —1)°.
- ) , 3 13 8

DouP=34+13X—-1)+8X—-1)*+2(X—=1)? et f(z) = + + +92.

(—1)3 (z—1)2 z-—1

423 — 322 +Tx—1
(z —2)?

Exercice 7 : Donner la décomposition en éléments simples de f: x

Correction : Posons P =4X3 —3X2+7X —1. On a P(2) =33 et
P’ =12X2 —6X+7 et P/(2)=43
P’ =24X -6 et P”(2)=42
P® =24 e PO(2)=24
D’aprés la formule de Taylor au point 2, on obtient :

42 24
P :33+43(X—2)+?(X—2)2—|-E(X—2)3

=334+ 43(X —2) +21(X —2)2 +4(X —2)3.
D'ou,

33 43 21
f(z) = w28 T m2p +—5+4

Corollaire 10.1 :
Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

Alors :

P(X +a) = Zp: PO(a) v,

|
"0 n.
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Théoreme 11 (Théoréme de Taylor-Mac Laurin 1)) :
Soit P € K[X].

Alors :

’f)(n)(o) B
P:Z X",

n=>0 o

Preuve : Cas Particulier de Taylor avec a = 0.

» ~
P™ (0o ~
En particulier, si P = Z a, X", alors, par identification, a, = P o et P(0)

|
=0 n!

ITI/ Arithmétique dans K[X]

=nla,.

III.1 Divisibilité

Définition 12 : Soient A, P € K[X].

— On dit que A divise P, noté A|P, s'il existe un polynéome Q € K[X] tel que P

On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.
— On dit que A et P sont associés 8’il existe A € K* tel que P = A A.

— AQ.

Exemples 8 :
— X—1X2—lcar X2 —1=(X—-1)(X+1).
— X —3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).
— Tous les polynomes divisent le polynéme nul.
— VP eKX], 0P < P=0.

Proposition 12 :
1. VA E M[X} ;\|;’\ et AX|()

, A|B
2. VA,B e K[X], — IAeK, B=)A
B|A
) AB
3. VA,B,C e K[X], — A|C.
B|C

Remarque : La divisibilité dans K[X] n’est pas une relation d’ordre.

[1]. Colin Mac Laurin : écossais, 1698-1746
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Preuve :
1. Soit A € K[X].

A=Ax1 = A[Aet0=0xA = AJ0.
AlB
BJA

On aalors B=Q;Q,B < B(1-0Q;Q,) =0.

2. Soient A, B € K[X], tels que {

Comme K[X] est intégre, alors B =0 ou Q;Q, = 1.

ie. 3Qq, Qy € K[X] tels que {

B=Q,A

— SiB =0 alors BIA = A =0 et tout A € K convient : A et B sont associés.

— SiQ;Q, = 1alors {81 ig

2

et deg(Q;Q,) = deg(Q;)+deg(Qy) =0 = {

deg(Q,) =0
deg(Qy) =0

Ainsi Q,, par exemple, est constant non nul iie. I\ € K* tel que B=Q;A=XA: AetB

sont associés.

1
Réciproquement, si 3\ € K* tel que B = AA alors B = XA qui entraine A|B et BJA.

3. Il suffit d'écrire.

Proposition 13 (Compatibilité avec les opérations) :
I. VA,P,Q e K[X], AP = A[PQ

AP

AlQ

AlP

B|Q

4. VA PeKX|,YneN, AP = A"[P"

DO

. VA,P,Q € K[X], { — AP+Q

3. VA,P,B,Q € K[X], { — AB[PQ

|

n'implique pas .

Exercice 8 : Montrer que Vn € N, X?|(X +1)" —nX — 1.

Correction : |l suffit de développer avec le binome de Newton :

(X+1)"—nX—1:i (:) Xk — (?) X1 (g) X0 =%

k=0

k

n

2)

(

") xkE = x2
k

Lycée Jules Garnier
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I11.2 Division euclidienne

Théoreme 14 :
Soient (A, B) € K[X]?, avec B # 0.

Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :
A=BQ+R et deg(R)< deg(B).
Lorsqu’on a obtenu cette écriture, on dit qu’on a effectué la division euclidienne de A par B.

A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.

Preuve :

Existence : Par récurrence (forte) sur d = deg(A).

— Sid <0, alors :

si deg(B) > 1, on peut poser A = QB + R avec Q = 0 et R = A (et on a bien
deg(R) < deg(B)).

si deg(B) = 0, B est inversible, et on peut écrire A = (AB™1)B + 0.
— Supposons que pour tout polyndme de degré < d (avec d > 0) la propriété soit vraie.

d+1 d
On considére alors A = Zaka = a . X+ ZakX’“ un polynéme de degré d + 1 et
k=0 k=0

P
B = Zkak avec b, # 0.
k=0

— sid+1<p,onpose Q=0et R =A.

— sid+13>p, onécrit A =B x %XdﬂﬂwA’ et A=A —Bx %Xdﬂ—p.

p p
—

Qo

Ag+1
b = 0.

p

Le coefficient de X%*! de A’ est donc, par construction, ag,q —b

D'ou, deg(A’) < d.
Par HR, on peut écrire A’ = BQ; + R, avec degR; < deg(B).

Do A =A"4+BQy, =B(Qy+ Q) +R; avec degR; < deg(B).
eK[X]

La propriété est encore vraie jusqu'au rang d + 1.
Unicité : Supposons que A = BQ; + R, et A = BQ, + R,. avec degR; < deg(B) et deg R, < deg(B).
Alors B(Q; — Qg) = Ry — Ry et deg(B) + deg(Q; — Q,) = deg(R, — Ry).
Dol deg(Q; — Qy) = deg(Ry —R;) —deg(B) <0 ie. Q = Qy.

J !
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Exemple 9 : 2X* — X3 +6X2 +7X — 14 = (X2 + X +1)(2X2 —3X +7) + (3X — 21)

Exemple 10 : Soit P = X* +5X3 4+ 5X2 —5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X —1.

X4 + 5x3 4+ 5X2 — 55X — 6 [X-1
—(X* - X3 1X3 +6X2+ 11X+ 6
X3 4+ 5X2 — 5X — 6
—(6X3 —  6X?)
X2 — 535X — 6
—(11X2 — 11X)
6X — 6
—(6X — 6)
0

On obtient donc, P = (X — 1)(X3 + 6X2 + 11X + 6).

Cette méthode de calcul est une alternative a I'identification lorsqu’on cherche a factoriser un polynéme
comme ici, par exemple, apres avoir trouvé 1 comme racine évidente.

2 -2 1
Exercice 9 : Soit la matrice M=| 2 —3 2
-1 2 0

1. Vérifier que M? + 2M — 3I; = 0.

2. En déduire que M est inversible.

3. On définit le polynome P = X2 + 2X — 3.
(a) Factoriser P.

(b) Déterminer le reste R de la division euclidienne de X™ par P.
(¢c) En déduire M™

Correction :
1. Simple calcul.

1 1
2. M 3 (M +2I,) = 3 (M + 2I3) M =1I; donc M est inversible.
3. (a) P=(X-1)(X+3).
(b) D’apres I'algorithme de division euclidienne, R est de degré strictement inférieur 3 2 et on a :
X"=PQ+aX+b olabelR et QeRX].

En évaluant intelligemment en 1 et —3, les racines de P, on a :

1—(=3)"

1 =atb _ Jo =—F —

(=3)" =-3a+b p -3t (3)"
4
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1= (=)™ 3+ (=3)"
Donc R = <4 ) X+ +<4 )

(c) Comme P(M) = 04, on en déduit :

1_ _ n _ n
VneN, M”:¥M+WI3.

La méthode exposée dans 'exercice est générale :

Méthode 1 (Calcul de la puissance d’'une matrice) :
Si P est un polynéme annulateur de la matrice A i.e. si P(A) = 0, on écrit la division euclidienne de
X" par P :

3Q,,R,, e KX, X"=Q,P+R, et deg(R,) < deg(P).

La relation matricielle A” = P(A) xQ,,(A)+R,,(A) donne A™ = R, (A). Il suffit donc de connaitre R,, .

—
=0

Proposition 15 :
Soient A et B deux polynoémes avec B non nul.

B|A < le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

Preuve :
(<) SiR=0,0naA=BQ+0 avec Q € K[X] donc B|A.
(=) Supposons que B|A. Alors il existe Q € K[X] tel que A = BQ = BQ + 0.

Comme on a bien deg(0) < deg(B), le reste dans la division euclidienne A par B est nul.

Exercice 10 : Démontrer que X? — 3X + 2 divise le polynéome (X —2)?" + (X —1)" — 1.

Correction : Ecrivons la division euclidienne de (X —2)2" + (X — 1)® — 1 par X2 — 3X + 2.
Avec les degrés, il existe donc un polynéme Q et deux scalaires a et b tels que :
(X—=2)2"+ (X —1)"—1=Q(X? —-3X+2) +aX + b.

En remarquant que 1 et 2 sont les racines de (X? — 3X + 2), on obtient le systéme trivial :

b =0 —0
“F = ! = X2 3K +2I(X—2)2 + (X —1)" — 1.
2a+b =0 b=0
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II1.3 Polyndmes irréductibles

Définition 13 : Un polynéme de K[X] est dit irréductible ou premier si :
— deg(P) > 1.
— P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec pu € K*).

Un méme polynoéme peut étre irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] :

ATTENTION — X2 + 1 est irréductible dans R[X].

— X2+ 1= (X+1i)(X—1) dans C[X] et donc il est non irréductible.

Théoréme 16 (Admis) :
Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition en produit de polynomes irréductibles,
unique a l'ordre pres des facteurs et aux constantes multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.

1, 1
Exemples 11 : Dans R[X], X3 — 1= (X - )(X2+ X +1) = (§X 4 5) (2X2 + 2X + 2).

Dans C[X], X? —1 = (X = )(X — j)(X=T) = <éX+é) (2X — 2j)(3X — 37).

Corollaire 16.1 :
Tout polynome de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréductible.

~

POLYNOMES

Proposition 17 :
Les polynomes de K[X] de degré 1 sont irréductibles.

X
X : .
w Preuve : Soit P € K[X] de degré 1.
E Supposons qu'il existe A € K[X] tel que A|P i.e. 3Q € K[X] tel que P = AQ.
L On a alors 1 = deg(P) = deg(A) + deg(Q) = { cg(A) ou { e8(A)
< deg(Q) =1 deg(Q) =0
- — Sideg(A) =0 alors A est un polynébme constant non nul.
O
deg(A) =1
— Si {degEQ; 0 alors Q est un polynéme constant non nul, soit Q = A € K* qui entraine
eg(Q) =

P = )MA : P et A sont associés.

Finalement, si P € K[X] est de degré 1 alors les seuls diviseurs de P sont les polynémes constants non
nuls et les polynémes associés a P i.e. le polynéme P est irréductible.

N
(=)]
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Toute la question va étre de savoir si la réciproque est vraie ou non 7.e. les polynémes irréductibles SONT

les polynémes de degré 1. Cela va dépendre de K.

IV / Racines d’un polynéme

Définition 14 : Soit P € K[X] et o € K.

On dit que o est une racine de P (ou un zéro de P ) lorsque P(a) = 0.

Exemple 12 : 1 est une racine de P = X2 —1 car P(z) =22 —1 et P(1) =12 —1 = 0.

Théoréme 18 :
Soit P € K[X] et a € K.

a est une racine de P <= P est divisible par X — a.

Preuve :

(<) Si P est divisible par X — a, alors on peut écrire P = (X — «)Q, avec Q € K[X].
Alors, Vo € K, P(z) = (X —a)Q(z) = (z — a)Q(x).

Par conséquent, P(a) = (o — a)@(a) = 0 donc « est une racine de P.

(=) Effectuons la division euclidienne de P par X —a : P = (X — a)Q + R avec Q,R € K[X] et
degR < deg(X — a) = 1. On en déduit que degR < 0, i.e. R est un polynéme constant. Posons

On adonc P = (X —a)Q+ry et donc Vz € K, P(z) = (z— a)@(:p) + 7.
En évaluant en z = a, on obtient P(a) = 7.
Dot P = (X — a)Q + P(w).

Par hypothése, o est une racine de P, donc P(a) =0 et P = (X — a)Q, i.e. (X — a)[P.

Remarque : On a vu, au cours de la démonstration que le reste dans la division euclidienne de P par

X —aest P(a).

Corollaire 18.1 :
Soit P € K[X].

n
Si P admet n racines distinctes a4, -, o, alors P est divisible par H(X —ay,).
k=1
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Preuve : Par récurrence sur n :

1. Sin =1, c'est le théoreme précédent.

2. Supposons que la propriété soit vraie pour n racines (n > 1).
Soit P admettant n + 1 racines oy, -, a,,, a,, ;-

En utilisant le théoréme, on peut écrire P = (X —
OnadoncVaz ek, P(z)=(z— an+1>6($)-
Pour k € [1,n], (ap — Oén+1>6(ak) :ff)(ak) =0.

Or, les racines sont supposées distinctes, d'ott o), — v, ; # 0 et donc Q(ay,) =0 : les ay, -,

sont racines de Q.

n
Par hypothése de récurrence, on peut écrire Q = <H(X — Ozk>> Q,, et donc :
k=1

H(X—Oék) H(X_ak>

3. Initialisée pour n = 1 et héréditaire, la propriété est vraie pour tout entier non nul.

P=X=-0,1)Q=X-0a,,) (

o

X" 417

Exercice 11 : A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le polynéme X2 + 1 divise-t-il

Correction : Pour tout n € N :

~

= %Eﬂ' [27]

X2 4+ 1divise X" +1 < i et — i sont racines de X" + 1

< 1 est racine de X" +1 car X™ 4 1 est a coefficients réels.

< i"+1=0 < ez

C'est le corollaire (18.1) qui donne I'implication

i et — i sont racines de X" +1 = X2+ 1 divise X" + 1.

Théoreme 19 :
Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

CHAPITRE XX. POLYNOMES

Alors, P possede au maximum n racines.

ATTENTION I Dans R, un polynéme de degré n ne possede pas forcément n racines.

Lycée Jules Garnier
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Preuve : Soit P € K[X] un polyndme non nul, de degré n > 0.

Supposons que P possede au moins n + 1 racines distinctes oy, -, ,,, @, ;.
n+1

Alors, on peut écrire P = <H(X— ak)) Q avec Q € K[X].
k=1

Dot deg(P) = n + 1+ deg(Q) et deg(Q) = —1. Absurde !

Corollaire 19.1 :

1. Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.

2. Le seul polynéme admettant une infinité de racines est le polynéme nul.

Exemple 13 : La fonction cos n’est pas polynomiale.

Exercice 12 (Polynomes de Tchebychev) :

1. Démontrer qu'il existe une unique suite de polynémes (T,,), oy telle que :
VneN, Ve eR, T, (cos(x)) = cos(nz).

2. Calculer T, et Ts.

IV.1 Identification entre Pol(K) et K[X]

Proposition 20 :
L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

P — P

Preuve :
— Soit f € Pol(K) alors, par définition, il existe P € K[X] tel que f =P.

® est donc surjective (par construction). Ce que I'on avait déja vu au corollaire (8.1) .
— Montrons que ® est injective.

Soient P, Q € K[X] tel que ®(P) = #(Q) < P =Q.
Ainsi, Yz € K, (P — Q)(z) = 0.

Le polyndme P — Q admet une infinité de racines (car K est infini) donc P—Q =0ie. P=Q et
® est injective.

Des deux alinéas précédents, on en déduit que P est bijective.
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Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique & un et un seul polyndéme P.

On se permettra donc par la suite d’identifier P et P, ce que I’on avait commencé a faire avec les polyndémes
constants.

On écrira donc en particulier & partir de maintenant P(a) au lieu de P(a) (o € K).
Corollaire 20.1 (Polynémes de Lagrange) :
Soient n € N*, 21, %y, ..., 7, € K distincts deux & deux et y;,¥s,..., 9,1 € K.
Il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que :
Vie[l;n+1], P(z;,) =y,

Il s’agit du polynéme défini par la formule :

Preuve : Le polynéme proposé convient bien.

L'unicité est donnée par la proposition (20) .

Remarque : Lorsque K = R, cela signifie qu’il existe une unique fonction polynémiale P de degré inférieur
au égal a n dont le graphe passe par les n + 1 points du plan M; (21,v;), ..., My, 1 (@115 Yni1)-

IV.2 Ordre de multiplicité d’une racine

Définition 15 : Soit P un polynéme non nul de K[X] et a € K.

Si « est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P le plus grand entier n
tel que (X — a)™|P.

Remarques :

— Comme « est une racine de P, E = {n € N, (X — «)"|P} est non vide, puisque 1 € E.

D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc E C N admet un plus grand élément i.e. la
multiplicité d’une racine est bien définie.

— Si la multiplicité de « est 1, 2, 3, ... on parle de racine simple, double, triple.

On convient que si 'ordre est 0, o n’est pas une racine de P.

n+1

— Par définition de 'ordre de multiplicité, si n est celui d’une racine « alors (X — «) ne divise

pas P.

Théoréme 21 :
Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.
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Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. « est une racine de P de multiplicité m.

2. 3Q eKX],P=X—a)"Q et Q(a) # 0.
3. P(a) =P'(a) = =PM™Y(a) =0 et P™(a) 0.

Preuve :

1 = 2 : Si « est une racine de P de multiplicité m, par définition (X —a)™|P et (X —

peut donc écrire P = (X — a)™Q.

)™ P, On

Si I'on avait Q(a) = 0, on pourrait écrire Q = (X — a)Q; et donc P = (X — a)™"1Q,. Absurde.

2 = 3 : Supposons que P = (X — a)™Q et Q(«) # 0. Posons R = (X — a)™.

k
k . ,
D’apres la formule de Leibniz, P*) = (RQ)*) = E () R®Qk-)
i

=0
m)! ) 0 sit<m
. T X—a)mt osii < o
Or, R _{ (m—z’)!< @) IS o RO(a) =< m! sii=m
0 Sl >m 0 sii>m

=0 m

. 0 sik<m
k) (o ) (a)QUF—
Dot P Z < )R )Q ( ) = <k> R(m)<a)Q(k—m) () sik>=m

Ainsi, P (o) = 1 x m! x Q(a) # 0.
3 = 1 : Supposons que P(a) = P’(a) = --- = P™ Y (a) = 0 et P (a) # 0.

On applique la formule de Taylor a P :

~ n!
p P(”>(a)
- Z n! (X=a)
m N~ P™(a)
=X—-a) Z oy (X —a)n—m
Q
= (X—a)"Q
U P P (a
AVGC Q Z )k—m = ,rn'(> ﬁé 0.
k=m . #0 ssi k=m '

Donc, « est une racine de multiplicité m de P.
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A retenir 1 :
On dit que a € K, est racine de P € K[X] d’ordre de multiplicité au moins m € N* si (X —a)™|P ou
s'il existe Q € K[X] tel que P = (X —a)™Q ousi Vm € [0;m — 1], P®)(a) = 0.

Exemples 14 :
— Déterminer les racines de P = (X — 1)(X? — 1)(X?® — 1)(X* — 1) € R[X] et leur multiplicité.

P=X-1)(X2-1)X3-1)(X*-1)
= (X — DX - DX+ DX = DX + X+ D][(X = DX + 1)(X + 1)]
=X -1AX+1)2(X2+X+1)(X2+1)

X2 + X + 1 n’a pas de racines réelles (A = —3) et X2 + 1 non plus.

P a donc deux racines réelles : 1 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 2.
— P =aX2+bX +caveca#0.

b
SiA=0,z,= 5 est une racine double de P : P = a(X — z,)%.
a

Exercice 13 : Montrer que, Vn € N, P,, = nX"" — (n + 1)X" + 1 est divisible par (X — 1)2.

Correction : Le résultat est déja clair pourn =00u0 Py =0etn =100 P, = X% —2X + 1.

Soit n > 2. Il suffit de montrer que 1 est racine double de P, :
— Il est déja clair que P,,(1) =n—(n+1)+1=0.
— Avec P/, =n(n+ 1)X" —n(n+ 1)X" ! =n(n+ 1)X" (X — 1) le résultat est également évident.

Le polynéme P,, admet 1 comme racine au moins double donc il est divisible par (X — 1)2.

Corollaire 21.1 :
Soit P € K[X].

Si P admet n racines distinctes o, -+, a,, de multiplicités respectives m;, mq, -+, m,,, alors P est
n
o m
divisible par | | (X — )™,
k=1

Preuve : Par récurrence sur n
Sin =1, c'est le théoréme précédent.

Supposons que la propriété soit vraie pour n racines (n > 1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Soit P admettant n + 1 racines oy, -, o,, o, ; de multiplicités respectives m,, my, -, m,,, m,, .
En utilisant le théoreme précédent, on peut écrire P = (X — v, )""1Q,.

Soit k € [1,n]. On va montrer que o, est encore une racine de multiplicité m;, dans Q;.
Considérons pour cela p;, la multiplicité (éventuellement nulle) de «, dans Q;.

On a donc Q; = (X — ay,)"* Q4 avec Qy(ay,) # 0.

P=(X—=a,,)"1Q = (X—ay, )" (X —ap)*Qy = (X —ap)"[(X —a,;,)" Q]

Or oy, # a,,,; (les racines sont supposées distinctes) et Q,(cy,) # 0, donc (X — v, 1)1 Q, est non
nul en ay,.

On en déduit que y,, est la multiplicité de o, dans P, i.e. p;, = m,,. CQFD.

Les a, sont de multiplicité m,, dans Q.

Par H.R., on peut écrire Q; = {H(X — ak)mki| Q.

k=1
n+1
Par conséquent, P = {H(X — ak)mk} Q3. La propriété est héréditaire. Etant initialisée a partir de 1,
k=1

elle est donc vraie pour tout entier non nul.

n k

Exercice 14 : Montrer que le polynéme P, = i
k=0

n’admet que des racines simples.

Correction : Le résultat est évident pour n = 0. Supposons donc n > 1.

Si a € K était une racine au moins double de P,,, alors, « serait solution du systeme :

XX FHLIdVHD

n ok
{Pn(a) =0 kz=(:ik' =0

k
Pr(a) =0 Z o 0 O
I
= k! o
r
, . . a o <
En retranchant les deux équations, on aurait alors = 0 <= a =0 ce qui n'est pas. >
n!
n Xk o>
Le polynébme Z o n'admet aucune racine multiple pour tout n € N. Z
k=0 m
wnn
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V / Décomposition en facteurs irréductibles

V.1 Polynome scindé

Définition 16 : Soit P € K[X] un polynéme non nul.
On dit que P est scindé lorsqu’il est constant, ou s’il s’écrit comme un produit de facteurs de degré 1.

Plus précisément, P est scindé si, et seulement si il existe A € K* et a;, a,, .., a,, € K tels que :

12— )\ﬁ(X— a).
k=1

Exemples 15 :
— (X —2)(X — 3) est scindé.
— (X —1)® est scindé.
— X2 + 1 ne peut s’écrire sous la forme (X — a)(X — 3) dans R[X]. Sinon, a et 3 seraient des
racines réelles de X2 + 1 qui n’en a pas!

Par conséquent, X? + 1 n’est pas scindé dans R[X].

Il est scindé dans C[X] puisqu’on peut écrire X2 + 1 = (X —i)(X + i).

m I La notion de polynéme scindé dépend du corps K.

V.2 Factorisation dans C[X]

Dans C, le probléme est résolu depuis longtemps sous le nom du théoreme de D’Alembert-Gauss :

Théoréeme 22 (de D’Alembert-Gauss) :
Dans C[X], tout polynéme non constant admet au moins une racine (dans C).

Corollaire 22.1 :

Dans C[X], tout polynoéme est scindé.

On dit que C est algébriquement clos.

Corollaire 22.2 :
Dans C[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025

V. DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES

P =\]](X—ay)m
k=1

Factorisation dans C[X]

ol oy, g, -+, r, sont les racines de P de multiplicités m,, my,---,m,, et A est le coeflicient dominant

de P.

Corollaire 22.3 :

Les polynomes irréductibles dans C[X] sont exactement les polynémes de degré 1.

Preuve : A la proposition (17), on a déja vu que les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.

Réciproquement, soit P € K[X] un polynéme irréductible. Par définition, deg(P) > 1 donc P est non
constant.

D’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss, P admet au moins une racine a € C et alors X — a|P.

Or, P est irréductible donc les seuls polynémes qui divisent P sont les polynémes constants non nul ou les
polynémes associés a P.

X — a est un polyndme non constant donc X — a ne peut-étre qu'un polyndme associé a P. |l existe donc
A € K* tel que P = \(X —a).

P est donc un polynéme de degré 1.

Exemple 16 : Soit P = X" — 1 avecn > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n®"® de I'unité. Il y en a n distinctes.

Donc ﬁ (X — eziﬁw) |P.
k=0

n—1

On a donc P = [H (X — einlfw)} Q avec Q € C[X].

k=0

Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ou deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.
n—1 ]

Do, P =\ ] (X —e*7).
k=0

Enfin, par identification des coefficients dominants, A = 1.

n—1
En conclusion, X" —1 = H (X— e%) = H (X —=0).
k=0 ¢ev,
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Exercice 15 : Pour n € N, on pose P = (X + i)?""! — (X — i)2nfL,

Factoriser P dans C[X].

Correction : Soit « une racine de P. Il est clair que o # +1.

De plus,

s\ 2n+1
P(a):O(:»(aJr%) =1l

a— 1
(0% i
= * =w ol w € Uy, \ {1}
a—1i
w1
= a=1——
w—1
2ikm
. e2ntl 1]
e2n+l — 1

km
< a = cot — |, ke[1;2
a coan<2n+1>, € [1;2n]

De degré 2n, le polynéme P se factorise donc sous la forme

2n
km
Pz)\” X — cot AeC.
k_1< coan<2n+1>>, eC

Son coefficient dominant est 2(2n + 1)i en développant.

2n k;ﬂ- ))
2n+1/))

Finalement, P =2i(2n + 1) H (X — cotan (
k=1

V.3 Factorisation dans R[X]

Proposition 23 (Racines complexes d’un polynéme réel) :
Soit P € R[X] et a € C.

Si « est une racine de P, alors a est aussi une racine de P.

p

k=0
C ainsi que la caractérisation des réels a partir du conjugué : z € R <= z=2z.

P(a) = Z Z Z kz;akak = 0.

Preuve : Soit P = Zaka avec a;, € R. Il suffit d'utiliser la compatibilité du conjugué avec les lois de

Lycée Jules Garnier
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i est une racine de (X —i)(X + 2) mais i ne l'est pas.
ATTENTION
Pas de contradiction avec la propriété ci-dessous car (X —1i)(X + 2) ¢ R[X].

On a méme un peu mieux :

Proposition 24 :
Soit P € R[X] et a € C.

Si « est une racine de P de multiplicité m, alors @& est une racine de P de multiplicité m également.

Preuve : Soit P € K[X].

Pour tout k € N, P%*) € R[X].

Pour tout k € [1,m — 1], P®(a) =0 donc P*) (@) = 0 (proposition précédente).
Supposons qu'on ait P™) (@) = 0. On aurait alors P (@) = 0 : absurde.

On en déduit que P(@) = P’(a) = - = P D(@) = 0 et P™) (@) # 0.

« est donc une racine de P de multiplicité m.

En pratique,

Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X] connaissant son coefficient

dominant A et ses racines notées :
— Racines réelles : ay, ay, -, a,. de multiplicité m,, mq, ---, m,.

— Racines complexes : 3, Bl, Ba, BQ, -, B, BS de multiplicité gy, fg, ==, -

T S

P = ATT(X = an)me JT(X = B (X — B,
k=1 =1
AT = T [ox=sox=5,]"
k=1 =1
=A H(X —ay,)"E {XQ — (Be + B@)X + Bz@] "
k=1 =1

S

-
P=A[[(X—ap)m™ [[X?+ u,X + v,
k=1 (=1

Uy = _(765 +B€) = —2Re (6[) €R
vy = BB, = IB* €R

Et ona A, = (up)? —4v, = 4Re (8;)* — 4[5,> = 4(Re (8,)* — [B,[*) < 0.

en posant {

En effet, |Re (8,)| < |B,] avec égalité uniquement si 8, € R, ce qui n’est pas le cas ici.
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Corollaire 24.1 :
Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

S

P )\ H — O(k eljl[x2 =+ 'U/EX + Ue]ug (XX3)

Factorisation dans R[X]
ol :
— X est le coefficient dominant de P.
— Qq, Qq, -+, a, sont les racines réelles de P de multiplicités m,, mo, ---, m,..

(uy,v1), (ug,vy), -+ (ug,v,) sont des couples de réels tels que Yk € [1;s], ui — 4v, < 0,

ERAR ]

i.e. X2 +u, X + v, n’a pas de racines réelles.
T My, Mgy s P € N.

Corollaire 24.2 :
Les seuls polynémes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

— Les polynomes de degré 1 de la forme X — « avec a € R;;
— Les polynémes de degré 2 irréductibles de la forme X? 4+ uX + v avec u,v € R et u? — 4v < 0.

Preuve :

— Depuis la proposition (17) , on sait que les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.
— Montrons que les polynémes de degré 2 a discriminant négatif sont irréductibles.

Soit P € K[X] de degré 2 et de discriminant A < 0.

Supposons qu'il existe A € R[X] tel que A|P i.e. 3Q € R[X] tel que P = AQ.

0 {deg(A) =1
ou ou
2 deg(Q) =1

deg(A)
deg(Q)

On a alors 2 = deg(P) = deg(A) + deg(Q) = {

{deg(A)
deg(Q) =

g(A) =1
alors P s'écrit comme le produit de deux polyndomes de degré 1.
deg Q) =1
P a donc deux racines réelles ce qui contredit I'hypothése A < 0.
deg(
glA alors A est constant non nul.
deg(Q

d 2
— Si { g ) alors Q =X €K et P= M)A : P et A sont associés.
deg(Q) =0

Finalement, si P € K[X] est de degré 2 de discriminant strictement négatif alors les seuls diviseurs de P
sont les polyn6mes constants non nuls et les polynémes associés a P i.e. le polynéme P est irréductible.

Réciproquement, soit P € K[X] irréductible. On a déja deg(P) > 1.
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Dans sa factorisation (XX.3), il ne peut figurer qu'un seul facteur non constant sinon, P admettrait deux
(ou plus) facteurs non constants et ne serait pas irréductible.

AeER"
P est donc de la forme A(X —a) ou A\(X2 + uX +v) avec < a € R
u, v €R/u?—4v <0.

Un polyndéme peut tres bien ne pas avoir de racines dans K et ne pas étre irréductible :

ATTENTION

Xt 41 =(X2+XV2+1)(X2—XV2+1) n’apas de racines réelles.

Exemple 17 : Comment factoriser P = X® — 1 dans R[X]?

On le factorise dans C[X], puis on regroupe les racines avec leur conjugué.

) (X—eF) (X — %) (X +1) (X — ) (X = )

k

(X -1

=X-DX+1)(X—ef) (X—e®) (X—e¥) (X —e )
X-DX+1)(X2-X+1)(X2+X+1).

Finalement, X¢ —1=(X-1)(X+1) (X2 —X+1) (X2 +X +1).

Remarque : Bien siir, on peut également reconnaitre que X6 —1 = (X3)2 —louXf—1= (X2)3 -1
puis factoriser, a la main, chaque facteur.

Exercice 16 : Factoriser X% + 1 dans R[X].

Correction :

- <X2—2Xcosg +1> (X2 +1) (X2—2Xcos%”+1)

X6+1=(X2+1)(X2-Xv3+1) (X2 +Xv3+1).
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V.4 Algorithme de Horner

Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et @ € R une racine de f.

Il existe donc un polynéme Q de degré n — 1 tel que Vz € R, f(z) = (z — a)Q(x).

On pose : f@)=a,z2" +a, 2" ' +.. +a;x+ag a, #0
Q(z) =b, 12" +b, a2+ ...+ bz + b

Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-Horner, consiste a calculer les coefficients de QQ de
proche en proche a partir de b,,_; puis en descendant jusqu’a by.

an = bn—l bn—l an
vke[[l;n_].]],ak:bk_l_abk bk—lzak+abk
ao — _a/bo. bo — _@

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que ’on remplit de gauche a droite :

a, Qyyq Qg a ag

b?’L*2 - (I"n,fl + a bl - a2 + a/b2 bO - al + abl bo =

La redondance des deux derniéres colonnes permettant de vérifier ses calculs...

Exemple 18 : Soit la fonction polyndmiale définie par
flx)=2*+523+522 —52—6 avec a=1.

L’algorithme d’Horner s’écrit :

1 5 5 -6
(Calcul de bg) | 1
(Calcul de by) | 1 =5+1x1
(Calcul de by) | 1 6 11="41x
—6
(Calcul de b)) | 1 6 11 6 == 6

On retrouve : Vo € R, f(z) = (x — 1)(2® + 622 + 112 + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=—-1) |1 [5]| 6
(Aveca=-2) |13 3

On retrouve encore, Yz € R, f(z) = (z—1)(z +1)(z? + 5z + 6)
=(z—1)(z+1)(z+2)(z+3).
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Exercice 17 : Factoriser P = 4X3 — 16X? — 19X — 5 a l'aide de l'algorithme de Horner sachant que 5
est une des racines.

Correction : P = (2X + 1)2(X —5).

VI/ Somme et produit des racines

Il est tres difficile d’exprimer les racines en fonction des coefficients d’un polynéme. C’est méme impossible
dans le cas général a partir du degré 5.

En revanche on peut facilement exprimer les coefficients en fonction des racines d’un polynéme scindé :

VI.1 Degré 2

Dans le cas du degré 2, en identifiant P = aX? +bX + c et P = a(X — ay)(X — a,), on obtient :

Proposition 25 :
Soit P = aX? 4+ bX + ¢ € K[X] avec a € K*.

b

. . Lo tay=——

oy et o, sont racines de P si, et seulement si c a
0y = —
a

Exemple 19: Va e C, (X—a)(X—a)=X2—2Re(a)+|al*.

En particulier : VO € R, (X — el?)(X— e ') = X2 —2cos()X + 1.

V1.2 Cas général

Considérons P = a, X" + a,, ;X" 1 + -+ a,.
Posons P =a,, (X —ay) (X —ay) - (X —a,,) (les a; éventuellement identiques en cas de racines multiples).

En développant, on a P =a,, (X” — (g +ag+ -+ a,) X" o+ (=) ay '--an)

Ap—1 = _a’n(al + Qg +oet an)

En identifiant, on a (entre autres) { N
ag = a,(—1)"a ay -,

On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que d’autres sommes remar-
quables :
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Proposition 26 : n

Soient n € N* et P = E a, X* € K[X] un polynéme scindé de degré n i.e. a, # 0.
k=0

Siaq, ag, .., a,, sont les racines de P alors,

n

) . . o Q1
oy t+og++a, =——

Ay
% o = =
: a

1<i<g<n L

a
( - n—p
E a; a; ..o = (—1)P—L
1 ‘2 ‘D N g
g : a

Exemple 20 : Soit n > 2. On a vu que X" — 1 = H (X —0Q).

Donc E ¢ =0 : la somme des racines n°™ de 'unité est nulle.
¢ev,,

Exercice 18 : Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 — 3X — 1.

Calculer :
1. a+b+ec, 3. abc, 5. a3 + b3 + ¢3, 7. al + b7 4 7
1 1 1
2. ab + ac + be, 4. a®> + b2 + 2, 6.;4—54-;,

Correction : Soient a, b, c les trois racines complexes de P = X3 — 3X — 1.
P=1X—-a)X—-0)(X—-r¢)
=X3—(a+b+c)X%+ (ab + ac + be)X — abc

1. Par identification,

a+b+c=0
ab+ ac+ bc = -3
abc =1

4. a® + b2 +c? = (a+b+c)?2 —2(ab + ac + bc)
=02 -2x(=3)
= 6.
5. Par identification :
— (a+b+ )3 =a®+b%+c® +3(a?b + a’c + b%a + b%c + c2a + ¢2b) + 6abe.
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Donc,

ad+ b3 +c3=(a+b+c)®—3(a%b+a’c+ b%a+ b%c + ca + c?b) — 6abc
= —3(a?b + a’c + b%a + b%c + c*a + c?*b) — 6

— Par ailleurs :
(ab+ ac+bc)(a+ b+ c) = a?b + a’c + b2%a + b%c + c2a + c2b + 3abe.

Donc, a?b + a?c + b%a + b%c + c?a + ¢?b = (ab + ac + be)(a + b + ¢) — 3abe
=—3.
— Bilan: a® + 02 + 3 = -3 x (—3) —6=3.

A T’aide de la division euclidienne : Effectuons la division euclidienne de X3 par
P=X3-3X—-1:

a® =1P(a)+ (3a+1)

X3=1P+ (3X+1) = <b>=1P(b) + (3b+1)
3 =1P(c) + (3c + 1)

D’ou,

A+ +cB=3a+b+c)+3x1
=3x0+3x1
Finalement, a® + b3 + ¢3 = 3.

1 1 l_bc—i—ac—i—ab_;?)_

6. —+ -+ - = —3.
a+b+c abe 1 3

7. Effectuons la division euclidienne de X7 par P = X% —3X —1:

X" = (X*+3X2+X+9)P + (6X? 4+ 28X +9)

a” = (a* +3a% +a+9)P(a) + (6a® + 28a +9)
= b7 = (b* + 30 + b+ 9)P(b) + (6b> + 28b + 9)
™= (c*+3c? +c+9)P(c) + (6c +28¢c +9)

D’ou,

a"+b"+c"=6(a®+b*+c*)+28a+b+c)+3x9
=6X6+28x0+3x09.
Finalement, a” + b7 4+ ¢” = 63.
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