ap =1
a,0 a 1
o, 91 _ a; = —35
2‘+1!—0 2
1
() Onad 3 T 71 =0 Donc, 4 %2~ "3 1 g
2478 _ 2 12 _
4'+3!+2!+1! azf—@‘i‘g—afo
a a a a a
?+71+72+73+74:0 1 1 1 0 1
5 4' 3' 1' 0/4:—*—’-1—2—*:—7
51 41 31 2 720
(b) Ay = aq = 1
X 1
Al — aoﬂ‘i_al - X—§
A = X2 X B X2 X 1
ST T T2 2
A = X3 X2 X B X3 X2 X
3 — aoi_f—ali—kazﬂ'}_a;’% — F_T—i_ﬁ
A X4+ X3+ X2+ X+ X4 X3+X2 1
= @y tagtay—+a3-+ay = — — =+ — ==
4 041 13 29l TR 24 12 24 720

2. Tout d’abord, la suite (A,,) vérifie bien ces propriétés :

(a) Ag=1;
(b) pour tout entier n > 1,

n—k Xnkl n—1 n—k Xnkl n—1 Xnkl
S e

(c) Soit n > 2.

P (n—k)!
n 1 n—1 1
A (1) = =
n—1 a
Or, par définition de la suite (a,,), on a Vn > 2, ( kk:)' =0,dou A, (1) =a, =A,(0).
£~ (n—k)!

Supposons maintenant qu’une suite (P
P,=A,.

— D’apres la condition a., on a Py =1 et Aj =1. On a bien P, = A,.

) vérifie ces mémes conditions et montrons que Vn € N,

— Supposons que P,, = A, avec n > 0. En appliquant la propriété b. an+1 > 1, on a alors

P,..=P,=A,=A/ ;onendéduit P, ., =A , +Fk
On en déduit alors P, ., =P, =A,  +k=A]  +k;etdoncP, ,=A, ; +EX 4/

Pn+2(0) = An+1< )+€ et Pn+2( ) An+1( )+k+€ :An—i-l(o) +k+£: Pn+2<0) +k
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Mais d’apres c. (n+2 > 2),ona P, ,(0) =P, ,(0), donc k = 0. On en déduit finalement que
P, = A, . L'égalité se transmet du rang n au rang n + 1.

On a donc prouvé par récurrence que Vn € N, P, = A, i.e. (A,,) est bien 'unique suite de polynémes
vérifiant ces trois propriétés.
3. Considérons (B,,),,cn définie par B,,(X) = (—1)"A,, (1 — X).
(a) Bo(X) = (=1)°Ag(1 = X) =1;

(b) pour tout entier n > 1, B/, (X) = (=1)" (A, (1 = X)) = (=1)" A/, (1-X) =B, ;(X)
(c) Soit n > 2. {Bn(O) = (=D"A,(1-0) = (=1)"A,(1)
B,(1) = (—1)"A,(1—1) = (—1)"A,(0)

Mais A,,(1) = A, (0), donc finalement B, (0) = B, (1)

D’apres la question précédente, la suite (B,,) est égale a la suite (4,,), i.e.

vneN, (—1)"A,(1—-X)=A,(X),ouencore Vn e N, A,(1—-X)=(—-1)"A,(X).

n

anl
4. Montrons par récurrence que Vn € N*, A (X+1)—A,(X) = ek
n—1)!
1 1 X0
— Pourn=1, A (X+1)—A,(X) = ((x+1>—§> - (x+—§) —1=
Xn—l .
— Supposons que A, (X +1)— A, (X) = =1y pour un certain n > 1.
n—1)!
n—1
Onadonc A] (X+1)—A (X) = Ik et en intégrant :
n—1)!

XTL
Apn(X+1)—A, (X)) = ! + k.

Mais A, ;(1) —A,,,;(0) donc 0 = (0>' + ket k=0 (puisque n > 1.)
n)!

n

On a encore A, (X +1) — A, ;(X) = —. La propri¢t¢ est bien héréditaire.
n!

Xn—l
(n—1)"

En conclusion, Vn € N*, A (X+1)—A,(X) =

n

5. Soit n = 2p 4+ 1 un entier impair supérieur ou égal a 3.

(a) D’apres la question 3., ona A, (1 —X) = (—1)"A,(X) = —A,,(X) puisque n est impair.

Par conséquent, A, (1) = —A,,(0). Mais d’autre part, si n < 2, on sait que A, (1) = A,,(0),
d’ott finalement A,,(1) = A, (0) = 0.

. 1 1 1
On a aussi A, <1 — 5) =—A, (5) et donc A, (5) =0.

1
En d’autres termes, 0,1 et 3 sont des racines (distinctes) de A,,.

1
A, est donc divisible par X(X—1) (X — 5) , ou encore par le polynome associé : X(X—1) (2X — 1).

Si n est impair et supérieur a 3, alors X(X —1) (2X —1) [A,,.
(b) Par définition de (A, ), le terme constant de Ay, 1 est ay,, 1, i.6.Ag,,1(0) = ag, 4.

Or on a vu que 0 était une racine de A,, ., pour p > 1.

Donc, Vp > 1, a,,.1 = 0.
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(c) Gréce a toutes les informations on peut écrire les polyndmes Az, A4 et A; sans trop de calculs

fastidieux :

— Al = A, et le terme constant de A5 est a; = 0.

P ) 6 A 11X 1XxX* 1Xx3 1 X5 X4+X3 X
I con n =—— ——— + = — == = — + == — =
ar comsedqueltt, 8 = o175 T 124 T243 720 120 48 ' 72 720
— Af{ = Aj et le terme constant de A est ag.
1 X6 1xXx5 1Xx* 1 X2 X6 X5 x4 X2 N
= -t ==t ==+ == — =t a.
671206 485 724 720 2 67720 240 ' 288 1440 ¢
— A% = Ag et le terme constant de A; est a; = 0.
1 X7 1 X6 1 X5 1 X3+ < X7 X6+X5 X3+ <
= — _—m——— = —_ —_ a .
TT 7207 240 6 ' 288 5 1440 3 76 5040 1440 ' 1440 4320 ©

La constante ag peut étre déterminée par le fait que A,(0) = A,(1).

Cela d 0 ! ! + ! ! + ‘est-a-di =
nne 0 = — — -a-dir =—
CCOMIE T 5040 T 1440 T 1440 4320 | 10 O TIE A6 T 50040
_X xtoxP X
120 48 T2 720
X X Xt X
67720 240 ' 288 1440 ' 30240
X oxt X X X
775040 1440 ' 1440 4320 ' 30240
m
6. Pour n € N* et m € N*, on note S,,(m) = Zk” =1"4+2" 4+ +m".
k=1
XTL
(a) D’apres la question 4., pour n € N, ona A, (X +1) = A, | (X) = —.
n!
On peut donc exprimer X" =n![A, (X +1)—A, (X)].
m m m
De ce fait, S, (m) =Y k" =Y k"= nl[A, (k+1)— A, (k)] =n![A, (m+1)— A, (0)]

OnaA,, (0)=a,,,, mais

la question 4. A, ;(m +1)

et

On obtient par conséquent :

Si(m) =m+ 1[Ay(m) —ay] =m+ Ay(m) —ay =
So(m) =m? + 2! [Az(m) —ag] = m? +2 {

Ss(m) = m? + 3! [A (m) —ay] =m3 +6 [

il reste & exprimer A,,,;(m + 1) en fonction de A,,,;(m). D’apres
n

m
—A,(m) = R d’otu finalement :

m
Sn (m) = n! nl + An+1(m> — Qpyq
Sn (m) =m" + Tl' [An—H (m) - an+1] .

+m72 m _ m(m+1)
Ty T 2
m? m72+ﬂ ~m(m+1)2m+1)
4 12] 6
mt _m®  om?)  mi(m+ 1)
24 12 24 4
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5 4 3
_ A1TA . — 4 24 mi — mi mi — ﬁ
Sy(m) =m® + 4l [A;(m) — as] =m* + [120 48 + 72720

m(m +1)(2m + 1)(3m? + 3m — 1)

30
On retrouve :
. mim+1) N, mA(m+1)?
P k=T L
=1 k=1
. ikQ _ m(m +1)(2m + 1) . ik4 _ m(m +1)(2m + 1)(3m? +3m — 1)
P 6 — 30
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