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Analyse asymptstique

Commentaires : Pour toutes vos recherches de DL ou DA, je vous conseille vivement de vérifier vos calculs avec des applis

telles que dcode.

I/ Calculs de développements limités

Exercice 1 (DL de arctan(x) au voisinage de 0) : Donner le développement limité de arctan(x) au
voisinage de 0.

Exercice 2 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a l'ordre 4 :

1. x+— e — %ln(l —x) 4. 2+ cos’(z)

9 s 1 5. x — eos(®)
2=

3. x> (1+x)” 6. = > cos(sin(z))

Exercice 3 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes au voisinage
du point et a l'ordre indiqués :

1. > cos(z) en g a lordre 3. 2. z+— In(x) en e a l'ordre 4.
3. z+— e” en 2 a l'ordre 4.

Exercice 4 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes aux ordres
indiqués :

2 5 1 2 2
1':”'_)(62) 2 NETS & 10.x|—>sin( ° 2)— ° 5 a lordre 9.
2. z+> In“(1+ z) a lordre 4. 1+z 1+
3. cos(z) 3 Dordre 3. 11. =+ /1 + arctan(x) a l'ordre 3.
142 s 1
4. r (sm( ) )(COS((L‘) o 1) 3 Pordre 8. 12. z — ln(cos@)) a l'ordre 6.
5. x > sin®(z) a T'ordre 9. - x3 s
6. x> esn®) 3 l’ordre 5 S sh(z) —x alordare 2.
7. x — arctan ( ) a l'ordre 3. T _q
1- 14. 215 42 a l'ordre 3.
8. =+ In(cos?(x)) a l'ordre 4. x
9. z +> tan (sh (z) — z) & ordre 8. 15. @ + arctan®(z) cos(z) a l'ordre 5.
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Exercice 5 : Trouver a,b € R tels que cos(x) — % soit un o(z™) en 0 avec n le plus grand
xr
possible.
Application ?
IT/ Applications
Exercice 6 : Déterminer 1 d iation d it (mn) t ( ! ; )
xerci : Déterminer le sens de variation des suites | — et | —=— .
n neN \/ﬁ n+1 neN

Exercice 7 :
. . . o . . (1 A 5 . (1
1. Parmi les fonctions suivantes définies sur R* : x +——sin | — |, z —> xsin | — |, z + z~sin | —
x x x

1
et © — e~ 22 lesquelles sont prolongeables par continuité en 0?7 L’éventuel prolongement est-il
dérivable sur R ? de classe €' ? de classe € ?

2. Soit f: R+ R de classe €2 telle que f(0) = 0.

Montrer que ¢ : R* — R admet un prolongement de classe €' sur R.
a5
3 .. - . 0
Exercice 8 : Montrer que la fonction f, définie sur R par f(z) = oS (m) siz# , admet
0 siz=0

un DL, (0) sans étre deux fois dérivable en 0.

Exercice 9 : Soit f la fonction définie sur ]—g ; g [ par f(z) = 2tan(x) — x.

1. Montrer que f admet une fonction réciproque de classe €°.
2. Donner le développement limité de f~! & 1’ordre 6 en 0.

Exercice 10 : Mémes questions avec

:E2

e’ —1

1. g: x +— siz #0et g(0) =0 al’ordre 3.

2. h: x+— xcos(x).
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ITI/ Limites et équivalents

Exercice 11 : Donner un équivalent en 0 des expressions suivantes :
1. sin(2z) — sin(x) 2. efan(@) _ /1 4 22, 3. etan(@) _ /1 + 7.
1 1 1
Exercice 12 : Donner un équivalent en +oo de ant 1) — nini
n
( N
Exercice 13 : Calculer les limites suivantes :
Lt Vitz—Vi—z—x = T 2tan(x) — tan(2z)
’ x1~>0 z° e xsjnz (g)
5
2. lim \/1 = Y e —cos(x)
z—0 3sin(z) — In(1 + z) 14. }:IE% —
. sh(sin(z)) — sin(sh (x)) 1 1
3. lim 5 s 15. lim —— — —
z—0 55 Tsm () ) w0 tan?(z) 22
4. hIil n <g en — arccos (—)) earctan(ac) o etan(a:)
n—+00 n
I e —1—1x 16. glclﬁo earcsin(z) __ gsin(x)
B mlg% 2 1 1
2 17. lim ol -
. 2 —2cos(x) ' #? z—0 2 wsin(x)
6. glclgno 2 1 1
18. lim ——— —
7 1 Vi+z—V1—=x e=0sin”(z) @
- lim - o RN
8 Tim sin(z) —x - m (m sin (;))
o xw e 90. Tim 2?2 —1— 2z In(z)
9. lm% ( ) " 21 z(r—1)In(x)
r—
. 2 T _
10. lim sin(z ) 21 wginoox = <1+$> el
250+ 1 — cos(x) .
. sin(z) — z cos(z) 22. lim VT =
11. lim i~1 In(z)
x—0~ 33'2
19, 1lim sin(z) — x cos(x) % T ln(sm( ))
" 20 sh(z) — xch (z) D aor (m—2z)2
L
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1 1
z + bz
Exercice 14 : Pour tous a,b > 0, montrer que lim (H) = Vab.

T—+00 2

Exercice 15 : Comparer les termes suivants pour la relation de négligeabilité :

1
1. En O par valeurs supérieures : e Vet L

1
1—

2. En 1 par valeurs inférieures : In(1 —¢) et

o~

Exercice 16 : Trouver des équivalents les plus simples possibles aux points indiqués de :

1. cos(t), 1 —cos(t) et et — e 2! quand t — 0.
2. cos(t) quand t — g
3. In(sin(¢)) quand t — 1 et t — 0T
1 1 sh (z) a i
4. — —arctan | — |, In ,e"—1let e — e “* quand x — +o0.
x 7 ch (z)
1 mha n*
5.—/ —, V¥ +an—vVn2+1, <L> et nm —1 quand n — +o0.
n L t n+1

Exercice 17 : Calculer les développements limités suivants :

1. arccos(x) a l'ordre 5 en 0. 9 /w ot> dt & Tordre 5 en 0.
0

. . : . arcsin(z)
Exercice 18 : Soit f la fonction définie sur |—1; 1] par f(x) = ——.
1. Déterminer la fonction a : |—1;1] +—> R telle que, pour tout = €
, 1
f(@) +az)f(z) = 1= 2

2. Déterminer un développement limité a l'ordre 4 en 0 de a.
3. En déduire un développement limité a I’ordre 5 en 0 de f.
4. Proposer une autre méthode pour obtenir un tel DL.

v/ Etudes locale et asymptotique

Exercice 19 : Montrer que :

sin(z) — x @ 4 > In(l+z)—= 2 B
. A S g T TE 2 g0 .
In(l+z)—= z—>03+9$ volE) < sin(z) —x  2-0 x +20m+o(x)

2. Que peut-on en déduire pour I’'étude locale en 0 des fonctions associées ?
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Exercice 20 : A partir d’un développement limité, déduire le prolongement par continuité, la dériva-
bilité, la position relative locale courbe/tangente de

1 *—1
f:a:l—>—ln<e )enO.
55 i

Exercice 21 : Pour chacune des fonctions suivantes, donner une équation de la tangente a la courbe
%¢; en 0 et étudier leur position relative.

1

1+z
2. g: x> zcos(2x). 4. k:z+—In(l+x+2?)en0et 1.

1. f:2 > exp(a) — 3. h:x+— cos(z)sin(2x).

zIn(x)

Exercice 22 : Etude locale en a = 1 de f définie par f(x) = R
m J—

Exercice 23 : Donner un développement asymptotique en o < ) de arctan en 400 et en —oo.

73

Exercice 24 : Calculer le développement asymptotique des fonctions suivantes :

1.  +— arctan(z) en +00 et —oo a l'ordre 3.

1 T
2. v +— ( 7) en +oo a l'ordre 2.

3. x> \/ en +oo a l'ordre 6.

1,'4

Exercice 25 : Etude de f définie par f(z) =

3 au voisinage de +oo.
$ —

Exercice 26 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de leurs asymptotes en
400 et préciser la position de leurs graphes par rapport a celles-ci.

2
x5 41 4 k'acr—>x2arctan< ) 8 " —r+2
: -k (i —————— e @
1. frzr— S Y ¢ ]
5. prx = (Tz+2)= _ 2
2. g:x— Va2 —2x+2 14 (33>2 9. 22 2 +1
6. ¢:zi— v 10. 2z + 2+ v/x2 — 6z + 1
3. h:zx+— 7.6 x 5 +2arctan(z)
T+
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Exercice 27 : Montrer que la parabole d’équation y = ex? + gm = i est asymptote a la courbe de
f définie par :
1 14z
flz) = z2 (14—*) -
x

et que la courbe de f est au-dessus de cette derniere.

Exercice 28 : Soit n > 1.

T T
1. Montrer que ’équation tan(z) = x possede une solution unique z,, dans ]mr -5 ;T + Ak
puis démontrer que la suite (x,,) _ est strictement croissante.

2. Quelle relation lie z,, et arctan (x,,) ?

est convergente puis que x,, = nm + g +o(1).

T
4. En écrivant x,, = nm + 5 + ¢,, et en utilisant le résultat de la question 2 ., en déduire que

7r 1 1 1
xn:mr—l—————i-i—i-o( )

3. Montrer que la suite (z,, —nm) _

2 mn  2mn? n?

Exercice 29 : On considére, pour chaque entier n € N, I’équation x + In(x) = n.
1. Démontrer que cette équation admet une unique solution z,, € ]0;+oc[, puis démontrer que la
suite (z,,), _, est strictement croissante.
2. Démontrer que (z,,) _, tend vers +oo.

3. Démontrer que z,, ~ n.
n—-+o00

4. Démontrer que x,, = _n- In(n) + o (In(n)). On pourra poser a,, tel que o _p4 a,,.
o) n

n—

—+00 n
6. En admettant éventuellement le résultat de la question précédente, dire parmi les propositions
suivantes lesquelles sont vraies :

1 1
5. Démontrer que z,, = n—In(n)+ n(n) L ( n(n) )
n n

(a) z, oo In(n) (c) =, Pt In(n) + o ( ln(n))
(b) @, ~ n—2In(n) (d) z, =n—In(n) + nin)
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