Analyse asymptotique

Feuille d’exercices n°21

Analyse asymptstique

Commentaires : Pour toutes vos recherches de DL ou DA, je vous conseille vivement de vérifier vos calculs avec des applis

telles que dcode.

I/ Calculs de développements limités

Exercice 1 (DL de arctan(x) au voisinage de 0) : Donner le développement limité de arctan(x) au
voisinage de 0.

Correction : On sait déja que :

1 n
— = (—=1)kz2* + o (z2m).
1+ T2 -0 ;

Par primitivation, on a immédiatement :

n L a2k -
t — -1 n+
arctan(z) = ;::O( ) 1 + o (*"t)
T L2+l
= — — - —1)" 2n+1 .
S0t Tt T et ) g g o @)

Remarque : Les coefficients de rang pair sont tous nuls puisque la fonction arctan est impaire.

Exercice 2 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a l'ordre 4 :

1
1.z ew—ﬁln(l—x) 4. x +— cos?(x)
2. 1 +— 5. 1 — e%s(®)
2 = %
3. z+— (1+x)° 6. = > cos(sin(x))

Correction :

1 3z 322 3 gt
r _ — et el i i 4
1. e 211[1(1 x)x%01+2+ i +3+6+0(x)
1 1 =z x2 3
2. = —+—4+ —+ —+ — S
s ze0atitg Tt tol)
3 4
z _ 2 T 5% 4
3. (1+2x) w:01+x 5 s +o(z*)
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4
2 _1_ .2, T 4
4. cos (:E)w:O:l A 3+o(1‘)
2 4
cos(x) _ o exr ex 4
5. e ST T g +o(a?)
0 B
. i -1 4
6. cos(sin(z)) = 5 T 51 + o (z*)

Exercice 3 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes au voisinage
du point et a 'ordre indiqués :

1. > cos(z) en g a lordre 3. 2. z + In(x) en e a lordre 4.

3. z+— e¥ en 2 a lordre 4.

Correction :

1. On rameéne le probléme en0 en posant x = % +h:

cos (Z + h) = %(cos(h) — sin(h))

ARSI )

TV2 V2 2v/2 6v/2 4
4
B z—e (z—e)? (z—e) (z—e)* 4
2. In(z) = In(e)+ . 552 T3 e +o((z—e)?)
1 1 1
3. & = &+ (@—2)+:-(x—22+ -’ (z—2)° + —~ ’(x —2)* + o ((z — 2)*)
T2 2 6 24

Exercice 4 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes aux ordres
indiqués :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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A2 8 9 2 2

L m|—>(ez) 1 Mowdine & 10. a;l—)sin( ’ 2)— ’ 5 a lordre 9.

2. z+> In“(1+ z) a lordre 4. 1+ 1+

3. cos(z) , & Dordre 3. 11. =+ /1 + arctan(x) a l'ordre 3.

14+ s 1

4. x> (sin(z) — z)(cos(z) — 1) & lordre 8. 12. 2+ In(cos(x)) & ordre 6.

5. x = sin ()alordreg > 333 Dases s

6. x> @ 3 l’ordre D. - '_)  oelie

7. x = arctan < ) a l'ordre 3.

1— 14. x — a l'ordre 3.

8. =+ In(cos?(x)) a l'ordre 4.

9. z > tan (sh (z) — z) & l'ordre 8. 15. @ + arctan®(z) cos(z) a l'ordre 5.
Correction :

4
1. (e%)? =, 1+2+ 222 + gaz?’ + o (z3).

11
2. m*(1+2) = 22— 23+ —z* +o(z?).

:r—)O 12
cos(xz) > 8 5
3. T2 <50 —rt o5 + o (23).
1 1
4. (sin(z) — 1) = g5 & 8
(sinfe) —o)(cos(a) 1) = 2% = LaT 1o (a),
.6 _ .6 _ .8 9
5. sin®(z) = +o(2?).
6.
. 3 1 5 6
eSin(@) — o6 T120% +o(z%)
z—0

z3 1 1 5
St (o ot >)+§< Tt }< )
1 x? 5 1 5 6
+6<x—€+><+o ) ﬁ( —><+>0<+o(x ))
m( 5O &)

1 2 3
7. arctan(l ) E+E+x_+$_+o<x3)_

4

= 48 2204 ' 2 4 12
1 1
1 2 _ _Lta o4 4y
8. In (cos (w))x—>0 58~ T3¢ +o(z*)
1o 1y, 1
9. tan(sh(m)—x)xzo = —}-5:17 —i—ﬁx + o (z®).

z? 5" 1 1
' _ _ 1.6, 1.8 9
10. 51n(1+$2> T2 oo 5% T g% +o(z?).
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2 3 3
g—u——ku——l—o(u?’) et arctan(z) = x—$—+0($3) ona:

11. C Vi -1
omme Vit+u =1t~ % 716 2550 3

U—>

1 5 1 5 2
1 + arctan(z) =, 1+3 (m—+0(a¢3)) =3 (m——i—o(ﬁ))

2

12. Comme In(1 + u) =, Ut to (u~) et cos(z) — 1 = T 4o (), il est nécessaire de
U z—

pousser le DL de cos(z) — 1 a I'ordre 6 et celui de In(1 + w) a I'ordre 3.

2 4 6
_"L_"L_"LjLO(xG)_

On obtient : In (cos(z)) ~0 2 12 45
T

13.
3 _ 23 _ 6
Sh(;g)_;pﬁo:? f;)Jro(xfs) - 1+;(2)+0(£L‘2)
= (1—§)+o(m2)) 26 Ty ol

14. Avant d'attaquer bille en téte, il est bon de faire I'inventaire des développement limités nécessaires,
de quelles fonctions et surtout réfléchir a quel ordre les pousser pour éviter trop de calculs.

Ona:
1 u  u?  5ud
— § = 3 = - - 3
I1+u=(1+u) e =gt +o(u?).
x+x2+x3+x4+o<$4> 2 .3
I_l e~ - Yl
— ea; = 2 633 24 :1+g+%+;—4+0(x3). On perd un ordre a

- z—0

cause du z au dénominateur.

D'ou :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Avant de développer, on supprime tous les termes qui seront absorbés par le o (z3) :

+% (§+>‘<+X+M>3+O (;+>ﬁ<+>{+>@<)3

1+1 :v+a:2+x3 1 x2+x3 +5 3 +o0(?)
= “|l=t+=+=]—=|—+— — | = o(x
z—0 3\2 6 24 9\ 4 6 81 \ 8

z z? 23
— 1T 3y
Solts e e tol®)

15. Comme précédemment, on fait I'inventaire et on prend de la hauteur :
Ona:

— arctan(x) = x+...4+o0(z ) : la présence du = nous fera gagner 2 ordres lorsque I'on passera
x—0

au carré.
On pourra donc se limiter a un DL d'ordre 5 — 2 = 3 pour cos(z).
— et cos(x) =, 1+...+o0(z) : la présence du 1 nous oblige 3 pousser le DL de arctan®(z) a
T—
)
I'ordre 5 donc celui de arctan(z) a I'ordre LiJ +1=23.

Remarque : La fonction arctan étant impaire, on aura de toute maniére directement un DL
d'ordre 4. Idem pour cos(x), paire, avec un DL d’ordre 2.

D'ou :

arctan?(z) cos(z) = (x A (m4))2 (1 —Z o (w3))

z—0 3 2
4
_ 2 T 7
= 5 +o(x")
. 1+ax? |
Exercice 5 : Trouver a,b € R tels que cos(z) — 15022 soit un o(z™) en 0 avec n le plus grand
x
possible.
Application ?
Correction : Le dl de cos(x) en 0 a I'ordre 6 est :
cos(z) =1— =22 + l:v"‘ — — 2% + o(29)
2! 4] 6!
2
Calculons celui de rar :
14 ba?

F. PUCCI
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1+ ax? 1
" (1 2 - -
1+ ba? ( —i—aa:)><1+bx2

= (1+ax?) x (1 —bz? +b2z* — 325 + 0(2®)) car : !

=1—u+u?—ud+o(ud)
+u

= on développe
=1+ (a—b)x? —b(a — b)z* + b*>(a — b)z8 + o(x®)

Az) = (— 1 (a—b))z? + (i +bla—b))z* + (— ﬁlo —b*(a—b))z® + o(z°).

Pour que cette différence soit la plus petite possible (lorsque x est proche de 0) il faut annuler le plus
possible de coefficients de bas degré. On souhaite donc avoir

1 1
—5—(@=b)=0 et _+ba-b)=0.

En substituant I'égalité de gauche dans celle de droite on trouve :

== > et b= 1
T 12
On obtient alors " |
Az) = (- 790 b*(a —b))a® + o(a) = @336 + o(z9).

Avec notre choix de a, b nous avons obtenu une trés bonne approximation de cos(x). Par exemple lorsque

1 2 ) 1
I'on évalue % (avec a = 19 et b= E) en z = 0.1 on trouve :
0.9950041631 ...
Alors que

cos(0.1) = 0.9950041652 ...
En I'on trouve ici A(0.1) ~ 2 x 1079,

IT/ Applications

Inn 1 1
Exercice 6 : Déterminer le sens de variation des suites ( ) et ( — ) .
n neN \/ﬁ \% n + ]' neN
Exercice 7 :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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. . . aBs . (1 . (1 . (1
1. Parmi les fonctions suivantes définies sur R* : 2 — sin (—), T > xsin (—), x — x? sin (—)
x x x

1
et © — e~ 22 lesquelles sont prolongeables par continuité en 0?7 L’éventuel prolongement est-il
dérivable sur R ? de classe €' ? de classe € ?

2. Soit f: R+ R de classe € telle que f(0) = 0.

Montrer que ¢ : R* — R admet un prolongement de classe €' sur R.

f(z)

T

X

Correction :

: a o . (1 (1 1
1. Une simple étude de limite montre que z > x'sin <—> x — z?sin (—) et x — e 22 sont
75 x

prolongeables par continuité en 0 en posant 0 comme valeur en ce point.
- . 1 1 - - 1
La fonction x > sin [ — ) n’ayant pas de limite en 0 ne |'est pas.
75

Les théoremes généraux et |'étude des taux d’accroissement en 0 ou le théoreme de la limite de la
dérivée puis du prolongement de classe ' montrent également que les prolongements des fonctions
1
x — x%sin <7> et © — e 22 sont dérivables et de classe € sur R en s'aidant des théorémes de
x

croissances comparées pour la derniére.

La fonction x — x sin (—) dont le taux d'accroissement en 0 n'a pas de limite en 0 n'y est pas
%%

dérivable.

1
Enfin, seule le prolongement de la fonction & — e~ 22 est de classe ¥°° en 0 et donc sur R puisque
1

_ & 1y L n . .
ses dérivées n™** sont de la forme P (7> e z2 ol P est un polynéme. Les croissances comparées
75
faisant le reste.

2. D’aprés les théorémes sur les quotients de fonctions %' dont le dénominateur ne s'annule pas, ¢ est

déja de classe € sur R*.
— f(0
Comme f est dérivable en 0, lim ¢(z) = lim f@) = lim fz) =10 = f’(0) € R donc ¢ admet
z—0 z—0 X x—0 x

un prolongement par continuité en 0 en posant ¢(0) = f(0).

af'(x) — f(x)

5 La suite avec les DLs
T

Pour tout z € R*, on a ¢'(z) =

anbijoldwAse askjeuy

3 . .
= 0
Exercice 8 : Montrer que la fonction f, définie sur R par f(z) = oo (x) iz , admet

0 siz=0
un DL, (0) sans étre deux fois dérivable en 0.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




Feuille d’exercices n°21 Analyse asymptotique

f(z)

2

Correction : Comme u + sin(u) est bornée sur R alors lim
z—0 T

1
= lim x sin <7> = ( d'apres le
z—0 x
théoréme d’encadrement et f(z) =0 (z?).
z—

La fonction f admet donc un développement limité d'ordre 2 au voisinage de O dont la partie réguliére est
nulle (mais existe!).

En particulier, on en déduit que f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Pour tout = # 0, f, produit et composée de fonctions dérivables sur R*, fy est également dérivable et on
a:

1 1
Vo € R*, f/(z) = 3z%sin (—) —xcos( >
x x

D'ot Vo € R*, Ty o(x) = W = 3z sin (;) — cos (i)

1 1 1
Or, pour u,, = —, 2u,, sin () — 0 et cos () = (—1)™.
nm Uy, n—-+00 U,

f'(x) = f'(0)
0

Le taux d'accroissement T o(u,,) n'a donc pas de limite en +oc et non plus en 0 : la

fonction f’ n'est pas dérivable en 0.

En conclusion, la fonction f n’est pas deux fois dérivable en 0 alors qu'elle y admet un développement
limité d'ordre 2.

Exercice 9 : Soit f la fonction définie sur ]—g ; g [ par f(x) = 2tan(z) — x.
1. Montrer que f admet une fonction réciproque de classe €.
2. Donner le développement limité de f~! & I'ordre 6 en 0.

Correction :
1. f est clairement de classe € et sa dérivée qui vérifie f'(x) = 1 + 2tan? z est strictement positive
™ T . . . 2R . ™ T
sur ]—5,5[ Puisque lim f = —oo et lim f = +o0, f réalise une bijection de }—5 ; 5[ sur R.
% 3

Comme f’ ne s'annule pas, f~! est également de classe ¢*°.

2. Puisque f~! est de classe € et est impaire en tant que réciproque d'une fonction impaire, elle
admet un développement limité a I'ordre 6 en 0 qu'on peut écrire sous la forme :

(=) =, M+ a3z + azx® 4+ o (29).

D’autre part, on sait que :
2x%  Ag®
_ 6
f(:z;)mgox—i- 3 + T + o (x%).

Le développement limité de f~! o f en 0 s'obtient en composant les développements limités.

Analvuco acvimntatic 10
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On obtient donc :

(ffl o f) (z) o

223 415
3 15 3

$3 3
x+++0($6>> + ay <x+2+o($4)> + a5 (z+0(22))" + 0 (f(2)°)

2 4
= urt <a3 - %) z3 + <a5 + % —i—2a3) x5 + o (29).

D’autre part, on sait que

(ftof)(z) zom:a:—l—o(asﬁ).

Tr—r

Par unicité du développement limité en 0, on en déduit le systéme :

3a3+2a; =0 <= a; =1, a3 =—3

3, a5 = = Zo
15a5 +4a; + 30a; =0

15

Le développement limité de f~! & I'ordre 6 en 0 est donc donné par :

2 16
=1l _ — 2 5 6
(@) = @ 32+ 52 +o0 (%) .

Exercice 10 : Mémes questions avec

])2

—1
1. g:x|—>€

six #0et g(0) =0 alordre 3.

2. h: x+— xcos(x).

Correction :
1. On remarque d'abord que g(z) = = + %x:” + o (z3).
Ainsi, g est continue en 0 avec g(0) = 0 et g est dérivable en 0 avec ¢’(0) = 1.
Ainsi, g est continue sur R.
Ensuite, on vérifie (par exemple en la dérivant) que g est strictement croissante.
De plus, wlggo g(x) = —c0 et xggrnoo g(z) = +o0.

Ainsi, g est une bijection strictement croissante de R dans R. Elle admet donc une fonction réciproque
) = g1 définie sur R. Puisque ¢’(0) # 0 et que g est 4 au voisinage de 0, v est indéfiniment
dérivable en 0.

Ainsi, 1 admet un DL a tout ordre en 0.

anbijoldwAse askjeuy

De ¢g(0) =0, on tire 1)(0) = 0 et donc le DL a I'ordre 3 de v en 0 s'écrit

Y(z) = ax+bx? +cxd +o(2?).

x—0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Pour calculer a, b, ¢, écrivons quel est le développement limité a I'ordre 3 de go %) :

(gov)(x) = (az + bx? + ca® + o (23)) + % (aw + )3 + 0 (Y(z)3) =,r+o (23)

—o(a?)

1
2 243) 43 3) _ 3
azr + bx +<c+2a)x +o(x )gﬁox—ko(az)

Par unicité du développement limité, on extrait :

a =1 a =1
b —0 s Jb =
1 1
§a3+c =0 c =—3

1
2 3 3
soit Y(xr) = x— =2~ +o0o(x”).
¥(z) = -3 (2°)
Commentaires : C'est en général une mauvaise idée d'utiliser la relation (f o f 1) (z) = x plutét que (f 1o f(z)==x
car vous courez le risque d'obtenir un systéme non linéaire en les coefficients comme ici avec a® méme s'il s’est bien

résolu. Je ne I'ai fait que pour vous montrer qu’on pouvait quand méme mais je préfére I'autre maniére.

. Par produit de fonctions de classe €°, sur R, h I'est également. Elle est aussi impaire.

On a, de plus h(x) = x cos(x) =%+ o(x).

Tr—
En particulier, A’(0) = 1 > 0. Il existe donc un voisinage U de 0 sur lequel h’ est strictement
positive. La fonction h établit donc de U sur V = h(U) une bijection strictement croissante de
classe €°°. Comme h(0) =0, 0 € V et, quitte a réduire U, on peut le supposer symétrique par
rapport a |'origine.

Elle admet donc un DL au moins a 'ordre 6 qui, par imparité s'écrit :

hi(y) = ayy+asy®+asy® +o(y°).
y—0

1 1
= _ 34 =5 6 -1 — _ 6 o Ang
Comme h(z) ot g gyt +o0 (2% et hH(h(z)) =2 =, x + o (2%), par unicité du DL,
on peut écrire :

a, (l‘— e + L1 —i—o(xG)) + ag (:1:— é:z:?’ +0(w4))3~|—a5 (z+0(22)” = z+o0(af)

2 24 z—0
a,r + <1a +a >x3+ (1a —§a +a >x5+o(x6) = z+o(z9)
! 27t 2471 2% 70 20
ON résout alors le systeme simple :
—aq + 2a3 =0 < {4 :%
a; — 36a; +24a; =0 G
P24
3
x 17
trouve K- (z) = + = + —-a° + o ().
On trouve h™*(x) ottt o® + o (2°)

et
!

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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ITI/ Limites et équivalents

Exercice 11 : Donner un équivalent en 0 des expressions suivantes :

1. sin(2z) — sin(z) 2. eten(® — /1 4 22, 3. 2@ 1+

Correction : Avant de débuter la recherche d'un équivalent se pose toujours la question de savoir si
raisonner avec les équivalents suffit ou s'il faut effectuer un développement limité et, dans ce cas, savoir
jusqu'ou pousser celui-ci. Un peu de hauteur, de travail et de métier devraient vous aider.

1. sin(2z) — sin(z) =, (2z+o0(z))— (z+o0(z)) faox.2

2. Ici, inutile de développer v/1 + 22 trop loin par la présence du 2% qui fait grimper I'ordre de son
développement limité.

etan(m)_m — e"to@ _ (14 0(x)) :O(l—i—x—i—o(x))—(l—l—o(x))

z—0 T—

= z+4+o(x).

z—0

Donc etn(®@) — /1 4+ 22 ~ 2.

z—0

1
3. Comme V1+=zx = 1-— 3% + o (x), on ne peut plus se contenter de développer /1 + x avec une
—
précision inférieure a o (x).

1 1
e —Vivw = el‘+°<w>—<1+§x+o(w)) = (1+x+0($))—<1+§m+0(56))

— x—0
503" 0@
Donc etn(®@) — /1 + & ~ 5%
x—

In(n+1) In(n)

Exercice 12 : Donner un équivalent en +oco de .
n n+1

Correction :

1 1 1
Le o (—) absorde donc — et le 0 (—) :
n n

n

F. PUCCI
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Or, % =o(ln(n)), d'ou :

n—-+0oo

In(n+1) In(n)

Donc ~
n-+1 n=+oo

In(n) + o (In(n)).

In(n) + o (In(n)) .

Exercice 13 : Calculer les limites suivantes :
. Vitr—Vi—z—=z 13 thtan(a:)—tan(Z:c)
" 250 g 20 x sin®(z)
5 3
2. lim \/1 it AR . e” —cos(z)
2—0 3sin(z) — In(1 + z) 14. ili% — =
3. I sh (sin(x)) — sin(sh (z)) 1 1
. lim ; _ =
0 3 T sin®(z) ' 15. flvlﬂ% tan?(z) a2
4. ]igl n <g en — arccos (—)) earctan(z) _ otan(z)
n——+oo n
- 5 et —1—2 16. :ltl_>0 earcsin(z) _ gsin(z)
g S
1 17. lim — -
6. i 2 —2cos(x) ) #? =0 2 wsin(z)
g3 G a— m 1
18. lm —5———
iy 7= VT2 s’ (@) @
v Py 0 1 1\ ®
5.y 002 A0
w0 m:n) L 90. Tim 22 —1—2zIn(z)
9. liII(l) ( ) “a1 z(x—1)In(w)
T—> ab
a5
sin(x) 21. lim 2%In ( ) +z—1
10. — z—+00 1
o0t 1 — cos(z) o ] e
sin(z) — x cos(z) 22. lim VT =
11. r—1 h’l( )
z—0~ ) x2
19. Tim sin(z) — x cos(z) 23. lim In(sin(z))
" 20 sh(z) — xch (z) " amf (m—2x)2
v
Correction :
0
1. Forme indéterminée de la forme 0 au premier abord.
On développe le numérateur :
r z* o r z* =z o
3
_ T 3
a::0 8 to (113 )
Dot :
1 _ — i —
Vitz—+V1—z—2 _ 1 oo
5 z—0 812 20
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1 —V1i—x—
Donclim\/ e \g i xz—i-oo.
z—0 T
2. Forme indéterminée de la forme o’ on cherche séparément un équivalent du numérateur et du
dénominateur :
. 6
Vitbr—Vi+zr = <1+—m+o(x)> — (1—§+o(:c))
z—0 5 3
13
=T +o(z)
Et,
3sin(z) — In(1 + z) = 3(x+o(z)—(x+o(x))
z—
= 2r+o(x).
z—0
D'ou :
V1i+6r—V1+z 13
3sin(z) —In(1 +z) =—0 30°
. 1+6x—¥1+2 13
Donc lim — = —,
2—0 3sin(z) —In(1 +x) 30
1
7
3 sh (sin(x)) — sin(sh (z)) 157 = sh (sin(x)) —sin(sh (z)) 2
. ~ = — im = _—.
x5 — sin®(x) z—0 §$7 75 z—0 25 — sin®(x) 75
6
1
4. Forme indéterminée de la forme 400 x 0 a priori mais lirf — = 0 donc on peut effectuer un
n—+oo N,
développement limité de e" et arccos(u) au voisinage de 0 :
On développe le numérateur :
G- (3)) o5 (Gt () - G-2+ ()
—en —arccos [ — = —+—+4o|(—))|—-(=——4+o0|—-
" 2 : n/) ) n—too " 2 2n n 2 n n
Grate()
= nlg-+—-+o|—
n—+4o0 2n  n n
= 241
n—)_+oo 2 )
1 1
Donc lim n (E en — arccos (—)) == +1
n—-+00 2 n 2
er —1—=x 1 . rT—1—=x 1
Y TR ST 2 Ta
1 1
2 —2cos(x) =? 1 ) 2—2cos(z)\=2 1
> (m> o e 90 <$ = e
V+z—V1—=z 2 . Vlt+z—V1i—z 2
7. ~ — donc lim = =
a5 z—0 3 z—0 x 3
8. sin(z) — ~ —le donc lim sin(z) — @ =0.
T z—0 6 z—0 x
1 1
¢ 22 i =
9. sin(z) ~ = donc lim sin(z) = i
T x—0 % x—0 T \G/é
sin(z) 2 ) sin(x)
10. ————— ~ —donc lim ———— = +o0.
1 —cos(z) z—0+ x z—0* 1 — cos(z)
J‘
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11.

12,

13.

14.

15.

16.

17,

18.
19.

20.

sin(z) — x cos(x) sin(x) — x cos(x)

=0.

1 .
5 ~ —x donc lim 5
X z—0 3 x—0— X

sin(z) — x cos(z) ~ —1 donc lim sin(z) — x cos(z)
sh (z) — zch (z) z—0 2—0 sh (x) — zch (z)
2 tan(x). —2 tan(2x) 5 donc lim 2 tan(z). —2 tan(2x) _
x sin”(x) z—0 z—0 x sin”(x)
z2 x2
e cos(x) .3 donc lim & cos(z) _ §
2 z—0 z—0 x2 2

1 1 2 1 1 2
—s—~— — ~ —5donclim —5——— — .
tan?(z) a2 2-0 3 z—=0 tan?(z) a2 3
earctan(m) _ etan(m) earctan(w) _ etan(z)

- - ~ —2 donc lim - : = =
earcsin(z) _ esin(z) 550 7—0 edresin(z) _ gsin(x)

1 1 1 q I 1 1 1
————— ~ ——donclim —— —=——.
x2  xsin(z) z-0 6 2-0 22 wsin(z) 6

1 1 1 done li 1 1 1
—— — — ~ =donclim —— = ==,
sinQ(m) 2 2-0 3 z—0 sm2(x) 2 3

Voici un exemple typique de calcul de limite nécessitant les DL.

=-1

2 (1
On commence bien siir par passer a I'exponentielle et on pose f(z) = e* ln(:rsm(m)).

1 1 1 - .
Comme sin <7> ~ —alors lim zsin (7) =1 et la fonction f est bien définie au voisinage
€T T—+00 I T—+00 T

de +00, mais ne permet pas de calculer la limite puisqu'il reste dans |'exponentielle une belle forme
indéterminée.

Tentons alors de faire un DL de tout ca :

vt x) z+o00 v r 623 to 3
1 1
22 1n <a:sin (—)) ~ ==,
45 z—+oo 6

1\\* 1
Autrement dit, en composant par |'exponentielle, on obtient lim (a: sin <7>> =e 6,
r—+00 X

Il va sans dire2qu'obtenir une telle valeur par une autre méthode serait bien compliqué.
z*—1—2xIn(z
Soit f(z) = z(x — 1)1n(x<) :
On commence par ramener le probléme en 0 en posant h =z — 1.
e - B DL
h? +2h —2(1—h) (h— %hQ +o(h2)>
h—0 h(1+h)(h+o(h))
4h* + o (h?) 4+0(1)
h=0 hZ+o (h?) h0 1+ o0 (1)
30(4—1—0 1))(1+o0(1))
o 44+0(1).

Conclusion, lim f(z) = 4.
r—1 J
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1
21. On commence par ramener le probléme en 0 en posant h = —.
x

1 1 1
“)=—=In(1 -1
f(h) pz il +h)+ 5
_ 1 L.y 2 1
o T2 (h 2h +o(h )>+h 1
1
h—0 2 Fo(l).
. . 9 T 1
Conclusion, lim z*In +x—1=—.
xr—+00 1 + x 2
22. yo—1 ~ — donc lim o1 = 1
III(.%) z—1 2 rx—1 111(.%) 2
23, In(sin(z)) 1 o T In(sin(z)) 1
(mr—2x)% 2—»2 8 a7 (m— 2x)? 8

Exercice 14 : Pour tous a,b > 0, montrer que lim

1 1
ar + bz —
Z-5+00 (2) = vk

. . 1 1 Inc Inc 1
Correction : Comme lim — =0,ona:cz —=e=x = 1+—+o0 (—)
T—+00 I T—+00 X T
1 1

Dot ** + bz +lna+lnb (1)

u —— = _— —_— ol —

2 T—+00 247 2z x

In vab 1
— + (—)
T—+00 xX

1 b
Comme lim n\/a_zoetln(l—i—u) = u+o(u),ona:

T—+00 X z—0

1 1
(cﬂ +b5> Invab (1)
In| — = +ol—].
2 Tz—=too X T

1 1
xln (M) = Invab+o(1).

2 T+

Enfin, par composition a gauche par I'exponentielle, continue sur R :

x

1 1
. (;’?) _ @ _

T——400 2

anbijoldwAse askjeuy

Exercice 15 : Comparer les termes suivants pour la relation de négligeabilité :

1
1. En 0 par valeurs supérieures : e Vi et ok

F. PUCCI
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1

2. En 1 par valeurs inférieures : In(1 —t) et :

+~

Exercice 16 : Trouver des équivalents les plus simples possibles aux points indiqués de :

1. cos(t), 1 —cos(t) et e * — e 2! quand ¢t — 0.

2. cos(t) quand t — g
3. In(sin(¢)) quand t — 1 et t — 0T
1 1 sh (x) _ 9
4. — —arctan [ — |, In ,e"—1let e — e “® quand z — +o0.
x % ch (z)
1 nHl gy &
5.—/ —, V3 +an—vVn2+1, <L> et nn — 1 quand n — +oo.
n . t n+1

Exercice 17 : Calculer les développements limités suivants :

1. arccos(x) a l'ordre 5 en 0. 9. /m et® dt & Pordre 5 en 0.
0

. . . . arcsin(z)
Exercice 18 : Soit f la fonction définie sur |—1;1[ par f(x) = ——.
1. Déterminer la fonction a : |—1;1] +— R telle que, pour tout = €
, 1
7/(z) + a(e) f@) = 7=

2. Déterminer un développement limité a l'ordre 4 en 0 de a.
3. En déduire un développement limité a I’ordre 5 en 0 de f.
4. Proposer une autre méthode pour obtenir un tel DL.

v/ Etudes locale et asymptotique

Exercice 19 : Montrer que :

sin(z) — x r 2, 5 In(l+z)—= 3 33
e - g T TE 2 g 90 .
In(l+z)—= $—)03+9x o) sin(z) —x  2—0 x —1—203;—1—0(35)

2. Que peut-on en déduire pour I’étude locale en 0 des fonctions associées 7

Correction :

Lycée Jules Garnier

F. PUCCI




Analyse asymptotique

Feuille d’exercices n°21

1.
3
z 3
sin(z) —x _FJFO(:E) _r 1 ro(d)
=) — 7 o 1 1 «—03|l. 2
In(l+z)—x 20 __$2+§x3+0($3) -0 3 1—§x—|—0($)
S5 (15 +ow)
z—0 3 9

Exercice 20 : A partir d’'un développement limité, déduire le prolongement par continuité, la dériva-
bilité, la position relative locale courbe/tangente de

T

1 r—1
f:x|—>fln<e )enO.
a5

Correction :

1l (em—l) 1+.’L' 3 n (3)
- = -4+ —— 0 .
"\ T2 )02 24 2880 OV

1 N -
Donc lir% flz) = 3 et le prolongement par continuité de f en posant cette valeur sera dérivable en 0 avec
r—

1
"(0) = —.
70 =5,
' . . , 1 1 .. . 3
L'équation de la tangente en 0 est aussi donnée par y = 21" + 3" la position par le signe de —z° au

voisinage de 0 soit dessus puis dessous. C'est un point d'inflexion.

Exercice 21 : Pour chacune des fonctions suivantes, donner une équation de la tangente a la courbe
%; en 0 et étudier leur position relative.

1

Iz
2. g:x+ xcos(2x). 4. k:zr—In(l+xz+2?)en0et 1.

1. f:2r exp(z) — 3. h: x> cos(x)sin(2x).

Correction :

3. h(x) = 2r — < to (z3)
2?2 228 1
4. k(z) it gt o(x3) et k(z) = In(3) + (x —1) — g(m —1)2+4o0((z—1)2).

En 1, I'équation de la tangente est donc y = = — 1 4 In(3) et la courbe de k est toujours au-dessous.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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: 1
Exercice 22 : Etude locale en a = 1 de f définie par f(x) = izn—(xl)'
1+h)In(1+h
Correction : On pose h =x — 1, d’ol f(x) — f(l + h) _ ( + ) n<1+ )
24 (1+ 1)

On effectue alors un développement limité a I'ordre 2 :

FU+R) = 122’1 <h — shi+o (h2)> (1 - %h+o(h))

- 5(1+h) <l—§h+0(h)) (1—1h+0(h)>

h—0 2
1

= 2(1+h)(1—h+o(h))

— 1 2 2

h—>02 h <h )

. : 1
La fonction f admet donc un maximum local en a = 1 égal a —.

1
En particulier, la fonction se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 3 Ce prolongement est

également dérivable en 1 et /(1) = 0.

1
Exercice 23 : Donner un développement asymptotique en o < 3
75

) de arctan en +o00 et en —oo.

T 1 1 ™

T—+oo 2 x 3x3

. 1
Correction : arctan(zx) = ———+ +o0 <—3> et arctan(z) = ——= ——
7 5

r——00 2

Exercice 24 : Calculer le développement asymptotique des fonctions suivantes :

1. > arctan(x) en +o00 et —oo a l'ordre 3.

1 X
2. r+— ( 7) en +oo a l'ordre 2.

3. x+— \/ en +oo a l'ordre 6.

Correction :
T 1
1. arctan(x) A 5 % +o <_3>
2 (1+l>x = __+ (i)
. X T—+00 24{[;2 2

342 - ! —< k +o ( )
SV 2241 s 83 16:1:5 z6 )"

Lycée Jules Garnier
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Vous remarquerez que le développement asymptotique d’une fonction paire n'a aucune raison d'étre

pair. lci, il est méme impair.

$4

Exercice 25 : Etude de f définie par f(z) =

T —

3 au voisinage de +oo.

1 1 1
Correction : On pose h = —, d'ou f(x) = (—) =
p - fl)=f{5 T —

On effectue alors un développement limité a I'ordre 2 :

1

/() e o)

= L it
h0

2 1
x+1+—+o(—>.
e} T T

La courbe représentative de f admet donc la droite d'équation y = x + 1 comme asymptote au voisinage

de +o0.

2
De plus, comme —
5

> 0 au voisinage de +0o0, la courbe est au-dessus de son asymptote.

Exercice 26 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de leurs asymptotes en

400 et préciser la position de leurs graphes par rapport a celles-ci.

3+ 1
1. T
frx r+1

2. g:x— Va2 —2r+2

3. h:x+—

1
4, k:x|—>x2arctan< )
1+

5. ¢z (z+2)=

6. ¥:xr— Va3 — a2

1

= +2arctan(x)

7. £ x>
T

2
T4 —x+2
8. (ixt— ————e~
¢ r+1

9. 2z — V22 +1

10. 22 4+2+ V22 —62+1

8|

Correction :
1. frzx+—

2. g(x) ~

RIPg|~8[~

8

1

+

8

8
e W N
R N~ —

—
=
—
8
~
_|_
o
7\
=

F. PUCCI
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e e
Exercice 27 : Montrer que la parabole d’équation y = ex? + §(E 1 est asymptote a la courbe de
f définie par :

f(z) = 22 <1+316>1+x7

et que la courbe de f est au-dessus de cette derniere.

- e € e 1
Correction : f(z) e ex? + 3%~ 51T 18p O (E)

Exercice 28 : Soit n > 1.

0 T
1. Montrer que ’équation tan(xz) = x possede une solution unique z,, dans ]mr —5inT + =1,

2
puis démontrer que la suite (aljn)ne[N est strictement croissante.

2. Quelle relation lie z,, et arctan (z,,)?

s
3. Montrer que la suite (z,, —nm) _ est convergente puis que z, = nm + 3 +o(1).

T
4. En écrivant z,, = nm + 5 + ¢,, et en utilisant le résultat de la question 2 ., en déduire que

+7T 1+ 1 n (1)
T, =nm+ — — — ol — .
" 2 mn  2mn? n?

Correction :

, N . . , ™ ™
1. Lafonction x  tan(z)—x est une bijection strictement croissante de I'intervalle } s + 5
sur R.

En effet, sa dérivée est égale 3 1 + tan?(x) — 1 = tan?(x), qui est strictement positive sauf pour

T =nm.
On en déduit que I'équation tan(z) = = admet une solution unique dans l'intervalle
}mr = g , T+ g .
En particulier, la suite (:vn)nG[N est croissante par construction. Elle est méme divergente vers +oo.
2. 1l faut prendre garde au fait que arctan est la réciproque de tan : ]—g ; g[ — R. Ainsi, on doit

écrire :
tan (z,,) = x,, < tan (z, —nn) =z,

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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N . a2 ™ T . 2 F N
et 13, puisque z,, est élément de ]—5 ; 5 [ ceci est équivalent a
x, —nm = arctan (z,,) .

3. PU|.sque (Tn),,cy, €St croissante et que la fonction arctan I'est aussi, la suite (z,, —nm) _ est
croissante.

S . ™
Puisqu’elle est majorée par 5 elle est convergente, vers /.
T ' . T
Passant a la limite dans I'équation x,, — nm = arctan (z,,), on trouve ¢ = 3

C 7
On peut donc bien écrire z,, = nm + 5 +o(1).
4. On commence par rappeler le développement limité de arctan en 0. Il s'obtient par intégration du

développement limité de

x2’

On a donc :
arctan(z) = z + o (2?).

On va avoir besoin du développement limité de arctan au voisinage de +oc.

Il s'obtient facilement a partir du développement limité précédent et de la relation

1 T .
arctan(z) + arctan <—) =5 vraie pour z > 0.
x

On obtient donc, au voisinage de +oo,

i) T 1 n ( 1 )
arctan(z) = - ——4o|—|.

2 =z 7
Utilisons maintenant la relation démontrée en 2 et ce développement limité de arctan.

™ -
En posant z,, = nm + 5 + ¢€,,, on obtient :

7T+ m 1 n (1)
—4e,=— 0
2" 2 npylge, W
2
On en déduit que :
—1 1
5n:$+0 ﬁ
n7r+§+5n

soit, en développant le terme de droite :

anbijoldwAse askjeuy

Ceci donne le développement limité souhaité pour la suite (acn)neN :

+7T 1+ 1 n <1>
x =nTm+ — — — ol —=].
" 2 nm 2n2w n?

.
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Exercice 29 : On considére, pour chaque entier n € N, I’équation z + In(x) = n.

1.

Démontrer que cette équation admet une unique solution x,, € ]0;+oo[, puis démontrer que la
suite (z,,) . est strictement croissante.

. Démontrer que (acn)nE[N tend vers +oo.
. Démontrer que z,, ~ n.

n——+00
x
. Démontrer que z,, = n —In(n)+ o(ln(n)). On pourra poser a,, tel que = =1+ a,,.
n—+00 -
1 1
. Démontrer que z,, = n—In(n)+ n(n) e ( n(n))
n—+oo n n

. En admettant éventuellement le résultat de la question précédente, dire parmi les propositions

suivantes lesquelles sont vraies :

(a) =, oo In(n) (c) =, oo In(n) +o ( ln(n))
(b) z, ~ n—2In(n) (d) z, =n—1In(n) + a(n)

Correction :

1.

Posons f la fonction définie sur |0; +o0[ par f(z) = z + In(x).

Elle est continue et strictement croissante comme somme de fonctions continues et strictement
croissantes.

De plus, lim f(z) = —oco et lim f(z) = 4o0. f réalise donc une bijection de |0; +oo[ sur R.
z—0" T—+00

.
L'équation f(x) = n admet donc une unique solution z,,.

De plus, on a f(z,) =n < f(z,,,) =n+ 1. Puisque f est strictement croissante, ceci entraine
T, < Tpyq, et donc (z,,) _ - est strictement croissante.
Remarquons que

f(In(n)) = In(n) + In(In(n)) < 2In(n) <n = f(z,,),

pour n assez grand.

Ainsi, pour n assez grand, on a x,, > In(n) et donc f tend vers +o00 en +oc.
On peut écrire z,, =n —In(x,,).

Or, (z,),, tend vers +oo et donc In (z,,) = o (z,,).

Autrement dit,onaz, ~ n.
n—-+o0o

. x
Posons a,, défini par = =1+a,,.
n

La relation x,, + In (z,,) = n donne alors na,, + In(n) + In (1 +a,,) = 0, soit

~In(n) In(l+a,)
" on n '

Or, a, —— 0 et donc In (1 + a,,) = o(In(n)), ce qui donne

o . _ (), (ln(n)) |

" n n

ce qui, reporté dans z,,, donne exactement le bon résultat :

Ty = M In(n) + o (In(n)) . y

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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5. On procede de la méme facon, en définissant cette fois une suite (bn>nem par

z, —n
—In(n)

=1+b,
avec (b,,) qui tend vers 0, soit encore
z, =n—In(n)(1+b,).

L'égalité x,, + In (x,,) = n donne

1 1 1
In(n)b, = In (1 _ () bn)) o B gLy o 0
n n—-+o0o n n—+o0o n
. In(n) )
puisque (1+4b,) tend vers 0, et que (b,) _ tend aussi vers 0.
n n
. -1 —1 1 . .
Il vientb, ~ —,soitb, = —+o0 <—> ce qui en reportant dans z,, donne le résultat
n—+oo N n—+oo N n
voulu : ! !
z, = n-—In(n)+ n(n) +o < n(n)) .
n—4+oo n n
6. Toutes sont vraies, sauf la derniere ... Il suffit de revenir a la définition..
F. PUCCI
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