Semaines 18 et 19 ]. Kholle n°10

Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : Une suite récurrente définie sur un intervalle stable par sa fonction génératrice est correctement
définie.

Exercice 1 : Montrer que X? — X + 1 divise (X — 1)""2 + X?"*1 dans C[X].

Correction : X2 —X 4 1= (X4 j)(X + 52).
Or P(g) = (= — )™ 4 (j)+1 = (242 4 ()4t = jomd — (jyonst =,

Donc —j et par suite —j2 sont des racines de P. CQFD.

Exercice 2 : Soit (u,, ),y la suite définie par uyg =1, u; =4et Vn e N, w, o =4u,, ; —4u,.

Déterminer I'expression explicite de u,,.

Correction : Equation caractéristique : 72 — 4r 4+ 4 = 0 ayant pour racine double 2.

u, = (An 4 p)2m.

uy =1 - p=1 PN A=1
u; =4 2N+ p) =4 p=1

(VneN, u,=(n+1)2"|

Exercice 3 : Soit ug >0 et u, ; =In(1+uw,).

Etude de (u,,),cn-

Vinci - 2025



Semaines 18 et 19 ]. Kholle n°10

Correction : Soit f: 2+ In(1+x). f(R,) C R,. La suite est correctement définie et a valeurs positives.

Vo > 0, f(z) < x. La suite est donc décroissante. Etant positive, elle est convergente. f est continue et
admet un seul point fixe : 0.

On adonc lim u, =0.
n—-+00
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Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : Une suite récurrente définie sur un intervalle stable par sa fonction génératrice est correctement
définie.

Exercice 1 : Soient m,n,p € N.

Montrer que X2 4+ X + 1 divise X3™2 4+ X371 4 X3P dans C[X].

Exercice 2 : Soit (u,,),cy définie par uy =1, u; =0et VR e N, wu, o =—u, | —u,.

Déterminer I'expression explicite de wu,,.

- . P . . ] 2w
Correction : Equation caractéristique : 72 4+ 1 = 0 ayant pour racines j et j2. Module 1 et argument 3

u, = 1" (AcostT—l— Sin2mr>
n = ERRES

u():l A=1 A=1 A=1
1= COS 3 M S1n 3 = COS 3 M S1n 3 = \/g

2 1 2
vVneN, un:cosﬂ—l— sin 28

3 V3 3"

/16 + u?2
Exercice 3 : Soit uy € Ret u, ; = %

Etude de (u,,),cn-
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. : 16 + 22 . e .
Correction : Soit f : z —5 f(R) C R,. La suite est correctement définie et a valeurs positives

a partir du rang 1.

[ est croissante sur R, donc la suite (u,,),~; est monotone.

16 + 22 )
Pourz >0o0na f(z) <z < T<x < 4 < z. Plusieurs cas :

— Siug € [4,400[, uy < ug : la suite est décroissante.
Elle est également minorée par 4 : en posant I = [4, +o0[, on a f(I) C I, donc Vn € N,u, €1

Elle converge donc.
— Siuy € [—4,4], u; > ug : la suite est croissante et majorée par 4 (on pose I = [—4,4]). Elle converge.
— Si ug < —4. Alors, u; > 4 et on reprend le premier point : la suite est décroissante (3 partir du rang
1).
Dans tous les cas, la suite converge. Comme f est continue, elle converge vers un point fixe de f. 4 est le
seul candidat.

lim wu, =4.
n—+oo
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Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : Lien entre monotonie d'une fonction et les suites définies par une relation de la forme
un+1 = f(un)

Exercice 1 :

1. Déterminer un polynéme de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + V3.
2. Soit P = X* + 4X3 4 5X2 + 3X + 2. Calculer P(2 + V/3).

1 3
Exercice 2 : Soit (u,,),,cy définie par u, = U= et VneN, wu,.o=1u,+2u,+n+3.

Déterminer I'expression explicite de u,,.

Correction :

— Rechercher de solution particuliére («,,) sous la forme : a,, = an + b.

1

a=—=

Qpig = Qpq + 20, +0+3 = 2
b=—-

4

— La suite définie par v, = u,, — «,, Vérifie VR e N, v, 5 =v,,; +2v,.

Equation caractéristique : 7> —r — 2 = 0 ayant pour racines —1 et 2.

v, = A(=1)" + p2™.

7
Donc u, = A1) + 2 — % — 1
1 1 1
Ug = — /\+‘u_ZZZ A= —
B B A S S TR B
17 F=9 7371 F=3
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Exercice 3 : Soit (u,,) la suite réelle définie par récurrence en posant uy = let u, , = /1 +u
sin € N*.

Montrer que (u,,) converge vers un réel ¢ a déterminer.
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Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : « est racine de P si, et seulement si X — « divise P.

Exercice 1 : Soient P € K[X] et a,b € K (a # b).

Donner le reste dans la division euclidienne de P par (X —a)(X — b).

Correction : P= (X —a)(X —5)Q + (uX +v).

) _ P~ P()
{ (a) =ua+v donc o b —a
P(b) = ub+v , = PPla) —aP(b)
b—a
R— P(bl)) : aP(a)X N bP(ag : ZP(b)

Exercice 2 : Soient uy > 0 et v, > 0. Montrer que les suites (u,,),cn €t (v,,),cn définies par :

1 2 1 1
un+1:§(un+vn) etv :ui—i_vi
n+1 n n

sont adjacentes.

Que peut-on en conclure. Déterminer limu,, et limv,,.

Exercice 3 : Soit u, €]0,1] et u,, 1 = (1 —u,)u,. Etude de (u,,),cn-

1
Montrer que Vn € N*,u,, < ——.
n+1
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Correction : Soit f: x> (1 —z)z et I =]0,1[. On a f(I) = ]0’ zﬂ cl

On a Vz €1, f(x) < z. La suite est donc décroissante.
positive, elle est convergente. f est continue et admet un seul point fixe : 0.

On adonc lim u, =0.
n—+o0o

1
On sait que Vn € N*,u,, € }O, ﬂ
< L d bi < ! 1
— < - donc on a bien —— aurang 1.
NSy Un =g 21 Tene

1
— Supposons que u,, < ——

et par récurrence : Vn € N, u, < ——.
p Un S T

n+1"
p . L 1 1
Alors f étant strictement décroissante sur ]0, —}, ona f(u,) < f( )
2 n+1
) N n
C'est a dire Upi1 < m
Mai "< = [ (n+2) < (n+1)% Dol < !
ais uisque n(n n . Dol u —.
(n+1)2 nt2 P g 42
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Semaines 18 et 19

Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : Les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.

Exercice 1 : Effectuer la division euclidienne de X3 + iX? + X par X —i + 1.

Correction : Q = X2+ (—1 +2i)X — 3i

R =3+ 3.

Exercice 2 : Soit p € N, fixé, avec p > 2.

n
1
On définit u,, = Z T et v, =u, +
k=1

np—1°

Montrer que (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

Correction :
— Upyq = Uy, + CESL > u,, donc (u,,),ecn €St croissante.
p—1 p—1 — p
T Upy1 U = @ _i 1) + @ +11)p_1 - npl—l == +nnp_(17<Ln+_|_1)1)p (n+1) carp > 2.
— p—1 _ (P\pp—2 _ ...
_@ p)zpl(n Ef)l?;p o
Donc (v,,),cn est décroissante.
— OnaVneN, v, —u, = nl’l*l d'ou nl_iﬁnoovn —u,, =0.
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. . e
Exercice 3 : Soit ug >0et u, ; =

Etude de (u,,),cn-
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Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : En admettant le théoréme précédent, si P admet n racines «; distinctes alors P est divisible
par le produit des X — «;.

Exercice 1 : Soit P = X" et Q = X —3X2% 4+ 3X — 1.

Trouver le reste dans la division euclidienne de P par Q.

Exercice 2 : Déterminer ’ensemble des complexes A tels que la suite (u,,),,o) définie par uy = 0,

1
up=ANetVneN, wu, o=1u,, _Eu" vérifie Vn € N, |u,| < 1.

. Ve . P 1 ) 1
Correction : L'équation caractéristique est E_ : r2 = r — 1 Elle admet une solution double : 3

1 n
Il existe donc deux constantes A, B telles que Vn € N, w, = (An + B) (5) .

— B=0 —
ug =0 B=0 2An
= = .DoncVneN, u,=—.

— SiA=0,onaVneN, u,=0donclasuite convient.
1 1 1
— SiA#0,0naVneN, UZ_: - n;r_z =55 < 1. La suite (Ju,|) est donc décroissante a

partir du rang 1 (et nulle en 0). Elle est donc majorée par son premier terme |u,| = |A|.

Bilan

(VneN, |u,|<1 < A<L]

71- pa
Exercice 3 : Soit u, = 1 et u, ; =1—cosu,. Etude de (u,,),cy-
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Correction : Soit f: z+> 1 —cosx. f est croissante sur I = [O, g} et f(I)=1[0,1] C L

: X ) : V2 m
La suite (u,,),ey est donc a valeurs dans I. f étant croissante, (u,,),cy €St monotone. u; =1 — - <7
— La suite (u,,),,cn est donc décroissante. Minorée par 0, elle converge. Sa limite ¢ est un point fixe de f

continue sur I. C'est-a-dire 1 — cos ¢ = £. Seule possibilité 0. lim w, =0.
n—-+oo

— Autre possibilité : étude de ¢ : x > 1 —cosz — x. ¢'(x) = sinx — 1 < 0 sur }0, ﬂ donc ¢ est

strictement décroissante sur cet intervalle.

Comme ¢(0) =0, on a V& € }O, ﬂ ,0(x) < 0 et donc f(z) < x.

La suite (u,,),cp est donc strictement décroissante, et le seul point fixe de f est 0.
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7 Khélle n°10

Suites récurrentes et Polynomes

Question de cours : Théoréme de Taylor pour les polynémes

Exercice 1 : Déterminer a € R tel que X2 — aX + 1|X* — X + a.

Correction : X! —X+a=(X?2-aX+1)X2+aX+a?-1)+(a®>—-2a—1)X—a?+a+1.

X?—aX+1|X*—X+a <=
“ | ¢ —a?4+a+1=0 —a?+a+1=0

1+v5 _1-V5
> .

On en déduit a = = 5

3_24—1=0 )a®—a—1)=0
@ @ @{(a—i_ o* —a=1)= = —a’4a+1=0.

Exercice 2 : Soit p € N, fixé, avec p > 2.

On définit u,, Z 2 et Uy = Uy + ——.
n

Montrer que (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

Correction :
= Wynn =Wy <+ ﬁ > u,, donc (u,),cp €st croissante.
p—1 p—1 _ P
T Unp1 T U = (n —i 1)p + (n +11)P*1 - nplfl e nnp(lr(ln_'_-i-l)l)?’ i+l carp > 2.
2 _ p—1 _ (P\ppr—2 _
_( p)zp_l(n 5_2)17;,, o
Donc (v,,),,c) est décroissante.
— OnaVneN,v, —u, = Jm =0.
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Semaines 18 et 19

s 1 /

Exercice 3 : 1. Montrer que Vn € N, 2
. T 1
sin o :2\j2—\/2—|— 24 4+12
radicaux).
En déduire que hEl 2"\J 2 — \/2 +vV24+- 4+ V2 =r.
n—-+0oo
Correction : Par récurrence :
cos = = =2
— 7‘% % . Les formules sont vraies au rang 1.
sin— = =2
4 2
1
cosni+1 = \J2+\/2+\/2+---+\/§
2 2 (n radicaux).

— Supposons qu'il existe n > 1 tel que
. s 1 /

On a alors :
): L (1+N2+\/2+\/2+~-+ﬁ) :i (2+\J2+ 2+\/2+~~+\/§)

2

5 _1 1 ™
cos W7§( +COSW

T T
Or cos —— > 0 donc COSW 3

2n+2
1 T e Y (R YAy

1
\J2+\/Q+ 2+ 4+ V2 (n + 1 radicaux).

De méme,

™
(1 —COSW

1
>Odoncsinﬂ-—\j2\/2+\/2+~~-+\@(n+1 radicaux).

. T
Or sin on+2 an+2 9

.o T 71
sin T =

La propriété est donc héréditaire.

Sin% 2n+1 1
2 "ol x\fQ—\/2+\/2+---+\f2—>1etdonc
n—-+oo

Ona —— —— 1d'ou
7r 2

n—+o0o
lim 2n\J2—\/2+\/2+--~+\/§=w.

n—+oo

on+1
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Suites récurrentes et Polynomes |

Question de cours : Forme explicite d'une suite récurrente linéaire d'ordre deux dans le cas complexe.

Exercice 1 : On considére le polynome P = X" — (n + 1)X + n.

Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine 1 dans P ?

Exercice 2 : a,b € R%. CNS sur (ug,v,) € R2 pour que (u,,) et (v,) soient adjacentes, sachant
que :

Upe1 = Va+bu, etv, | =+/a+bu,.

Correction : On pose f:z = Va+bzetI=R,. Ona f(I) C I Les suites sont correctement définies et
a valeurs dans 1.

f est croissante sur I donc les suites sont monotones.

SurR,,onava+br <z < a+br <>

5

A b—
>0etl = < 0.

2 2
— Sil'on pose I=10,¢], on a f(I) C I Si u, €1, la suite su est croissante, et converge vers £.
— Sil'on pose J = [¢,+oc0[, on a f(J) C J. Si uy € J, la suite su est décroissante, et converge vers /.

b
A = b% + 4a > 0 donc I'équation a + bz = 2% admet deux solutions £ =

On en conclut donc que (u,,) et (v,,) sont adjacentes, si, et seulement si, u, et v, sont pris de part et d'autre

de ¢ = 2 VP +da
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LN | S
Exercice 3 : Soient S, = Y —, u, = —~= et v, =S, —2/n.
,; vk vn

1. Montrer : S, < v/n+VvVn—1;
2. Montrer : 2vn+1—-2<S,,;
3. En déduire que (u,,) et (v,,) convergent.

Correction :
1. Par récurrence :

— Vrai aurang n = 1.
— Supposons que S, < v/n+ Vn— 1. Montrons qu'alors S,,.; < vVn+ 1+ /n.

. 1 VnZ—1+1 11
CQFD.

2. Par récurrence :

— Vrai au rang n = 1.
— Supposons que 2v/n + 1 —2 < S,,. Montrons qu'alors 2vn+2—2 < S, ;.

1 1 2n+3
OrS,.1=5S,+——=2>22vn+1-2+ = -2
+ vn—+1 vn—+1 vn—+1
On aura donc 2vn+2—2<S sim—2>2\/n+ -2
=N Mn+l \/m = :
or 2243 S ovn¥2 o 4322/ DM E]) < 4n2+1204+9 > dn?+120+8
Vn+1~ - Z -
Dot 2vn+2—-2<S, ;.
CQFD.

1 2 1
— On adonc 2vn + —2<Sn<\/ﬁ+\/n—1etalor52\/1+——7<un<1+\/1+—.
n n n

Par conséquent lim wu, = 2 ou encore S,, ~ 2v/n.

n—-+0oo
—_— 1
— Upp17 Uy = Sn+1_sn_2 n+ 1+2\/> = ﬁ_2< VN + 1_\/5) =
n

1 2
= < 0.
vn+1l Vn+1+n

La suite (v,,),,c st donc décroissante.

Or elle est également minorée : v,, = S, — 2v/n < 2vn+1—2 —2y/n < —2. Elle est donc
convergente.
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Suites récurrentes et Polynomes

Question de cours : Tout réel est la limite de deux suites adjacentes de décimaux.

multiple réelle ?

Correction : [ est une racine multiple de P <= P(5) = P’(5) = 0.
OrP'(B) =0 < 7(B+1)°—-785=0 < (B+1)°% =p°.
0 n'est pas solution de cette équation donc

6 .
P'(B)=0 < (1+%> =1 < 1+%:e22’f”.

1
On cherche les racines réelles donc k =3 et § = —5

1 1\” 1\ 1
P —_— = —_ _— _— _ = =SS0
( 2) 0 <= (2> ( 2) a=0 < a 56

Exercice 1 : Pour quelles valeurs de a le polynome (X 4 1)” — X” — @ admet-il une racine

Exercice 2 : Si (u,,),cy est la suite de Fibonacci, déterminer lim
n—+oo U
n

un+1

Exercice 3 : Pour n € N*, on pose u,,

o 1
_,;\/(nw)(nw—m'

Montrer que (u,,),,cy €st convergente et encadrer sa limite.
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