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Analyse asymptotique

1. On sait que e𝑥 =
𝑥→0

1 + 𝑥 + 𝑜(𝑥) donc 𝑒𝑥 − 1 ∼
𝑥→0

𝑥. Par quotient, on obtient :

𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑒𝑥 − 1

∼
𝑥→0

𝑥
𝑥

= 1. Doù, 𝑓(𝑥) ∼
𝑥→0

1.

2. La fonction 𝑓 est continue sur ℝ⋆ comme résultat d’opérations et compositions sur de telles fonctions.
De plus, d’après la question précédente, on a :

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1.

Ainsi, la fonction 𝑓 est prolongeable par continuité en 0 en posant 𝑓(0) = 1.

3. On sait que e𝑥 =
𝑥→0

1 + 𝑥 + 𝑥2

2
+ 𝑥3

6
+ 𝑥4

24
+ o (𝑥4). Ainsi, on a :

𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑒𝑥 − 1

=
𝑥→0

𝑥
𝑥 + 𝑥2

2 + 𝑥3

6 + 𝑥4

24 + o (𝑥4)
=

𝑥→0

1
1 + 𝑥

2 + 𝑥2

6 + 𝑥3

24 + o (𝑥3)
.

Posons 𝑢(𝑥) = 𝑥
2 + 𝑥2

6 + 𝑥3

24 + o (𝑥3) →
𝑥→0

0. On a alors :

𝑓(𝑥) =
𝑥→0

1
1 + 𝑢(𝑥)

=
𝑥→0

1 − 𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥)2 − 𝑢(𝑥)3 + o (𝑢(𝑥)3)

=
𝑥→0

1 − (𝑥
2

+ 𝑥2

6
+ 𝑥3

24
+ o (𝑥3)) + (𝑥2

4
+ 𝑥3

6
+ o (𝑥3)) − (𝑥3

8
+ o (𝑥3)) + 𝑜 (𝑥3)

𝑓(𝑥) =
𝑥→0

1 − 𝑥
2

+ 𝑥2

12
+ o (𝑥3) .

4. Par la question précédente, on en déduit que 𝑓 admet un développement limité à l’ordre 1 en 0
(donné par 𝑓(𝑥) =

𝑥→0
1 − 𝑥

2
+ 𝑜(𝑥)). Donc la fonction 𝑓 est dérivable en 0.

Cependant, rien ne garantit a priori que 𝑓 est 𝒞1 ni même a fortiori 𝒞3 en 0.

5. D’après Q3., on a

𝑓(𝑥) =
𝑥→0

1 − 𝑥
2

+ 𝑥2

12
+ o (𝑥2) .

Donc la courbe 𝒞𝑓 admet une tangente en 0 d’équation 𝑦 = 1 − 𝑥
2

.
De plus,

𝑓(𝑥) − (1 − 𝑥
2

) ∼
𝑥→0

𝑥2

12
⩾ 0.

Ainsi, au voisinage de 0, la courbe 𝒞𝑓 est au-dessus de sa tangente en 0.
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6. La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ⋆ comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur
ne s’annule pas. On a :

∀𝑥 ∈ ℝ⋆, 𝑓 ′(𝑥) = (1 − 𝑥) e𝑥 − 1
( e𝑥 − 1)2 .

7. On a :
(1 − 𝑥)(𝑒𝑥 − 1) =

𝑥→0
−𝑥2

2
+ o (𝑥2) et (𝑒𝑥 − 1)2 ∼

𝑥→0
𝑥2.

Ainsi :
𝑓 ′(𝑥) = (1 − 𝑥)(𝑒𝑥 − 1)

(𝑒𝑥 − 1)2 =
𝑥→0

−1
2

+ 𝑜(1) ∼
𝑥→0

−1
2

.

On a donc :lim
𝑥→0

𝑓 ′(𝑥) = −1
2

.

Rédaction 1 : On a donc :
— 𝑓 est continue sur ℝ d’après Q2.,
— 𝑓 est dérivable sur ℝ⋆,

— lim
𝑥→0

𝑓 ′(𝑥) existe et vaut −1
2

.

Ainsi, par le théorème de prolongement 𝒞1, la fonction 𝑓 est 𝒞1 en 0 et 𝑓 ′(0) = −1
2

.

Rédaction 2 : Par Q3., on a 𝑓(𝑥) =
𝑥→0

1 − 𝑥
2

+ 𝑜(𝑥). Ainsi, la fonction 𝑓 est dérivable en 0 et de
plus 𝑓 ′(0) = −1/2.
De plus, lim

𝑥→0
𝑓 ′(𝑥) = −1

2
= 𝑓 ′(0). Donc la fonction 𝑓 ′ est continue en 0.

Finalement, la fonction 𝑓 est 𝒞1 en 0 et 𝑓 ′(0) = −1
2

.

8. Après les mêmes calculs qu’à Q7. en considérant les développements limités d’ordre supérieurs, on
obtient :

𝑓 ′(𝑥) =
𝑥→0

−1
2

+ 𝑥
6

+ o (𝑥2) .

9. La fonction 𝑓 est une primitive de 𝑓 ′ sur ℝ⋆ et d’après Q8., on a :

𝑓 ′(𝑥) =
𝑥→0

−1
2

+ 𝑥
6

+ o (𝑥2) .

Alors, par le théorème de primitivation du développement limité,

𝑓(𝑥) =
𝑥→0

𝑓(0) − 𝑥
2

+ 𝑥2

12
+ o (𝑥3) .

D’après Q2, 𝑓(0) = 1, d’où :

𝑓(𝑥) =
𝑥→0

1 − 𝑥
2

+ 𝑥2

12
+ o (𝑥3) .
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10. Pour 𝑥 ∈ ℝ⋆, on pose ℎ = 𝑥 − ln(3) →
𝑥→ln(3)

0. On a :

𝑓(𝑥) =
𝑥→ln(3)

𝑓(ℎ + ln(3))

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
eℎ+ln(3) − 1

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
eℎ eln(3) − 1

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
3 eℎ − 1

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
3(1 + ℎ + 𝑜(ℎ)) − 1

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
2(1 + 3ℎ

2 + 𝑜(ℎ))

=
ℎ→0

ℎ + ln(3)
2

(1 − 3ℎ
2

+ 𝑜(ℎ))

=
ℎ→0

ln(3)
2

+ 2 − 3 ln(3)
4

ℎ − 3(ln(3) − 1)
4

ℎ2 + 𝑜 (ℎ2)

=
𝑥→ln(3)

ln(3)
2

+ 2 − 3 ln(3)
4

(𝑥 − ln(3)) − 3(ln(3) − 1)
4

(𝑥 − ln(3))2 + 𝑜 ((𝑥 − ln(3))2) .
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