1. On sait que e* = 1+ x4 o(x) donc e —1 ~ x. Par quotient, on obtient :

r— x—0
x x
— ~N - = 1. ) ~ 1.
f(x) et —1 z—=0 x DOH’ f(l') x—0

2. La fonction f est continue sur R* comme résultat d’opérations et compositions sur de telles fonctions.
De plus, d’apres la question précédente, on a :

lim f(z)=1.

z—0

Ainsi, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

z2 23 2t
3. On sait que exmjol+x+?+g+ﬂ+o(:ﬂ4).Ainsi,ona:

T T 1

ex_lx:0x+%2+%3+%+o(x4)x:Ol_i_%_i_%Q_F%i_{_O(xB)

fz) =

P =22 o 3 . lors
osons u(x) 2+6+24+0(x)m:>00 On a alors

1
20 1+ u(x)

= 1—u(x) +u(z)? —u(x)® + o (u(x)?)

z—0
T $2 a;3 3 a;2 a:3 3 a:3 3 3
Izol—(2+6—1-244—0(1'))—1—(4—1-6+0(m))—(8+0(m)>+0(x)
2
_ 1T, ¥ 3
f@) S - gt tel):

4. Par la question précédente, on en déduit que f admet un développement limité & I'ordre 1 en 0

(donné par f(x) = 1— g + o(z)). Donc ‘la fonction f est dérivable en 0. ‘
T—

rien ne garantit a priori que f est €' ni méme a fortiori €2 en 0. ‘

Cependant,

5. D’apres Q3., on a
f@) =12+ T o)
Yo T2 T2 oW

x
Donc la courbe €y admet une tangente en 0 d’équation y =1 — 5

De plus,
2

(1) 2, >0

Ainsi, | au voisinage de 0, la courbe €', est au-dessus de sa tangente en 0.
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6. | La fonction f est dérivable sur R* | comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur

ne s’annule pas. On a :

. , ~ (I—z)e”—1
Vo € R*, f(x)_—(em—l)Q .
7. Ona: )
_ T __ - _ 2 T _ 1\2 2
(1—x)(e* —1) =, +o0(z?) et (e® —1) o~
Ainsi : (1 2)( 0 . .
, B —x)(e* — _ 1 o1
f (x) <€3C — 1)2 a::O 2 + 0(1) z—=0 2
On a donc :lim f'(z) = —1.
z—0 2

Rédaction 1 : On a donc :

— f est continue sur R d’apres Q2.,
— f est dérivable sur R*,

1
— lim f’(z) existe et vaut ——.
z—0 2

1
Ainsi, par le théoréme de prolongement €1, |la fonction fest €' en 0 et f/(0) = —5
Rédaction 2 : Par Q3., on a f(z) = 1— g + o(x). Ainsi, la fonction f est dérivable en 0 et de
T—r
plus f/(0) = —1/2.

De plus, liH(l] fl(x) = -5 = f7(0). Donc la fonction f” est continue en 0.
T—
1
Finalement, |la fonction fest €1 en 0 et f/(0) = st

8. Apres les mémes calculs qu’a Q7. en considérant les développements limités d’ordre supérieurs, on
obtient :

1
——+ 2 4o(a?).

I'@ 5,73+ 5

9. La fonction f est une primitive de f” sur R* et d’apres Q8., on a :

f@) = =5+ +ol?).

Alors, par le théoréme de primitivation du développement limité,

@) = O -4 4o
L) 5o 2 "1 W
D’apres Q2, f(0) =1, d’ou :
2
_ 4T 3
(@) Sl -3t tel@)
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10. Pour z € R, onpose h=2—1In(3) — 0.Ona:
z—1In(3)

f@)] = f(h+In(3))

z—In(3)
h + 1n(3)
"o G 1
~ h+In(3)
h—0 eheln() —1
~ h+In(3)
h—0 3eh —1
B h +1n(3)
h—-0 3(1+h+o(h)) —1
B h + 1n(3)
n=0 2(1+ % + o(h)

_ h +1n(3) (1—3h+0(h)>

h—0 2 2
In(3) 2—3In(3) 3(In(3) — 1)
R T S S O
~ In(3)  2-3In(3) 3(In(3) — 1) , } ,
o3 2 T (@ =I(3) = == (z—In(3))* + o ((z —In(3))%) .
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