Espaces vectoriels

Feuille d’exercices n°23

I/ Espaces vectoriels

Exercice 1 : Déterminer si R?, muni des lois internes et externes suivantes, est ou n’est pas un
R-espace vectoriel :

1. (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d); Aa,b) = (a, Ab), A € R.
2. (a,b) + (c,d) = (a +¢,b+d); Ma,b) = (A\%a, A\?b), A € R.
3. (a,b) + (¢,d) = (¢,d); AM(a,b) = (Aa, \b), A € R.

Exercice 2 : Soit E = R} x R. On définit sur E :
— laloi @ par (z,y) ® (¢',¢") = (z2",y +v/')
— une loi externe - & coefficients dans R par A(z,y) = (2}, \y).

Vérifier que (E, @, -) est un Rev.

Exercice 3 : R?, muni de la loi + usuelle et de la loi externe définie par A\(z,y) = (\z,0) est-il un
Rev?

Exercice 4 : On note :
— F={(z;y;2) eR®/z+y—2z=0}.
— G={(a—b;a+b;a—3b) / (a;b) € R?}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer F N G.
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Exercice 5 : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels pour

les lois usuelles.

10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

O -

{feFR,R)| f(1) =0}

{f € FR,R)| f(0) =1}

{(z,y) ER? |[z+ay+1>0}

{(z,y,2) € R®/x +y = 0}.

{(xa Y, Z) € Rg/xy = O}'

{(z,y,2,t) €RY/x =0,y = z}.

{(z,y,2) € R3/xz =1}.

{(z,y) € R?/z? + zy > 0}

L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] véri-

fiant / sin(z) f(z)dx = 0.

L’ensemble des polynémes ne comportant pas de

terme de degré 7.

L’ensemble des fonctions paires sur R.

{f eR*/3(A,p) €R*,Vz €R, f(x) = Acos(z—¢p)}.

L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], conti-

nues, positives ou nulles.

L’ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant
lim f(z)=0.

T—+00o

L’ensemble des solutions (z,, x4, T4

22, —xy+x3 =
T, — 4z, + 7253 =

T, + 3z, — 63 =

du systeme :

'OOOV

L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] véri-
fiant f(1/2) =0.

L’ensemble R} pour les opérations x @ y = xy et
Axz=z* (AER).

L’ensemble des fonctions impaires sur R.

19.

20.

2L,

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.
33.

34.

L’ensemble des fonctions sur [a, b] continues, véri-

b
fiant f(a) = 7f(b) +/ 3 f(t) dt.
L’ensemble des fonctions sur R qui sont nulle en 1

ou nulle en 4.

L’ensemble des fonctions sur R qui peuvent s’écrire
comme somme d’une fonction nulle en 1 et d’une
fonction nulle en 4.

L’ensemble des polyndémes de degré exactement n.
L’ensemble des fonctions de classe €2 vérifiant

f7+wif=0.
L’ensemble des primitives de la fonction ze® sur
R.

L’ensemble des nombres complexes d’argument
w/4+ kr, (k € Z).

L’ensemble des points (z,y) de R2, vérifiant
sin(z + y) = 0.

L’ensemble des vecteurs (z,y, 2) de R® orthogo-
naux au vecteur (—1, 3, —2).

{(z,y,2) ER3/z+y+2=0et 22 —y+ 32 =0}.
L’ensemble des fonctions de classe ¢!
L’ensemble des fonctions monotones
L’ensemble des f telles
dz €R, f(x) =0

L’ensemble des fonctions nulles sur [0,1]

fonctions que

L’ensemble des fonctions périodiques de période T
(T fixé).
L’ensemble des fonctions ayant une limite dans R
en +oo.

.

II/ Somme directe

Exercice 6 : Soient C l'’ensemble des suites réelles convergentes, C, ’ensemble des suites réelles
convergeant vers 0, et D I’ensemble des suites réelles constantes.
1.
2.

Montrer que C, C, et D sont des sev de RY.
Montrer que C = C, @ D.

Exercice 7 : On note :
— F={(z,y,2t) € R*, x — 2y = 0}.
o G = {(x’y727t) (S R4,ﬂ}+22+3t20}

Montrer que F et G sont des sev de R*. Sont-ils supplémentaires ?
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Exercice 8 : Soit E ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 sur R.

On note :

. F:{(_“b 26‘_+b> eE/(a;b)eRQ}.
a 3a+b .
— Gz{(_b —2a+b> eE/(a,b)eR2}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de E.
2. Montrer que E =F & G.

Exercice 9 : Soit E un K-ev, F, G deux sev de E, et H un supplémentaire de F N G dans G.

Montrer que F + G = F @ H.

Exercice 10 : Soit n € N (n > 2). On pose e = (1,1,--,1) € C", et F = Ce.

On définit G = {(2’1,22,'",%) eC/ Y z = 0},
k=1

Montrer que F & G = C".

Correction : Montrons que F @& G = C", i.e.

— F est un sous-espace vectoriel de C"; — FnG={0};
— G est un sous-espace vectoriel de C™; — F4+G=C"

Pour F + G =C"
— F et G sont clairement des sev des C".
— F+ G C C" : immédiat
— FNG={0}: tout x de F N G s'écrit (\,\,+,A) avec nA =0 < X =0. Donc z = 0.
— C" C F+ G : Soit u = (ay,ay,a,) € C™
ANALYSE Supposons qu'il existe x € F et y € G tels que u = x + y.

Ona:
— x € F donc il existe A € C tel que z = de = (A, A, -+, A).

n
— y € Gdonc y = (21,29, ,2,) avec sz =0
k=1

)\+21:a1 1 n
A2, =a S A==> a
u=x +y donc < 2772 Do n; g

Vke[l,n],z =a,—A

A4z, =a,

1 n
Onaz = le avec A = — E ap et y=(a; — A\,ay — A\, -+, a4, — A).
n
k=1
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Soit u = (ay, aq,--a,) € C™.

1 n
T = \e avec A\ = — ay,
eyt

y=(a; — A ay— A -,a, —A)
On a bien :
— x €F.
— yeG.
En effet, Z(ak —A) = (Z ak> —nA = 0.
k=1 k=1

— u=z+y:Eneffet, z+y= AN\, A)+(a; — A ag— A, ,a, — )

= (a17a27"'an) = u.
Conclusion : u € F + G donc C" C F 4+ G puis C" C F & G.

Exercice 11 : Soit G = {P € R;[X] /X(X + 1)?|P}.

1. Montrer que G est un sous espace vectoriel de R;[X].

Aide : On écrira G sous la forme vect (P, Py, P3) avec Py, Py et P3 trois polyndmes de R5[X] & déterminer.

2. Montrer que R;[X] = G & Ry[X].

Exercice 12 : On note :

— F={fe¢ (R;R) / f(0) = f'(0) = 0}.
— G={z+—ax+b/ (a;b) € R?}.

Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels supplémentaires de ¢ (R;R).

Exercice 13 : Soit E = D?(R,R).

On note :
— G={f€E, f"=2f +5f=0}.
— H={f€E, £(0) = /'(0) = 0}.

1. Vérifier que G et H sont des sev de E.
2. Sans calcul, justifier que G et H sont en somme directe (dans E).
3. Prouver que G et H sont des sev supplémentaires de E.

Exercice 14 : Dans E = .#,,(K), on consideére :

— F le sous-ensemble de E composé des matrices de trace nulle.
— G ={)AI,, /X € K} celui des matrices scalaires.

Montrer que F, G sont des sous-espaces vectoriels de E, et que E =F & G.
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Exercice 15 : Soient n € N*, a € Ret E = R, [X].

1. Justifier que F = {P € E /P(a) = 0} est un sev. de E.
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

ITI/ Applications linéaires

Exercice 16 : En admettant que les applications suivantes sont linéaires, déterminer leur noyau et

leur image.
1. f: RX] — R[X] 4. 5: M, (R) — A, (R)
P — XP M — M-—MT
2.g: € — € 5 k: RN — RN
(‘Taya Z) — (%-Z,y—i-Z) (un>n€[N — (’l,LnJrl —2un)n€N
3. h: [R2 — [R2
(z,y) +— (z—y,—22+2y)

Exercice 17 : Soit E un K-ev et f,g € Z(E). On suppose que f et g commutent (fog = go f).

Démontrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exercice 18 : Soit E un K-ev et f,g € Z(E). On suppose que f et g commutent (fog = go f).
Démontrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exercice 19 : Soit u un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.

Montrer que pour tout entier k, on a ker u* C ker u**1 et Imu**! C ImuF.

Exercice 20 (Image, noyau) : Soient E, F, G trois espaces vectoriels, u € Z(E,F) et v € Z(F, G).

1. Montrer que :

(a) ker (vou) =u!(kerv). (c) Im (vou) =v(Imu).
(b) ker (u) C ker (vou). (d) Im (veu) C Imw.

2. En déduire que si u est un endomorphisme de E, alors
ker (u) C ker (u?) et Im (u?)C Imu.

3. Prouver que ker (u) = ker (u?) <= ker (u) NIm (u) = {0y}
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Exercice 21 : Soit f € £(E).

Montrer que ker (f) NIm(f) = f(ker (f?)).

Correction : Pour montrer I'égalité ker f N Im f = f(ker f?), nous montrons la double inclusion.
Soit y € ker f N1Im f, alors f(y) = 0 et il existe x tel que y = f(x).

De plus f2(z) = f(f(z)) = f(y) = 0 donc z € ker f2.

Comme y = f(x) alors y € f(ker f2). Donc ker f NIm f C f(ker f?).

Pour I'autre inclusion, nous avons déja que f(ker f?) C f(E) = Im f. De plus f(ker f2) C ker f, car si
y € f(ker f2) il existe = € ker f? tel que y = f(z), et f2(x) = 0 implique f(y) = 0 donc y € ker f.

Par conséquent f(ker f2) C ker f N Im f.

Exercice 22 : Préciser si .Z est injective.
1. f: R? — R?
(@59) = (z+y;2c—y)

2. ¥ R3 — [R2

(l‘,y,Z) i <$+y—2,2$—y+2>
3. £ R3 — [R*

(r,y,2) +— (z4+y+z,x4+y—z,x—y+2z,—x+y+2)
4. &£ : R4 — R?

(z,y,2,t) +— (x4+2y+3z+4t,—z—y+ 2)

Exercice 23 : Déterminer les noyaux, images, et déduire éventuellement l'injectivité et la surjectivité
des applications suivantes :

1. D: €Y (I;R) — ¥°(I;R) 2.P: ¢°(;R) — ¢'(;R) ,acl
foo= N /f £) dt

Exercice 24 : Montrer que I'application suivante est un automorphisme et expliciter son automor-
phisme réciproque

V) R3 — R3

(z,y,2) +— (z+4z,24+y— 22y + 2).
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Exercice 25 : Soit E les Rev des applications f de classe €°° sur R, et D : E

LIS
fo—=
1. Vérifier que D € Z(E).

2. Déterminer ker (D) et Im (D).

3. A-t-on E =ker (D) ®Im (D) ?

Exercice 26 :

1. Montrer que pour tous polynémes P, Q, tout endomorphisme u et tout scalaire \ :
(a) (AP +Q)(u) = AP(u) + Q(u)
(b) (P-Q)(u) =P(u) e Q(u)
(c) Deux polynémes en le méme endomorphisme u commutent.

2. Soient P € K[X] et u € Z(E).

On dit que P est annulateur de u si P(u) est 'endomorphisme nul :

Montrer que ’ensemble des polynémes annulateurs de u est un sous-espace vectoriel de K[X], et
que si P € K[X] est annulateur de u, alors tout multiple de P l’est également.
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