Semaines 20 et 21 ]. Kholle n°11

Polynomes et analyse asymptotique |
P
Question de cours : Si ay, ..., a, sont des racines distinctes de P alors H (X — @) divise P. (on admettra
k=1

I'initialisation)

Exercice 1 : Déterminer le DL;(0) de : (1 + x)*.

1
Correction : (1 +z)* =1+22 — 5 x3 + g:ﬁ - %xf’ + o(z?).

Exercice 2 : Déterminer les limites suivantes :

1. linq (21‘2 — 3z + 1) tan 7z. 2. lir% (2% 4+ 3% — 12)”61“%_
L7

z—1
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Semaines 20 et 21 ]. Kholle n°11

Correction :

1
1. On posex=§+h.

2h? — h —h 1
tanTh mh

(222 — 3z + 1) tan7x = —

1
lim (222 — 3z + 1) tan 7z = =
T3 ™

2. On pose x =2+ h.

(2° + 3% — 12)tan% — ptan TFIn(2°+3%—12) _ tan(F+7)In(4x2"+9x3"~12)

In(1+4x(2"=1)+9x (3" —1))

wh
—e —tanT
Et,
In(1+4x2"=1)+9x3"—1)) 4x(2"—1)+9x(B"—1) 4x(e"2—1)49x (e""3 1)
—tan”Th —Z—h —Z—h
4hIn2+9hIn3 4In2+9In3
~ _ﬂ ~ _% .
4

Donc lin% (27 + 3 —12) T = (24 x 39)~7 |
T—

Exercice 3 :

1. Déterminer un polynoéme de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + v/3.
2. Soit P = X* + 4X3 + 5X2 + 3X 4 2. Calculer P(2 + v/3).
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Polynomes et analyse asymptotique |

Question de cours : Théoréeme de décomposition en produit de facteurs irréductibles réels i.e. connaitre la forme
factorisée d'un polynéme sur R[X] et C[X].

h xT
Exercice 2 : Déterminer lim ci(a:) .
z—+oo \ 1 + sh (l‘)

= sha

x
h (x) h (z)—sh (z)-1 e—T_
Correction : ( i () ) — Tty — (IR o1

1+ sh(z)
2% —1 2% —1 —43
In|1 ~ ~ 0.
“( +1—|—sh(a:)> o) A

2. (i)

Exercice 3 : Soit P = X" et Q = X —3X2% 4+ 3X — 1.

Trouver le reste dans la division euclidienne de P par Q.
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Polynomes et analyse asymptotique |

Question de cours : Lien entre continuité, dérivabilité et développements limités. Contre-exemple a citer au-dela.

In(1
Exercice 1 : Déterminer le DL5(0) de : In M
x
Correction : In mltz) —lx + 3952 - 1:33 + o(x3).

Exercice 2 : Rechercher si la courbe suivante admet une asymptote en +oo et déterminer la

position s’il y a lieu :
y=+z(x+1).

Correction + 1 1
ion: y=z+ - — —.
y 2 8z

Exercice 3 : Factoriser dans R le polyndéme X6 + 3X* + 3X? + 1.

Correction : X% +3X* +3X2 +1 = (X2 +1)3.
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Polynomes et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréeme de Taylor-Young.

Exercice 1 : Déterminer le DL (0) de : 1

. arctan (x) 1 13 251
Correction : In———" — _— 2 4 = 44
orrection n o 3 x° + 90 x 9835

t
, arctan (CC)
x

———a%+o0

(z7).

m __ esinm
Exercice 2 : Déterminer lim
x—0 1’3

et — esin:v 1
Correction : lim ——— = —.
x—0 x3 6

Exercice 3 : Factoriser X2 — 2X" cosnf + 1.
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Polynomes et analyse asymptotique |

Question de cours : Enoncer le lemme (admis ici) sur I'intégration d’un petit o et démontrer le théoréme de
primitivation des DL.

Exercice 1 : Déterminer le DL (0) de : tan?(x).

2 17
Correction : tan?(z) = z2 + 3 zt + T z% + o(z7).

. v +1
Exercice 2 : Déterminer les asymptotes en +00 et en —oo a la courbe d’équation y = — 1
x J—

Préciser les positions relatives par rapport a ces asymptotes.

. vz +1 3 1
Correction: — =z +1+—+ o —
z—1 2  x—o+oo \ T

A:y=x+ 1 est asymptote a la € au voisinage de oo et € est située au-dessus de A.

Va2 +1 3 ( 1 )
—=—=zz—-1——+ o —
r—1 2r  zo—oco \ X
A’ :y=—x — 1 est asymptote a la Cy au voisinage de —oo et C est située au-dessus de A

Exercice 3 : On considére le polynéme P = X5 + X* + 2X3 + X2 + X.
1. Vérifier que P admet une racine imaginaire pure.
2. Factoriser P dans C[X] puis dans R[X].
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Correction : P = X(X —i)(X +4)(X — j)(X — 52)

P=XXZ+1)(X2+X+1)
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Polynomes et analyse asymptotique |

Question de cours : Lien entre continuité, dérivabilité et développements limités. Contre-exemple a citer au-dela.

x
Exercice 1 : Déterminer le DL;(0) de : ——.
sin x
x 1 7
C tion: — =1+ -2+ —2* 5).
orrection : — — +6x +360x + o(z?)

Exercice 2 : Rechercher si la courbe suivante admet une asymptote en +o0o et déterminer la
position s’il y a lieu :

1
y=Vz2—xzexp <7>
z+1

Correctio +1 9
rrection : y=z + - — —.
Y 2 8z

Exercice 3 : On considére le polynéme P = X" — (n + 1)X + n.

Quelle est I'ordre de multiplicité de la racine 1 dans P ?
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Polynomes et analyse asymptotique

Question de cours : « est une racine de P de multiplicité m si
P(a) =P'(a) =P’ (a) = = P(m_D(a) =0et P<m)(a) +0.

et

seulement  si

Exercice 1 : Déterminer le DLg(0) de : (cos(z))” .

_ _1)2
Correction : (cos(x))? =1 — P2 pBp—2) , p[I5(p—1)*+1]

6 6
5 YR = x® + o(xf).

Exercice 2 : Soit f: RT — R
x > (" +2x)%

f est-elle prolongeable par continuité ?

In(e®+2x)
= e x

8=

Correction : f(z) = (e” + 2z)

In(e® +2z) x+In(l+2ze®) L In(1+ 2ze™ ")
% N % B % '
] In(1+42ze™®) 2ze ™

~ ~2e" = 2.
2 a8

o

Donc lim f(z) = €3.
z—0

f est prolongeable par continuité en 0, et on pose f(O) =e3.

Exercice 3 : a,b, c sont les racines dans C de X3 — X2 +4X — 1.

Calculer a3b + a3c + b2a + b3c + c2a + 3b.
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Semaines 20 et 21 7 Khoélle n°11

Correction : Onaog; =1,0,=4, et o3 =1
(a® 4+ b2 + c?)(ab + ac + be) = [a®b + a3c + b3a + b3c + c2a + ¢3b] + (a®bc + abc + abc?).

Donc [a3b + a®c + b3a + b3c + c3a + c3b] = (02 — 204)0y — 0105 = —29.
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Polynomes et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de Taylor pour les polyndmes.

Exercice 1 : Déterminer le DL, (0) de e (®) — esin(),

. . 1 1
Correction : 21510 (2) _ gsin(@) — §x3 + §x4 +o(z4).

, 1
Exercice 2 : Etudier 'asymptote oblique de la courbe de f : x — (z — 3)% In cos .

Préciser les positions relatives de la courbe avec cette asymptote.

400 et au-dessus au voisinage de —oo.

1 1 9 163 1
L (a3 L J_ it
Correction : (z — 3)°Incos o 5% 4 5~ 122 ol 22 (1:)
1 9 . - o .
A:y= 5% + 3 est asymptote a la € au voisinage de -00. € est située en dessous de A au voisinage de

Exercice 3 : Soit n € N* et P le polyndéme défini par la relation (X + 1)?" — 1 = XP.

1. Déterminer I'expression développée de P.
2. Déterminer I'expression factorisée de P.
2n—1 n—1 k
i

k
3. En déduire la valeur de H sin - puis de H sin —.
= 2n ] 2n
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Polynomes et analyse asymptotique |

Question de cours : Développement asymptotique de la série harmonique a I'ordre 0.

xr
Exercice 1 : Donner un développements limité en 0 a l'ordre 10 de x / cos(t?)dt.
0

Exercice 2 : 1. Calculer ¢ = lim (hq(;v—i—l)) .
x—+00 Inx
In(z+1

2. Donner un équivalent de ( I )) — ¢ lorsque x — +00.
nx
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Correction :
1 1 1 1
In(z + 1) zln(x X (1—}——)) =Ilnz +1In (1—1——) zlnm—i———i—o(—)
T T T T
Donc
In(z + 1) 1 ( 1 )
—_— = — 4o — .
Inz zlnx zlnx
Ainsi

Inx

ey

(i)
© zlnx
1 1
= (2 (o +o (7))
zlnzx zlnzx
R (L))
Inz © Inz
1 1
()
nx Inx

Il

@
]
o]
8
—
B

—
—
+

8

=3

8

On en déduit immédiatement que

i (D)

T—+00 Inz

In(z +1)\* q 1
Inz o400 Inx’

et que lorsque * — +00

r+y+z2=0
Exercice 3 : Résoudre < xy + zz +yz = —2

zyz = —1

Correction : z,y, z sont les racines de X3 —2X +1= (X —1)(X?> + X —1).

e e
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