Dimension finie Feuille d’exercices n°24

Dimension finie

I/ Familles libres, liées. Bases

Exercice 1 : Soient u = (1;2;3), v=(0;1;2) et w=(0;0;1).
1. Montrer que (u;v;w) est libre.
2. Trouver la décomposition de (5,6, 7) comme combinaison linéaire de u, v, w.

Correction : (5;6;7) = bu — 4w.

Exercice 2 : Dans le R-ev R2, on considére v; = (1;2), vy = (3;1) et v3 = (—5;0).

Montrer que vect (vq,v5) = vect (vy, vy, v3).

Correction : |l suffit de montrer que v5 € vect (vy,v,) ce qui est fait en remarquant que vy = v; — 2v,.

Exercice 3 (Classiques) :
1. La famille ((5,—2,—3), (4,1,—3), (—2,—7,3)) est-elle libre dans R? ?
2. Soient P; =X —1et P, =X2—1.

Montrer que (P, P,) est une famille libre de R[X].
3. Soient (uy,)pens (Vn)nens (Wy )nen les suites réelles définies par :

vVneN, u, =2" v, =3" w, =4" 9
Montrer que la famille ((un)neN, (Vp ) mens (wn)neN> est libre dans RY. ('=D
4. Dans un R-ev & préciser, montrer que la famille (z > e” ;2 > €** ;x> €37) est libre. 0,
=)
=]
=
Exercice 4 : La famille A engendre-t-elle ’espace vectoriel E ? ('ED.
1. A=((1,1) et E=R?
2. A=((1,1)) et E= {(2,y) € R*,z —y =0}
3. A=((1,1)) et E={(z,y) € R*,z — 2y = 0}
4. A =((1,1),(1,—-1)) et E = R?
5. A= ((17 1)7 (17 _1>7 (1?0» et B = R?
6. A=((1,0,1),(0,1,1)) et E = {(z,y,2) ER*,z +y— 2z =0}
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Exercice 5 : Soit E = {(z,y,2) € R3,3(, 8) € R?,z =20 — 58,y = —a + 36,2 = 75}.

Montrer que E est un sev de R3, et que tout élément de E est combinaison linéaire de deux éléments
qu’on déterminera.

2 -5
Correction : Par définition de E, il est assez clair que E = vect —-11,] 3
0 7

Exercice 6 : Dans le R-ev R,[X], on considére le sev F = {P € R,[X] /P(1) = P(—1) = 0.}.

Montrer que F est une droite vectorielle engendrée par un polynome P, que I'on déterminera.

Correction : |l est clair que P, = (X 4+ 1)(X — 1) € F donc vect (P,) C F.
Montrons I'inclusion réciproque en prenant P quelconque dans F.

Comme P est de degré au plus 2 et admet deux racines distinctes, il existe une constante A € R telle que
P=AXX—-1)(X+1)= AP, € vect (P,) et F C vect (P).

Par double inclusion, on a le résultat.

Exercice 7 : Dans R, on pose z; = (—1,1,1), 25 = (1,—1,1) et x5 = (1,1, -1).

Démontrer que (7, Ty, 73) est une base de R3.

Correction : Soient trois réels a, b et c¢ tels que :

a(—1,1,1) +b(1,-1,1) + ¢(1,1,-1) =0 <= (—a+b+c,a—b+c,a+b—c) =0

—a+b+c=0 a=0
— <<a—b+c=0 = <b=0
a+b—c=0 c=0

La famille (z, x4, z4) est donc libre.

Montrons qu’elle est génératrice :
— Méthode 1 Soit (A, B, C) € R3.
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a(=1,1,1) + b(1,—1,1) + ¢(1,1,—1) = (A,B,C) <= (—a+b+c,a—b+c,a+b—c) = (A,B,C)

—a+b+c=A
< <a—b+c=B
at+b—c=C

Donc tout vecteur (A, B, C) € R? s'écrit comme combinaison linéaire de (21, zo, 73).

La famille (z, x4, x4) est donc génératrice.

Finalement, libre et génératrice de R3, (21,24, 75) en est une base.

B+C

a:T
b—A+C
2
A+B

B= ——
2

— Méthode 2 Comme (z,,z,,23) est libre et compte trois vecteurs en dimension 3, la famille

(71,5, 23) est une base de R3.

Exercice 8 : Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose P, = X*(X — 1)"*.

Montrer que (Py,P,,-+,P,,) est une base de R, [X].

Correction :

n
— Supposons que Z AP =0.
k=0

AoX | Py = (X-=1)" = (=1)"+
Mx | Pp= XX-1)1 = (=)™ 11X+
X | Pyp= X2X-1)"2 = (—1)"X2+

— Dot (=1)" g+ =0
Par identification, en déduit que A\, = 0.

— Il reste Z)\kPk =0, ie (=) INX+--=0.
k=1

Par identification, en déduit que A\; = 0.

On itére ou on fait une récurrence, et on obtient : \j = A =-- =), =0.

La famille (P,,P,,--,P,,) est libre.
— Cette famille libre compte n + 1 vecteurs en dimension n + 1.

Donc (P, P;,---,P,,) est une base de R, [X].

Remarque : On pourrait parler ici d'une famille échelonnée par les valuations.
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II/ Dimension d’un espace vectoriel

Exercice 9 : Montrer que ((0;1;1);(1;0;1);(1;1;0)) est une base de R3.

Exercice 10 : Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivant :

1. E; ={(z;y;2) €R®/ —z+3y+2=0}.

2. Ez_{<“ Z) 6.///2([R)/a+d—0}.

3. 8. (R).

Exercice 11 : Dans R* on considére l'ensemble E des vecteurs (z,,y,23,2,) vérifiant
xl +I2+$3+.’E4:0

L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base.

Correction :
1. On vérifie les propriétés qui font de E un sous-espace vectoriel de R* :

(a) I'origine (0,0,0,0) est dans E,

(b)ysi v = (xy,29,23,24) € E e oV = (z7,25,25,2z;) € E alors
v+ = (z; + 2], 29 + 5,23 + 25,24 + ) a des coordonnées qui vérifient |'équa-
tion et donc v + v’ € E.

(c) siv=(x,29,25,24) € E et A\ € R alors les coordonnées de X - v = (Azy, Axy, Axg, Azy)
vérifient |'équation et donc A - v € E.

2. I faut trouver une famille libre de vecteurs qui engendrent E.

Comme E est dans R*, il y aura moins de 4 vecteurs dans cette famille. On prend un vecteur de E
(au hasard), par exemple v; = (1,—1,0,0).

Il est bien clair que v; n'engendre pas tout E, on cherche donc un vecteur v, linéairement indé-
pendant de v;, prenons v, = (1,0,—1,0). Alors {v;,v,} n'engendrent pas tout E; par exemple
vy = (1,0,0,—1) est dans E mais n'est pas engendré par v; et v,.

Montrons que (v, vy, v3) est une base de E.
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(a) (vy,vq,v5) est une famille libre. En effet soient o, 5,7 € R tels que awv; + Bv, + yv3 = 0.
Nous obtenons donc :

OZ'UI +6’U2 +'Y'U3 = 0

1 1 1 0

N —1 +8 0 by 01_10

0 —1 0 0

0 0 —1 0
a+pB+vy =0
N —a =0
-8 0
— —

Donc la famille est libre.
(b) Montrons que la famille est génératrice : soit v = (z,, 24, z5,2,) € E.

[l faut écrire v comme combinaison linéaire de v;, vy, v5. On peut résoudre un systeme comme
ci-dessus (mais avec second membre) en cherchant «, 3, tels que av, + fvy + yv5 = v.

On obtient que v = —z4v; — z3v5 — x4v, (on utilise z; + x4 + x5 + x4, = 0).

Bien siir, vous pouvez choisir d'autres vecteurs de base (la seule chose qui reste indépendante des
choix est le nombre de vecteurs dans une base : ici 3).

4

Exercice 12 (Polynémes factoriels ou de Hilbert) : On considére les polynomes suivants :

o, = X(X—16)(X—2).

X(X —1)

1. Montrer que la famille (P,, P, P,,P3) est une base de K;[X].
2. Décomposer X? dans cette base.
3. Soit P € K5[X]. On pose :

ay =P(0),a; =P(1) — P(0), s = P(2) —2P(1) + P(0), a3 = P(3) — 3P(2) + 3P(1) — P(0)
et Q = ayPy+ ;P + ayPy + a3Ps.

Calculer Q(k) pour k € [0;3]. Que peut-on en déduire ?
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Correction :
1. On sait que dim K4[X] =4 et on a deg (P,,) = k pour tout k € [0; 3].

On a donc une famille échelonnée en degré de 4 polyndmes de K4[X], donc (P, P;, Py, P3) est une

base de K3[X].
2. On sait qu'il existe ag, a,, ay et a; € K tels que X® = a,Py + a; Py + a;,Py + a5Ps.
X2 -X X3 —3X?% +2X
Or, P, = et Py = 5 + , donc

X3:a0+a1X+%(X2—X)+%3(X3—3X2~|—2X)
_ )y (TG G
ao"‘(% 5 T % s + 5 X5

Deux polynémes étant égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients, on a :

aO = 0 ao - 0
6a, — 3a, + 2a, =0 a; =
:aOP0+a1P1+a2P2+a3P3<=> . 22_(1;:0 = a;:G
a3 = 6 a3 = 6
En conclusion, X3 = 0P, + P, + 6P, + 6P;.
3. Le calcul donne :
Q(0) = aPy(0) + a; P1(0) + ayPy(0) + a3P5(0) = P(0).
Q(1) = aPy(1) + a; Py (1) + ayPy(1) + a3P5(1) = ap + a3 = P(1).
Q(2) = ag + 24 + ay = P(0) +2P(1) — 2P(0) + P( ) —2P(1) + P(0) = P(2).
Q(3) = ay +3a; +3ay + ag

= P(0) + 3P(1) — 3P(0) + 3P(2) — 6P(1) 4+ 3P(0) + P(3) — 3P(2) + 3P(1) — P(0)
= P(3).
Donc Q(k) = P(k) pour k € [0;3].
Les deux polynémes étant de degré au plus 3 et coincidant en 4 points distincts, ils sont égaux.
Donc P = a,Py + 1P, + ayPy 4 a3Ps5.
En d’autre termes, (o, a;, g, 3) sont les coordonnées de P dans la base (P, P, P,,P3).

Un peu d’histoire : Soit k > 1 un entier. On définit le k-iéme polynéme de Hilbert par

X(X —1) (X —k+1)
Kl '

On définit également Hy = 1.

En généralisant (beaucoup) le résultat de I'exercice, on montre que pour tout polynéme P de degré d a
valeurs entiéres i.e. vérifiant P(Z) C Z il existe des entiers my, ..m, tels que :

Dimension finie

Ce résultat montre en particulier que si P est de degré d et vérifie P(Z) C Z, alors les dénominateurs de
ses coefficients sont tous des diviseurs de d!.
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Exercice 13 : Redémontrer le théoreme de Taylor pour les polynémes.

ITI/ sous-espaces

Exercice 14 : Calculer le rang de chaque famille de vecteurs de R™.
1.z, =(1,1,1,1), z, = (0,1,2,—-1), 3 = (1,0,—2,3), z, = (2,1,0,—1).
2. z; =(1,0,1,0), zy = (2,1,0,1), zg = (0,2,—1,1), z, = (3,—1,2,0).
3. ; =(2,3,5), 5 = (—1,2,-3), x5 = (4,-3,8), z, = (—4,17,—10).
4. z; =(2,-3,4), z5 = (3,1,5), zg = (—1,0,1), z, = (0,2,4).

Correction :

1. Soient a, b, ¢, d € R tels que az| + bxy + cx5 + dxy = 0.
Onaa(1,1,1,1) + 5(0,1,2,—1) +¢(1,0,—2,3) + d(2,1,0,—1) = 0.

a+0b+c+2d=0

a+b+0c+d=0 b=0
Donc, et alors

a+2b—2c+0d =0 c=20

a—b+3c—d=0 d=20

La famille (x, x4, x5, 2,) est libre.
Donc son rang est égal au nombre de ses vecteurs :

rg (1'1,1’2,1‘3,1‘4) =4

Remarque : (x,,,,75,7,) est une base de R%.
2. Soient a, b, ¢, d € R tels que ax; + bzy + crg + dx, = 0.

a+2b+0c+3d=0
b+2c—d=
Donc Oaso+2c 0 et <b=-—d
a+0b—c+2d=0 P
Cc =

0Oa+b+c+0d=0

On a (par exemple) —x; — 29 + 23 + 4, = 0 donc zy, = x; + x5 — x5 et

vect (1, Ty, T3, Ty) = vect (T, Ty, T3).
Donc, rg (x, Xy, T3, Ty) = 1g (X1, T, T3).

La famille (x, x4, z4) est libre, donc rg (21, x4, x3) = 3 et rg (24, Ty, T3, 24) = 3.
3. rg(zy, %y, %3,%,) = 3.
4. rg(zq,2,,23,%4) = 3.
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Exercice 15 : Dans R?, discuter selon les valeurs du parametre réel a la dimension de vect (u, v, w)
avec u = (a,1,1), v=(1,a,1) et w= (1,1, a).

Exercice 16 : Dans R?*, on consideére les vecteurs u = (0,1,2,3), v= (1,1,1,1), w = (1,1,1,—4), et
Iensemble P = {(z,y,2,t) e R*, z +y+ 2+t =0}

1. Vérifier que P est un sev de R*. Quelle est sa dimension ?

2. Montrer que P + vect (u,v) = R*, mais que P U vect (u,v) # R*.

3. Montrer que P et vect (u,v) ne sont pas supplémentaires dans R*.

4. Montrer que la famille (u,v,w) est libre.

Exercice 17 : On considere pour tout k dans N* les fonctions suivantes :
fr : 0 cos(kf) et g, : 0+ (cos(0))F.

On notera f; = g, la fonction constante égale a 1.
1. Montrer que pour tout n € N, la famille (g, gy, ..., 9g,,) est libre.
2. Montrer que pour tout n € N, la famille (f,, fi,..., f,,) est libre.
3. Utilisation des polynomes de Tchebychev

On admet qu’il existe une suite de polynémes (Tn)neN telle que pour tout n € N, T, est de
degré au plus n et :
vVoeR, T,(cos(d))=cos(nd).

Montrer que pour tout n € N, vect (gg, g1, -, 9p) = vect (fo, f1y s fn)-

Correction :

n
1. Soit n € N. Soient agy, ay, ..., a,, des réels tels que Zakgk =0.0na:
k=0

Vo eR, Zak(cos(H))k = Og.
k=0

n
En notant x = cos(6), on a Zaka}k = O pour tout z € [—1;1].
k=0

n
Cela montre que le polynéme P = E a,X* admet une infinité de racines. Il est donc nul, donc
o k=0
tous ses coefficients sont nuls.

D'ol a;, = 0 pour tout k € [0;n].

La famille (gg, 91, -, g,,) est libre.
2. Pour n € N, on note 2, : « la famille (fy, fs, ..., f,,) est libre ».

& Initialisation :

Pour n = 0, P, est vraie, car f;, n'est pas la fonction nulle.
o Hérédité :
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Soit n € N. On suppose 7,, vraie. Soient ag,a,, ..., a,_ , des réels tels que :
aofo +ayfy + Gy fy + Gy fogr = 0. (XXIIL1)
Comme f; = —k?f,,, en dérivant deux fois (XXIII.1), on obtient :
0%ayfo — 1%ay f — - —na, f, — (n+1)%a, 1 [, = 0. (XXIII.2)
En formant (n + 1)%(XXIIL.1)+(XXIIL.2), on a :
(n+1)%2=0)agfy++ ((n+1)?>—=n?)a,f, =0. (XXIIL.3)

D’aprés 2,,, la famille (fy, f1,--., f,,) est libre, donc tous les coefficients de la combinaison
linéaire (XXIII.3) sont nuls.

Pour tout k € [0;n], ((n+ 1) —k?)a;, = 0, donc a;, = 0. La relation (XXIII.1) devient
a1 fne1 =0. Donca, =0, car f, ., n'est pas la fonction nulle.

Donc pour tout k € [1,n + 1], a; = 0.
On a montré que la famille (fy, f1, ..., f41) est libre.

Donc 7, est vraie.
© On a montré par récurrence que pour tout n € N*, la famille (fy, f1, ..., f,,) est libre.

3. Soit n € N. On note G,, = vect (g, 91, ---59,) €t F,, = vect (fo, f1,-s fr)-

D'apres les questions précédentes, ces deux espaces sont de dimension n + 1. Il suffit de montrer
une inclusion.

Soit n € N. En notant T,, = Zaka, ona:
k=0
n
Vo eR, Zak(cos(e))k = cos(nb).
k=0

n
Ce résultat signifie que Zakgk =f,ie f,€G,.
k=0

Comme la suite des espaces (G;) est croissante pour l'inclusion, on a f, € G, pour tout

keN

ke [0;n]. : >
Donc F,, = vect (fy, f1,---, f,) C G,,. En conclusion, F,, = G,,. ?D
4 S

2,

=)

=)

=

El

®
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