1 _ 1 V14 o—1In(l+2)
m(l+z) 214z 2v/I+zn(l+z)

Par équivalents usuels :

V142 In(l+2) ~, 72,

Tr—

De plus :

1 1
zvV1+z—In(l+x) iox+§x2+o(x2)—(w—§x2+o(ac2)) =22 4o (z?),

donc

rV1l+z—In(l+2z) ~ 22

x—0

Ainsi, par quotient :
1 1

_ ~ 1
1n(1—|—:17> v/ 1+ x =0

ce qui prouve que :

1 1
li — =1.
250 <ln(1+x) x\/l—i—x)

V3sin(z) — 2 cos(z) — 1
3 1
2

La limite de
cos(z) —

2v/3 sin(x) — 3
La limite intéressante a déterminer pour un éleve attentif était lim u
e—%  2cos(x) —1

T
Pour celle-ci, posons z = 3 + h. En utilisant le formulaire de trigonométrie, on a :

2v/3 sin(x) — 3 _ 3(cos(h) — 1) 4+ v/3sin(h)
2cos(z) —1 cos(h) —1 —+/3sin(h)

On constate alors que :

3(cos(h) — 1) + V3sin(h) = V3h +o(h) ~ V3h,

z—0

et de méme :

cos(h) — 1 —/3sin(h) ~ —V/3h.

Par quotient :
3(cos(h) — 1) 4+ v/3sin(h)
cos(h) —1 —+/3sin(h) =0

On en déduit :
. 2V/3sin(z) — 3
lim ———~ ——

=1
a—n/3  2cos(z) —1

U . . g soA . . o
en 3 n’avait aucun intérét puisque la fonction y est définie.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




Etude en 400 : On a :

=Y =Y
\/x1+2\/x2+1+\/15:\}5<<1+i) 12—2(1+%) 12+1>.

1
En posant x = 7 on a
92\ —1/2 1\ -1/2
(1+—) —2<1+ —) F1=(1+2h) 2214+ h) V241
x x
— th +O<h2)
3.2
D’ou :
1 2 1 3

_ +—— o~ -
\/.734-2 \/J,’—l-l \/Eac—H—oo 41‘2\/5
Etude en 0 : Puisque :

li ( 1 2 > 3 et lim L 400
im — = — — = ,
=0\ +2 Vr+1 2 =0 /X

on en déduit :

\/w1+2 B \/:c2+1 -0 (;5) ’

donc
L2 1
Vr+2 Vr+1l x a0z
1
Posons x = 7 On a:
z+2 1 [1+2h
e =3 =i
Or:
1+ 2h 1
=v1+2hx
1+h v1i+h
1 1
:<1+h—2h2+o(h2)>(1—2h+2h2+o(h2)>
_ 1 5.9 2
Ainsi : ) 1
f(x)_ﬁ+§—§h+0(h)v
donc
f($)—x+f—£+ <1>—x++0(1)
N 2 8x x) 2

1
Ainsi, y = x + 3 est une asymptote oblique a la courbe représentative de f.

Comme on a également :

T—+00 8:1;‘ ’

f(x)—(a:—i—;) ~ 2

on en déduit que la courbe est en dessous de son asymptote au voisinage de +o0.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



Puisque f € E, t + e 'f(t) est continue. L’intégrale / e ' f(t) dt est bien définie. Donc
0
x
o(f)(x) = e”/ e tf(t) dt est bien définie.
0

X
Par le théoréme fondamental de Panalyse, x / e tf(t) dt est C1 et sa dérivée est z > e * f(z).
0
Ainsi,

o(f) (@) = o / "ot f(t) di + F(e) = o(f)@) + fla),
0

Par linéarité de intégrale, ¢ est linéaire. On montre par récurrence que ¢(f) € C*(R), donc
v e L(E).
Soit h € Im (¢p).
x

Alors, h(z) = / e* ! f(t) dt, donc h(0) = 0.

Ainsi Tm () C {f € E | £(0) = 0}

Si f(0) =0, alors p(f") = ¢(f) + f (par intégration par parties).

Donc, pour f € E tel que f(0) =0,on a f=o(f — f). Ainsi f € Im (¢).
Par double inclusion : Im (¢) = {f € E| f(0) = 0}.

Soit f € ker(p). Alors ¢(f) = 0, donc ¢(f)" = 0. Or ¢(f) = ©(f) + f, donc f = 0. Donc
ker (¢) = {0}. Ainsi ¢ est injective mais non surjective car Im (¢) # E

Résolvons (Ey) : Ay’ — (A4 1)y = 0. Ses solutions sont :
Sy={z+ Ce™ 3", Ce R}.
Si f € ker (¢ — Aidg), alors ¢o(f) = Af. Donc ¢(f) = Af’.

Or o(f) = (f) + f, donc A\f' —(A+1)f =0. Ainsi f € S,.
Donc ker (¢ — Aidg) C S,.

Si A =0, déja vu : ker (p) = {0}.
SiA#0,et feker(p—ANidg), alors f € S, et f(0) =0 (car ¢(f)(0) =0). Donc f est
nécessairement nulle.

Ainsi ker (¢ — Nidg) = {0}.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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