Chapitre

22 Applications linéaires

Pour comparer des structures mathématiques du méme type, on considere les applications d’un ensemble
dans un autre qui préservent les opérations définies sur ces ensembles :

— Lorsque l'on étudie des ensembles, on s’intéresse aux applications bijectives, qui préservent le
« nombre d’éléments » de I’ensemble.

— En analyse, on étudie les fonctions continues, qui préservent ’opération de limite

— En algebre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la structure d’espace vectoriel,
c’est-a-dire, les applications d’un espace vectoriel dans un autre qui préservent l'addition et la
multiplication par un scalaire : les applications linéaires.

Les applications linéaires sont donc des applications « naturelles » dans les espaces vectoriels, qui
apparaissent dans tous les domaines des mathématiques, et pour lesquels une étude tout a fait générale
et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un peu mieux la puissance de I'algebre linéaire
pour résoudre des problemes de maths trés divers. Ce petit chapitre sera essentiellement constitué de
vocabulaire, les quelques calculs a savoir faire se résumant la plupart du temps a des résolutions de petits
systémes (linéaires, cela va de soi!).
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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que E est un
K-espace vectoriel avec K réduit a R ou C.
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I/ Isomorphismes en dimension finie

Rappel 1 : Dans le contexte général une application f : X — Y est bijective si, et seulement si il
existe g : Y > X une application telle que :

gof:IdX et fog:IdY
Dans ce cas g est unique, noté f~! et appelé inverse de f.

De plus, f~! : Y — X est bijective d’inverse f.

En particulier, on se rappellera, notamment pour la démonstration de la proposition (4) , que :

— Une fonction f qui admet un inverse a gauche i.e. g o f = Idy, est injective.
— Une fonction f qui admet un inverse a droite i.e. fog = Idy, est surjective.

Dis autrement dans un langage de groupe, f est bijective si, et seulement si f est inversible dans

(7 (X5Y) o).

I.1 Groupe linéaire

Rappel 2 : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

— f est un isomorphisme si, et seulement si f est un homomorphisme (d’espaces vectoriels) bijectif.
On note Jsom (E; F) leur ensemble.

— f est un automorphisme de E si, et seulement si f est un endomorphisme bijectif. Leur ensemble
est noté YI(E).

Proposition 1 :
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

feTsom(E;F) << f1ecTsom(F;E).

Vocabulaire : Deux espaces vectoriels sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Preuve : Soit f € .Z (E;F) bijective. L'application f~1 : F - E existe.
Montrons qu’elle est linéaire.
Soient A€ Kety,, y, €F.

Comme f est surjective, on peut poser y; = f(x;) et y, = f(z,) ol (x;;1,) € E2.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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On a alors :
F 1Ay + ) ? fﬁl()‘f(%) + f(zy)) ? f71<f()\$1 + z5))
surj. de f feZ(E;F)
T (fh e iz + zy) T Azy + Ty T Ay + 7 ()
def de o prop. de f~1 f bijective

On en déduit que f~! est bien linéaire.

La réciproque est évidente en considérant f~! d'inverse f.

Exemples 1 :

— K" et 4, 1(K) sont isomorphes avec pour isomorphisme :

(1, y ) ( 31 )

C’est cet isomorphisme qui permet d’identifier K™ et ///ml(IK), de fagon légerement abusive,
mais transparente.

Suites géométriques . .
— @ — R est un isomorphisme.
de raison g # 0

(un>neﬂ\l — Uo

Corollaire 1.1 :
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

1. La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

2. La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme :

VfeIsom(E;F), ge Isom(F;G), foge Isom(E;G) et (fog) t=glof L

Preuve :
1. C'est la proposition (1) .
2. La composée de deux applications linéaires est linéaire.

Pour f et g bijectives, on sait depuis longtemps que g~ o f~1 = (fog)!.

Exemple 2 (Isomorphisme en analyse) : Soient (a;b;c) € R? avec a # 0.

Considérons I’ensemble & des fonctions y : R — K de classe €2 telles que :
ay” + by’ 4+ cy = 0.

Alors :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1. 8 est un sous espace vectoriel de €2 (R ; K).
2. Pour tout réel t,, 'application T, : § — K2 est un isomorphisme de & dans

y — (Wlto);y (t))
K2 puisqu’elle est linéaire et bijective d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Exercice 1 : Montrer que l'application S : f + (f’, f(0)) est un isomorphisme de ¢ (R;R) sur
%° (R;R) x R.

Correction : L'application S est linéaire car pour tous f,g € €*(R,R) et A € R :

S(Af+g) = (Af +9)"s (Af +9)(0)) = (Af" + 9", Af(0) + g(0)) = A (", £(0))+(g", 9(0)) = AS(f)+S(g)-
Ensuite, il n'est pas dur de comprendre que I'application T qui associe a tout couple (g,a) € ¥(R,R) x R

la fonction = > a -l—/ g(t)dt de classe €' admet S pour réciproque.
0

Commentaires : Cet isomorphisme est un peu surprenant car ¢ (R, R) est a la fois beaucoup plus petit que €°(R,R) et
isomorphe 3 €°(R, R) x R, donc plus gros que €°(R,R) !

Définition/ Théoréme 1 (Groupe linéaire) : Soit E un K-ev.

L’ensemble des automorphismes de E muni de la composition est un groupe, appelé groupe linéaire
de E et noté 4I(E).

Preuve :
1. La composée de deux automorphismes est un automorphisme i.e. o : ZI(E) x YI(E) +— YI(E) est
une loi de composition interne.
2. La composition des applications est toujours associative.
3. La loi o admet un élément neutre : Idg qui est bien un automorphisme.

4. Chaque automorphisme f admet un symétrique pour o i.e. une réciproque f~' qui est encore un
automorphisme.

Exemples 3 :
— (x;9) — (z + y; T — y) est un automorphisme de R2.
— Les homothéties non nulles A\Idg avec A # 0 sont des automorphismes de E avec
(AIdg) " = A"LIdyg.
— Les symétries s € Z(E) i.e. s> = Idy sont des automorphismes de E tels que s~ = s.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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L’ensemble (.,2” (E), +, o) est ce qu’on appelle un anneau non commutatif. L’addition joue son role usuel

et la composition joue a peu de choses pres le réle de la multiplication dans les ensembles de nombres
usuels (R ou C par exemple).

En effet, la composition admet un élément neutre qui est 'application identité et elle est distributive par
rapport & 'addition, tout comme le produit dans les ensembles de nombres mais toutes les applications
linéaires ne sont pas inversibles (seuls les automorphismes le sont).

En ce sens, 1(E) peut également étre vu comme ’ensemble des éléments inversibles de .2 (E).

En fait, nous verrons plus loin que la composition d’applications linéaires s’identifie effectivement a un
produit, celui des matrices. Pour l'instant, nous utilisons déja cette analogie pour justifier I’énorme abus
de notation suivant : pour une application linéaire, on notera fo f = f? (un carré au sens « produit »
n’aurait en général aucun sens), et plus généralement f™ la composée de f n fois par elle-méme.

Exercice 2 : Montrer que 'application suivante est un automorphisme et expliciter son automorphisme
réciproque.
W 8 R3 — R3
T+ 4z
(5y3;2) +— |2+y—=2
2y + 2
Correction : |l est assez facile de montrer que v € Z(R3).

Soit (a;b;c) € R3. Cherchons-lui un antécédent éventuel par v. Cela revient a résoudre le systéme :

T +4z=a T + 4z=a
v(z;y;2)=(a;b;c) <= x4+ y— z2=b <= y— bz=—a+b
2y+ z=c 122 =2a—2b+c
3z =a+2b—c
= 12y = —2a—8b+ 5¢
122 =2a—2b+c
x 4a + 8b —4c
= |y =1 —2a — b+ 5¢
Z 2a —2b+c

L'application v est donc bien un automorphisme, de réciproque :

vt RY — R?
4x 4+ 8y — 4z
(z5y52) +— % —2r—y+52z
20 — 2y + 2

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1.2 Isomorphismes et bases

Analysons maintenant le lien entre les propriétés d’une application linéaire et celles de familles particulieres
des espaces vectoriels concernés. Que se passe-t-il durant le transport ?

Tout d’abord un petit lemme utile en pratique :

Lemme 1 (Lemme de transport) :

Preuve : Comme E est de dimension finie, on peut considérer une famille génératrice finie de E que |'on
o —
note F = (ey,...e,).

Soit y € Im (f). Il existe un antécédent = € E que 'on décompose dans la famille .# pour obtenir :

yzf(x)zf(i)\iei> Z/\f ) € vect (f(el),...,f(ep)> = vect (f(ﬂ))

Exercice 3 : Déterminer une base de Im (f) avec

e R3 — R3

z+y+2z
(z;y;2) — T+ 2z
—r—z
1 0 0
Correction : Soit [e; = | 0],e0=]1]|,e5=1]0 la base canonique de R3. Elle est, en particulier,
0 1
génératrice de R3.
Im (f) = vect (f(e,), f(e
1 1 1
= vect 1 = vect 1 (,]0
—1 0

Les deux vecteurs étant non colinéaires, ils forment une base de Im (f) qui est donc de dimension 2.

Théoréeme 2 :
Soient E et F deux K-ev et f € Z(E,F). On suppose E de dimension finie.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1. fest injective <= l'image par f d’une base de E est une famille libre.
2. f est surjective <= l'image par f d’une base de E est une famille génératrice.

3. fest bijective <= l'image par f d’'une base de E est une base de F.

Preuve : Considérons B = (e, e,,) une base de E et posons F = (f(ey),, f(e,,))

’n
1. (=) : Supposons que f soit injective.

n
Considérons une combinaison linéaire nulle de la famille 7 : E A fle;) =0.

i=1
n
Par linéarité, on a f (Z )\iei> =0.
i=1
n
Par injectivité, on déduit Z)\Z»ei =0.
i=1
Par indépendance linéaire de la base B, on en déduit \; =--- =X, =0 : F est bien libre.

(<) : Supposons que F soit libre.

Montrons que f est injective en déterminant son noyau : soit € ker (f).

n
Décomposons x sur la base B : z = E A€
=1

1=

Onal=f(z)=f (Z )‘i€i> = Z)\if@i)-
i=1 =1
Or, la famille (f(ey),--, f(e,)) étant libre, on en déduit que A\; =-- =\, = 0.

Par suite, z = 0 i.e. ker (f) = {0} et f est bien injective.
2. Cela ressemble beaucoup a la démonstration du :

(=) : Supposons que f soit surjective.
Considérons y € F.

Par surjectivité, il existe = € E tel que y = f(z).

n
Décomposons z sur la base B : x = E i€
=1

n n
Par linéarité, on ay = f(z) = f (Z )\iei> = Z)\if(ei) i.e. F est bien génératrice.
=1 i=1
(<) : Supposons que F soit génératrice.

Montrons que f est surjective en trouvant un antécédent a y € F.

n
Comme F est génératrice, on peut y décomposer y : y = Z)\if(ei).
i=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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n n n

En posant x = Z)\iei € E, par linéarité de f, on a y = Z)\if(ei) =f (Z Az"%‘) = f(x)
— — :

i.e. f est bien erjective. Z

3. Conséquence des deux points précédents.

Remarque : Il n'est nulle part besoin que F soit de dimension finie ou posséde une base. Tout dépend
de E.
Exemple 4 (Important) : Soient E un K-ev de dimension finie et (e, ..., e, ) une base de E.

Comme f: E > Im (f) est surjective, on déduit de la propriété précédente que (f(eq),..., f(e,)) est
une famille génératrice de Im (f).

Ainsi, on retrouve :

Im (f) = vect (f(ey), ..., f(en)) -

Exercice 4 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de leur
noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives 7 surjectives ?

1. (z,y) — (y — 3x,5z + 2y, x + y).

2. P+— P —XP’" —P(0) de R[X] dans lui-méme.

Corollaire 2.1 :
Si deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes, alors ils ont la méme dimension.

On verra plus loin (confer corollaire (5.1) ) que la réciproque est vraie.

Preuve : Considérons un isomorphisme f de E sur F.
L'image d'une base B = (e, e, ) de E est une base de F.
Mais cette image est (f(e;), -, f(e,)).

Elle compte autant d'éléments que 3B : les dimensions de E et F sont égales.

Théoréme 3 :
Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € Z(E,F). Alors :

(7) f est surjective = (73) f est injective = (79t) f est bijective.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Preuve : Notons n la dimension de E et F.
— On a clairement (iii) = (i) A (23).
— (i) = (1) : Supposons f injective. L'image de toute base de E est donc une famille libre de F de

méme cardinal que dim (F). C'en est une base et f, transformant toute base de E en une base de
F, est donc bijective.

— (7it1) = (i) : En supposant f surjective, le raisonnement est identique avec I'image d'une base de
E qui est une famille génératrice de F' de méme cardinal que sa dimension.

Méthode 1 (Montrer qu’un endomorphisme est bijectif en dimension finie) :
En dimension finie, pour montrer qu’un endomorphisme de E est bijectif, il suffit de montrer que f est
injectif (en montrant par exemple que ker (f) = {Og}) ou que f est surjectif (en montrant Im (f) = F).

Exemple 5 (Polyndmes de Lagrange) : Soient o, ay, .., a,, € K des scalaires deux a deux distincts
et définissons I’application :
pr Ky[X] — KeH
P L (P(O‘[))?P(Ckl)v“'aP(an))

Alors :

1. ¢ est linéaire.
2. @ est bijective car aisément injective entre deux espaces de méme dimension n + 1.

TIAXX 341LIdVHD

3. L’image par ¢! de la base canonique de K"*! est une base de K,,[X] qui n’est autre que la base

des polynomes de Lagrange (L, ..., L, ) associée a (o, ..., a,,) :
X —a;
\V/ ) N . L) = .. s = J .
i €[0;n], Ll(a]) 6;; avec L, | | o
j=0 % 7
J#i

Toute fonction définie sur un ensemble contenant les «; coincide en chacun de ces (n + 1) points
avec le polynéme défini par :

P= Z flo;)L;.

n
=0

Exercice 5 : Montrer que P — (P(0),P’(0),...,P(™(0)) est un isomorphisme de K, [X] sur K**1.

-

Proposition 4 :
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit f : E — F une application

SFHIVINIT SNOILVIITddV

linéaire.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est un isomorphisme de E sur F.
2. fest inversible & gauche i.e. 3g € L(F;E), go f = 1dy.
3. fest inversible a droite i.e. 3h € Z (F;E), foh = ldg.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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De plus, les inverses a gauche et & droite coincident nécessairement avec f~!.

Preuve : Onadéjdal = 2et1 = 3, puisque si f est bijective, alors g = f~! est linéaire et convient.
Montrons que 2 = 1.

Supposons qu'il existe g € £ (F;E), go f = Idg. On sait alors que f est injective.

Comme E et F sont de méme dimension finie, d'aprés le théoreme (3), f est donc bijective.

On montre de méme que 3 = 1.

Enfin, en composant go f = Idy et f o h = Idp respectivement a droite et 3 gauche par f~!, on a bien
g=h=f"

Moralité : En dimension finie, I'existence d’un inverse a gauche ou a droite suffit a I’existence d’un inverse
et, dans tous les cas, c’est le méme.

Ce résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas les espaces E et F de méme dimension
finie.

ATTENTION En effet, la dérivation D, par exemple, a un inverse a droite tel que D o P = Idp,

)
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mais on a P oD # Idp.

En particulier, D n’est pas un isomorphisme.

1.3 Espaces isomorphes

Précisons quelques propriétés des espaces isomorphes.

Rappel 3 : On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, ¢’il existe un
isomorphisme f entre eux.

Remarque : La relation =~ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des espaces vectoriels (pas
forcément de dimension finie).

Une mathématicienne d son ami :
- Es-tu fidéle ?

- Oui, a isomorphisme preés.

Proposition 5 (Morphisme de K" dans E) :
Soit E un K-ev et F = (zy,--,x,) une famille de vecteurs de E.

On considere 'application Qg ¢ KP — E

l)
A dp) = > A
=l

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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¢ est linéaire ;

J est génératrice <= ¢, est surjective;
— F est libre <= ¢, est injective;

J est une base de E <= ¢4 est bijective;

Preuve : La démonstration ressemble énormément a celle du théoreme (2). On I'écrit différemment :

— ¢ est linéaire car pour tous (A, -+, A,), (pig,, 1,) EKP et @ €K, on a:

¢5‘“ (a(Ah”'v}‘p) + (lu’lv"'nup)) = d)f <(a)‘1 +:U’17 : ,O[)\p +:u‘p>>

+ ¢5“ ((:U'l? "'mu’p))

F est génératrice <= Vect(F)=E
< Im¢s =E
< ¢4 est surjective

—kerqﬁg:{()\l,m, ) € Ke, Zm_o}

F est libre <:>{()\1,---, € ke, Zm_o} {(0,--,0)}

< kergy ={(0,,0)}
< ¢4 est injective

Corollaire 5.1 :
1. Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K.

2. Deux K-ev de méme dimension finie sont isomorphes.

Preuve :

1. Soit E un K-ev de dimension finie et B une base de E

Alors, ¢5 : K* — E est une application linéaire bijective, donc un isomorphisme de K™ sur E.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Ces deux espaces sont donc isomorphes.
2. Deux K-ev de méme dimension finie n sont tous les deux isomorphes a K.

®
E — K"

SN/

lls sont donc isomorphes entre eux (par composition d'isomorphismes).

En combinant le corollaire (2.1) et le corollaire (5.1) on obtient :

Théoréme 6 :
Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si ils ont méme dimension.

Si on considére ’ensemble des espaces vectoriels de dimension finie, les classes d’équivalences pour la
relation ~ sont donc paramétrées par N.

Méthode 2 (Montrer qu’un espace est de dimension finie) :
Pour montrer que E est de dimension finie n, on dispose de deux méthodes :

— exhiber une base de n vecteurs.

exhiber un isomorphisme avec un espace dont on sait qu’il est de dimension n.

Exemples 6 :
— K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
— R? et R? ne sont pas isomorphes
— K, [X] et K™™' sont isomorphes
— L’ensemble 8§ des fonctions y : R — K de classe €2 telles que ay” + by’ + cy = 0 est un
sous-espace vectoriel de 62 (R;K) de dimension 2, puisqu’on a vu que I’application :

Ty: § — K2
y — (y(te);y (to))

est un isomorphisme de § dans K2.

— L’ensemble &, des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 i.e. vérifiant une relation de la forme
— . . : N : :
Upio = aU, 1 + bu, avec (a;b) # (0;0) est un sous-espace vectoriel de K™ de dimension 2 en
considérant I’isomorphisme :

v 8o — K2

(un)neh\l L (UO;U1>

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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II/ Définition d’une application linéaire

Exemple 7 : Soit E un espace de dimension finie n et B = (e, ..., ¢,,) une base de E.
Vi € [1;n], Papplication ¢; : E — K est une forme linéaire appelée fonction ¢

n
=1

coordonnée.

En particulier, V (i;j) € [1;n] x [1;n], ¢;(e;) =0;; et = Zcpi(x)ei.

I1.1 A partir de I'image d’une base

Théoreme 7 :
On considére E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

Pour toute base B = (ey,,¢,,) de E et toute famille F = (f;,--, f,,) de vecteurs de F, il existe une,
et une seule application linéaire g de E dans F vérifiant :

vie[l;n], gle;) = f;

Preuve : On raisonne par analyse-synthese.

Analyse : Supposons qu'une telle application linéaire g : E +— F existe.

Pour toutx:in-ei €E, ona:
i=1
g<$1 eyt t Ty, '6n) =T 9(61)++$n 'g<en) =T 'fl tootoy, 'fn'

Ainsi,onag=, - fi+..+ @, - f, ol @, : (x,..,2,) €Er— 2, € K est la i application
coordonnée.
Synthése : Posonsg: E — F

T Z‘Pk($> I
k=1

g est-elle une application? Pour tout z € E, on associe par g un unique vecteur
n

y= Zcpk(x) - fi,- La fonction g est donc bien une application.
k=1

g vérifie-t-elle la condition sur B et F 7 Par construction, Vi € [1;n],
n n
g(e;) = Z‘Pk(%‘) i = Z5ki “fe = Ji
k=1 k=1

g est-elle linéaire ? Soient A € K, x, y € E. On a:

gz +y) = Az +y)- fi +.. + e,z +y) - f,
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Par linéarité des ¢, k € [1;n], on a:

=M1 (@) i+t op(@) - fo) T o1(y) - fr+ oY) - S

= A\g(z) +9(y).

Donc g € Z (E;F).

g est-elle unique ? Considérons deux applications linéaires g, et g, de (E,F) coincidant sur la

base B, c'est-a-dire vérifiant Vi € [1;n], g,(e;) = go(e;) = f;-

n

Tout z € E se décompose de maniére unique sur la base B : x = Z)\k - €.

k=1

Comme g, est linéaire, on a g;(z) = ¢, (Z)‘k ek> Z)‘k g1(ex) Z)\k fi
Et, par le méme raisonnement, g,(z) = g (Z A ek> = Z)\k ~g(eg) = Z)\k - fr-
k=1 k=1

On a donc prouvé que Vx € E, g,(z) = g5() i.e. g, et g, coincident sur tout I'espace E :

ces applications sont égales.

Boreltaiie 7:1 :
— Une application linéaire est uniquement déterminée par 'image d’une base.
— Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Exemple 8 : Considérons I’ensemble P des vecteurs du plan muni d’une base (Z, f)

La donnée de f (i) = 3i — 25 et f(j) =i+ j suffit & définir f € 2(P).

Par exemple, si % = 3i + 5J, on a f () = ...

Une application :

Proposition 8 :
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors Z (E; F) est un espace vectoriel de dimension finie et :

dim (% (E;F)) = dim (E) x dim (F).

Preuve : On note n = dim (E) et soit (eq, ..., e,) une base de E.

Lycée Jules Garnier
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Considérons |'application :
v: Z(E;F) — F7

f L (f(el)v“'7f<en)>'

D’apres le théoreme (7), I'application ¢ est bijective

On vérifie qu'elle est, de plus, linéaire sans difficulté. C'est donc un isomorphisme, et on peut conclure
que :
dim (.Z (E;F)) = dim (F") = n x dim (F) = dim (E) x dim (F) .

Exemple 9 (Dimension du dual en dimension finie) : Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

L’ensemble E* = Z (E; K) des formes linéaires sur E a donc méme dimension que E.

Exercice 6 : Considérons (e, ...,e
correspondantes.

,) une base de E et (¢4,...,¢, ) les applications coordonnées

Montrer que (¢, ..., ¢, ) est une base de E*, appelée base duale de (eq, ..., €,,).

I1.2 A partir d’espaces supplémentaires

Proposition 9 :
Soient E et F deux K-ev, E de dimension finie et f € £ (E;F);

Si E=E, @ E, alors f est entiecrement déterminée par ses restrictions a E, et E,.
1 2 ) 1 %

Preuve : Posons fi et fi, les restrictions respectives de f a E; et E,.
Soit « € E qui se décompose de maniére unique sous la forme z = z, + z, ou (z,;2,) € E; X E,.

Comme f(z;) = fig, (71) et f(zy) = fig, (x5) sont totalement déterminés par I'image d'une base de E;
et E, respectivement, par linéarité, il en est de méme de

f(@) = f(z1) + f(z9) = fig, (x1) + fig, (22)-

Exercice 7 : Soit E un R-ev et f € Z(E) tel que f? —3f + 2Id = 0.
1. Montrer que ker (f —Idg) Nker (f — 2Idg) = {0}.
2. Simplifier (f —Idg) o (f — 2Idg).

En déduire que Im (f — 2Idg) C ker (f — Idg).
3. Montrer que Im (f — Idg) C ker (f — 21dg).
4. Prouver que E = ker (f — Idy) @ ker (f — 21dy)
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Aide : Idg = (f — Idg) — (f — 2Idyg).

ITI/ Rang d’une application linéaire

ITI.1 Généralités

PTSI VINCI - 2025

Définition 2 : Soient E et F deux K-ev avec E de dimension finie et f € Z(E,F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :

rg (f) = dim (Im (f)) .

Exemples 10 : — Le rang de I'application nulle est nul : rg (0$(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.

— Sip;: R?* — R alorsrg(p;) = 1.
(x,y) +— =z

— Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (¢) = 1.

— Si E est de dimension finie et A # 0, alors rg (Aldy) = dim (E).

Théoréme 10 (Inégalités sur le rang et cas d’égalité) :
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £ (E; F).

rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)).

Plus précisément :
1. Si F est de dimension finie, f est de rang fini et rg (f) < dim (F), avec égalité si, et seulement si
f est surjective.

2. Si E est de dimension finie, f est de rang fini et rg (f) < dim (E), avec égalité si, et seulement si
f est injective.
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Figure XXVII.1 — En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de
définition.

Preuve :
1. Par définition, Im (f) est un sev de F donc rg (f) = dim (Im (f)) < dim (F).

De plus, f est surjective si, et seulement si Im (f) = F ie. rg(f) = dim (Im (f)) = dim (F)
2. Si E est de dimension finie, on peut en considérer une base (e, e,,:+,€,) et on sait que

I () = veet (f(e1),, f(e,))-

Il est alors assez clair que
rg (f) = dim (Im (f)) = dim (vect (f(e,),, f(e,)) ) < n = dim (E).

Avec égalité si, et seulement si (f(el),---,f(en)) est une base de Im (f) i.e. I'image d'une base
par f est une famille libre ce qui est équivalent a dire que f est injective.

Des deux assertions, on tire, bien évidemment, rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)).

7 !
E E
Figure XXVII.2 — f est injective si, et seule- Figure XXVII.3 — f est surjective si, et
ment si rg (f) = dim (E). seulement si rg (f) = dim (F).

Exercice 8 : Soit E un K-ev de dimension finie et soit f € Z(E).

Montrer que E = ker (f) ®Im (f) <= E=ker(f) +Im(f) < ker(f)NIm(f) = {0g}.
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II1.2 Rang d’une composée
Avant de passer a ce qui nous importe (le théoréeme du rang), arrétons nous sur quelques propriétés du
rang et son comportement dans les opérations, notamment de composition.

Proposition 11 :
Soient E, F, G des K-ev. On considere f € Z(E,F) et g € Z(F,G).

Alors :
rg(go f) < min (rg(f);rg(g)).

Preuve :
— Par définition, rg (g o f) = dim (Im (g o f)).

OrIm(go f) CIm(g) donc dim (Im(go f)) < dim (Im(g)), i.e. rg(ge f) <rg(g).
— Considérons ¢ : Im (f) — E, la restriction de g a Im (f).

Onagof=gofet
rg(ge f) =1g(ge f) <rg(g) < dim (Im(f)) =rg(f).

Donc, rg (g f) < min (rg (f);rg(g)).

Exercice 9 (Inégalité triangulaire) : On considere deux endomorphismes f et g d'un espace E de
dimension finie.

Etablir que |rg () —rg (f)| <rtg(g+ f) <rg(9) +rg(f).

Correction : Onalm(f+g) C Im(f)+Im(g), doncrg(f+g) <rg(f)+rg(g).

En utilisant I'inégalite précédente, on obtient :

rg(g) =18 ((f+9)+ (—f)) <rg(f+9) +rg(—f) =rg(f +g9) +rg(f).

De méme, 1g (f) <18(f+9) +18(9).

D’ou le résultat.

Proposition 12 :
Soient E, F, G, H des K-ev et f € Z(E,F).

Siue Z(G;E)etve Z(F;H) sont des isomorphismes alors :

1g (f) =18 (f ou) = 1g (vo f).

Le rang est inchangé par isomorphisme.
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Preuve :
— D’apres la proposition (11), on a déjarg(fou)<rg(f).

Si u est un isomorphisme, on peut écrire f = (fou)ou1.

Dot rg (f) <rg(fou) et I'égalité.
— D’apres la proposition (11), rg(ve f) < rg(f).

Si v est un isomorphisme, on peut écrire f = v~ 1o (vo f).

Dot rg (f) <rg(vo f) et I'égalité.

111.3 Théoreme du rang

Théoréme 13 :
Soient E et F deux K-ev avec E de dimension finie. On considere f € Z(E,F).

Tout supplémentaire de ker (f) est isomorphe a Im (f).

En particulier,

dim (ker (f)) + rg(f) = dim (E).

Preuve : Considérons un supplémentaire H de ker (f) dans E de sorte que E = H @ ker (f).

Notons g = f|§;“<f> ou en d'autres termes, g: H — Im(f) Montrons que g est un isomorphisme.
z — f(z)
— Montrons que g est surjective :
Soit y € Im (f). Alors il existe x € E tel que f(z) = y.
Comme E = H@® ker (f), on peut écrire x =z, + z] avec z; € H et x] € ker (f).
On a alors y = f(x) = fla, +a}) = fla)) + f(&}) = Fl,) = glay).

Donc y € Im (g) et g est bien surjective.
— Montrons que g est injective.

Considérons un vecteur x € ker (g) i.e. 0 = g(x) = f(x) donc x € ker (f).

Par construction, z était élément de de H donc = € H N ker (f) deux espaces qui sont en somme
directe.

Donc, x = 0.

On en déduit que ker (g) = {0} et donc que g est injective.
— D’apres le raisonnement précédent, I'application g est donc un isomorphisme de H sur Im (f). Ces
deux espaces sont donc isomorphes, et donc dim (H) = dim (Im (f)).
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D'autre part, H @ ker (f) = E donc dim (H) + dim (ker (f)) = dim (E).

Finalement, on en déduit : dim (Im (f)) + dim (ker (f)) = dim (E).

Remarques :

1. La dimension de 'image Im (f) est inférieure ou égale a la dimension de ’espace de départ.

C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).
2. La dimension de ’espace d’arrivée n’intervient pas.

3. Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant les 2 quantités que ’on
connait, on peut en déduire la 3°™¢,

4. Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’aprés le théoreme du rang :

— Il n’existe pas d’applications linéaires injectives de R? dans R?.
— Il n’existe pas d’application linéaires surjectives de R? dans R3.

Contre-Exemples 11 :

f: R — R? est linéaire, injective, mais non surjective.

(.’L',y) L (xayvx_y>

Exercice 10 :
1. Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.
(a) f:R? — R?® définie par f((z,y)) = (4z,y — x, 2z + y).
(b) g: R® — R? définie par g((7,9,2)) = 2z +y— 2,2 — y).

2. Déterminer une base du noyau, et une base de I'image pour chacune d’elles.

Il ’agit d'une égalité de dimension, pas d’espaces! On n’a pas, en général,
E =TIm (f) @ ker (f) : ker (f) et Im (f) ne sont pas nécessairement supplémentaires.

— En général, ils ne sont méme pas dans le méme espace (ker(f) C E et
Im (f) CF)!

ENTION Méme lorsque f est un endomorphisme, on n’a pas nécessairement

ker (f) @ Im(f) =E!

Par exemple, pour f: R? — R? On a ker (f) =Im(f) =R (1;0) :

(z,9) — (4,0).
ker (f) et Im (f) ne sont pas supplémentaires dans R2.

A Taide du théoreme (13) on redémontre aisément des résultats connus :

Corollaire 13.1 (Caractérisation des isomorphismes) :
1. Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E).

ker (f) ={0} <= Im(f)=E < rgf=dim(E) < fe€¥I(E)

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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2. Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £ (E; F).

f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Ce corollaire n’est plus vrai en dimension infinie!

Contre-Exemples 12 :
¢ g: RX] — R[X] est un endomorphisme injectif, mais non surjectif.
ATTENTION
P +— XP
o h: RX] — R[X] est un endomorphisme surjectif, mais non injectif.
P +— P

Exercice 11 : Soit E = R,[X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & n (n entier naturel donné).

Soit ¢ I’application définie par :
VP eE, ¢o(P)=P(X+1)—P(X).

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Déterminer ker (¢) et Im ().

Correction :

1. Si P est un polyndéme de degré inférieur ou égal a n, alors P(X + 1) — P(X) est encore un polynéme
de degré inférieur ou égal a n.

Par suite, ¢ est bien une application de E dans lui-méme.

Soient alors (P, Q) € E? et (A, u) € R?.

P(AP + Q) = (AP + pQ)(X + 1) — (AP 4+ pQ)(X) = A(P(X + 1) — P(X)) + w(Q(X + 1) — Q(X)
= Ap(P) + pp(Q).

 est linéaire de E vers lui-méme et donc un endomorphisme de E.
2. Soit Pe E. P €ker(p) <= Va €R, P(x+1)=P(x). Montrons alors que P est constant.

Soit Q = P — P(0). Q est un polyndme de degré inférieur ou égal a n s’annulant en les entiers
naturels 0, 1, 2, .. (car P(0) = P(1) = P(2) = ...) et a ainsi une infinité de racines deux a deux
distinctes. Q est donc le polynéme nul ou encore Vz € R, P(z) = P(0).

Par suite, P est un polynéme constant.
Réciproquement, les polynémes constants sont clairement dans ker (¢) et donc

ker () = {polyndmes constants} = R,[X].
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Pour déterminer Im (¢), on note tout d'abord que si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a
n, alors ¢(P) = P(X 4 1) — P(X) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.

n—1
En effet, si P = a,, X" + Zaka (avec a,, quelconque, éventuellement nul) alors
k=0

¢(P) =a,((X+1)" —X") + termes de degré inférieur on égal an —1
= a,, (X" — X™) + termes de degré inférieur on égal an — 1
= termes de degré inférieur on égal an — 1.
Donc, Im (¢) C R,,_;[X].
Mais d'apres le théoreme du rang,
dim (Im (p)) = dim (R, [X]) — dim (ker (¢)) = (n+ 1) — 1 =n =dim (R,,_;[X]) < 400,
et donc Im (¢) = R,,_;[X].

n—

Remarque : On peut noter que le probléme difficile « Soit Q € R,,_;[X]. Existe-t-il P € R,,[X] tel
que P(X +1) — P(X) = Q7 » a été résolu simplement par le théoréme du rang.

IV/ Formes linéaires et hyperplans

IV.1 Equations linaires

Rappel 4 :
— On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
— f: E+— F , une application linéaire.
— b e F, appelé second membre de 1’équation.
— x € E, un vecteur quelconque.

— On appelle équation homogene associée a f(x) = b I'équation linéaire f(x) = Op.

Proposition 14 :

Soit f: E+— F , une application linéaire.
1. L’ensemble (§,) des solutions de f(z) = Op est ker (f).
2. L’ensemble (5) des solutions de f(xz) = b est non vide si, et seulement si b € Im (f) et, dans ce
cas :

(5) =Xy + (5(])~

ou x est une solution particuliére de f(z) = b.

Preuve : Le premier point est évident. Montrons le deuxiéme point.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Nécessairement () # @ < b € Im(f).

Réciproquement, si b € Im (f) alors il existe z, € E, une solution particuliere, tel que f(z,) = b.

Des lors, on a :

r€(S) < flz)=b=f(ry)) <= flr—12y) =0 <= x—2x[ € ker(f)
— z€xy+ker(f)=x5+(S,)-

Remarque : Si f est bijective, ’équation linéaire f(z) = b admet une unique solution.

Exemples 13 :

— Un systeme d’équations linéaires de n équations a p inconnues :

a1711‘1 + a“172’];2 + + al’pl’p == bl
a2711‘1 “I‘ a272l‘2 “I‘ + CLQ’pl‘p == b2
a,1%1 + apo%Ts + .. + a,,r, = b,

est une équation linéaire f(X) = B avec

fr KP — K" et B=(by,..

(11%1 + Ay 9Ty + ... + Ay , T,
(@1, s ,)

Up 1Ty + Qp 9Ty + ... +ay )T,

— Les droites, les plans de ’espace sont caractérisés par une équation linéaire.
— (2)={(z;y;2) ER3 /P (x;y;2) = 0x} = D (0g) on

d: R — R
(T5y;2) — zT+y+=z

— (2) ={(z;y;2) €R® [ p(x;y;2) = Oge } = ¢ (Ogz) ol

@ R3 — R2

r+y+=z
r—yY

(;y52) (

— Toute équation différentielle linéaire d’ordre un y’ + a(t)y = b(t) peut étre interprétée comme

une équation linéaire f(y) = b(t) avec

f: €1 (I;R) — F°(I;R) et be¥’(;R).
Yy — Yy +ay
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IV.2 Hyperplans

Rappel 5 : Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = .Z (E; K) leur ensemble.

Définition 3 (Hyperplan) : Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z — Oy est E tout entier.

On précise donc « non nulle » dans la définition pour éviter que E lui-méme soit un hyperplan de E.

Exemples 14 :

— Le plan vectoriel de R? d’équation 2z 4+ y — z = 0 est un hyperplan de R?, noyau de la forme
linéaire non nulle (z,y, z) — 2z +y — z.

— L’ensemble H = {P € R4[X] /P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R4[X], noyau de la forme
linéaire non nulle P — P’(1) + P(0).

On voit moins bien ici que H est décrit par une équation linéaire sur les coordonnées, mais si on
introduit les coefficients a,b,c,d de P: P = aX? 4+ bX? + ¢X + d, H est décrit par 1’équation
3a+2b+c+d=0.

— L’ensemble {f € € (R,R

)/ f(0) = f(0)} est un hyperplan de €*°(R, R), noyau de la forme
linéaire non nulle f +— f(0)

— f(0).

Ici, € (R, R) est de dimension infinie.

Conséquence : En dimension finie, tout Hyperplan est un ensemble décrit par une équation linéaire non
nulle sur les coordonnées dans une base fixée.

On peut faire mieux :

Théoreme 15 (Caractérisation géométrique des hyperplans) :
Soient E un K-espace vectoriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. H est un hyperplan de E.
2. H est supplémentaire d’'une droite de E.

Si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces vectoriels de
dimension n — 1.

Exemples 15 : En dimension 3, les hyperplans sont des plans et en dimension 2, les hyperplans sont
des droites.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



PTSI VINCI - 2025 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Preuve :

2 = 1 Par hypotheése, E = H @ Vect(v) pour un certain v € E non nul.
Notons alors ¢ I'unique forme linéaire de E pour laquelle ¢ =04y k) et p(v) = 1.

Une telle forme linéaire existe et est unique d'aprés le théoréeme de détermination d'une application
linéaire sur une somme directe.

Il est clair que ¢ est non nulle et tout aussi clair que ker (p) = H, donc H est bien un hyperplan
de E.

1 = 2 Donnons-nous une forme linéaire non nulle ¢ de noyau H et, ¢ étant non nulle, un vecteur v de
E\ ker (p).

Nous allons montrer que E = H & Vect(v).
Comme H N vect (v) = {0y}, nous n'avons qu’'a montrer I'inclusion E C H + vect (v).
Soit € E.

Par définition de v, p(v) # 0 et on a:

0 (x -2 ) = o) — 2D () =0,

p(z)

En d'autres termes x —
o(v)

v € ker (p) = H i.e. x € H+ vect (v).

Figure XXVII.4 — R® est engendré par une droite et un plan ne la contenant pas.

Exemples 16 : Pour tout n € N,
— K,,[X] est donc un hyperplan de K,,_; [X].
— K" x {0} un hyperplan de K"*! noyau de la (n + 1)*™¢ forme coordonnée.
— La trace est une forme linéaire sur ., (R).

L’ensemble des matrices de trace nulle est donc un hyperplan (de dimension n? — 1 dans ce cas)

de A, (R).
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Exemples 17 :

— L’ensemble {(z,y, z,t) € RY/ 2z+y=2z+ t} est un sous-espace vectoriel de R* de dimension
4 — 1 = 3 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

(z,y,2,t) — 2x +y— 2z —1t.

— L’ensemble {P € R4[X]/ P(0) =P(1)} est un sous-espace vectoriel de R,[X] de dimension
5 —1 =4 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

P s P(1) — P(0).

Exercice 12 : Soit H un hyperplan de E de dimension finie.

Montrer que, pour tout a € E\ H, E =H & K.a.

Correction : En considérant les dimensions on a dim (H) 4+ dim (K.a) = n = dim(E) car a # 0 sinon
a € H.

Il suffit donc de montrer que H et K.a sont en somme directe.
Soit x € HN K.a. Alors, 3\ € K tel que x = Aa.
Si A= 0 alors a = A\'2 € H ce qui est faux.

Donc A =0y = z = O et la somme est directe.

Théoréme 16 (Comparaison des équations d’un hyperplan) :
Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et ¢, deux formes linéaires non nulles de E
dont H est le noyau.

Alors 1) = Ay pour un certain A € K* :

H =ker (p) =ker (vp)) = IA € K*, v = Ap.

En résumé, tout hyperplan posseéde une et une seule « vraie » équation, toutes ses équations sont multiples
les unes des autres.

Nous connaissions bien ce résultat en géométrie élémentaire, le plan d’équation =z + y + 2z = 0 et le
plan d’équation 2z + 2y + 4z = 0 sont évidemment un seul et méme plan, et ce plan n’a pas d’équation
« vraiment » différente.

Preuve : Supposons que H = ker (¢) = ker (1), et soit v ¢ H.

On sait qu'alors E = H @ vect (v).

En particulier, p(v) # 0 et on peut alors poser A =
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Il reste 3 montrer que 1 = Ap.
Les formes linéaires \p et 1 coincident sur H, et en v donc sur vect (v).

Elles sont donc égales sur E tout entier, et on a bien 1) = A\p.

Exercice 13 : Soit @ € C. Montrer que {P € C[X]/P(a) = 0} est un hyperplan de C[X] et en
déterminer une base.

IV.3 Interprétation géométrique d’un systéme d’équations linéaires homogeéne

Considérons un systeme d’équations linéaires homogene de n équations a p inconnues :

ay1T  + a1y + ..+ ap,zr, = 0

CL2’1(E1 + (12’2.%2 + + a2’p$p == 0

ap 1Ty + ApoTy + ..+ a,,r, = 0
Pour tout 1 <7 < n, posons ¢;(Ty,...,7,) = a; 171 + @; 9T + ... + a; )T,

@, est une forme linéaire non nulle sur RP. Son noyau est donc un hyperplan H,.

n

L’ensemble & des solutions du systéme correspond ainsi a l'intersection ﬂ H, de n hyperplans de R?.
i=1

De maniere plus générale :

Théoréme 17 (Intersections d’hyperplans) :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et r € [1;n].

1. L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension AU MOINS
n—r.

2. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est 'intersection d’exactement r hyperplans
de E.

Dans R?, nous savons bien qu’une équation scalaire décrit un plan et que deux telles équations, pour peu
qu’elles ne soient pas multiples I'une de I'autre, décrivent une droite.

L’idée générale du théoreme ci-dessus, c’est que dans un systéme linéaire, chaque équation occasionne
POTENTIELLEMENT la perte d’une dimension par rapport au nombre total d’inconnues.

Pourquoi potentiellement ? Parce que certaines équations peuvent étre redondantes et ne pas compter
vraiment dans le systeéme.

r+y—2z=0
Par exemple, le systéme linéaire 2z —y+2=0 d’inconnue (x,y,z) € R® décrit une droite de
3r—2=0

dimension 1 > 3 —3 = 0 et non un point de R? car la troisiéme équation n’est jamais que la somme des
deux premieres. Le théoreme s’applique.
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Preuve :
(i) Soient Hy, ..., H, des hyperplans de E.

Pour tout k € [1;7], notons ¢, une forme linéaire non nulle de E dont H,, est le noyau.

)
L'application z +— (@1 (), ..., ¢, (z)) est linéaire de E dans K" de noyau H; N.. N H,.

D’'aprés le théoréeme du rang, dim (H; N...NH,) = dim (E) —rg (®) > dim (E) —dim (K") = n—r-.
(ii) Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n — r.

Donnons-nous une base (e, ...,e, ) de E dont les n — r derniers vecteurs forment une base de F et
1 ’»En
pour tout i € [1;n], notons ¢, la i ™ forme coordonnée associée.

Pour tout z € E :

reF < zevect (e,4q,...,€,)

e
= pi1(@) = ... =p(x) =0
< z€ker(p;)N..Nker(p,).

Finalement, F = ker (;) N ... Nker (¢,.), ce qui fait bien de F I'intersection de 7 hyperplans de E.
v

V/ Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries

Nous allons retrouver dans ce paragraphe un premier lien vraiment concret entre algebre linéaire et
géométrie, en étudiant quelques types d’applications linéaires bien particulieres, que vous connaissez déja
en géométrie plane depuis longtemps.

V.1 Homothéties

Définition 4 : Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A 'endomorphisme de E de la forme Aldy, :

h: E — E
T = AgRT

Cela correspond bien a la notion usuelle d’homothétie de rapport A, toujours centrée en I'origine quand
on travaille dans un espace vectoriel.

Proposition 18 :
Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E dont ’automorphisme réciproque est

I’homothétie de rapport X

/
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Preuve : Une démonstration a la portée de tous :

1

Remarque : En tant que multiples de l'identité, les homothéties commutent avec tous les autres
endomorphismes de E. On peut d’ailleurs prouver que ce sont les seules applications linéaires dans ce cas.

Exercice 14 : Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour tout
vecteur x de E la famille (z, f(x)) soit liée. Montrer que f est une homothétie.

Correction : On transforme légérement I'énoncé.

Si x est un vecteur non nul tel que (x, f(x)) est liée alors il existe un scalaire A, tel que f(z) = A\, z. Si
x =0, f(xr) =0 = 0x et encore une fois il existe un scalaire A\, tel que f(z) = A, .

Réciproquement, si pour tout x de E, il existe A\, € K tel que f(z) = Az, alors la famille (z, f(x)) est
liée. Donc

[(Vx € E, (z, f(x)) liée) & (Vx € E, I\, € K/ f(z) = A\, z)].

Notons de plus que dans le cas ou = # 0, la famille (x) est une base de la droite vectorielle vect(x) et en
particulier, le nombre )\, est uniquement défini.

Montrons maintenant que f est une homothétie c'est a dire montrons que : N € K/ Vx € E, f(x) = Az.

Soient x, un vecteur non nul et fixé de E puis 2 un vecteur quelconque de E.
ler cas : Supposons la famille (z, z) libre.

Ona f(z +xg) = Ay, (¥ + 7o) mais aussi f(z + o) = f(z) + f(xg) = A,z + A, 7 et donc
(Am—ﬁ—mo - )‘m)‘r + ()‘z-i-mo - >‘:c0>x0 =0

Puisque la famille (z(,z) est libre, on obtient A, , — wtmy — Ag, = 0 et donc A, = A =

A =
Ainsi, pour tout vecteur z tel que (z,z,) libre, on a f(z) = A, z.

x

2éme cas : Supposons la famille (z, z) liée.

Puisque x, est non nul, il existe un scalaire p tel que x = px,. Mais alors

f(z) = Nf<x0> = /’L/\xoxo = )‘azox'

T+ Tg"

Finalement, il existe un scalaire k = A, tel que pour tout vecteur z, f(x) = kx et f est une homothétie.

La réciproque étant claire, on a montré que

V fe Z(E), [(f homothétie) < (Vx € E, (x, f(x)) liée)].

.
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V.2 Projecteurs

Définition 5 : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallelement & E, 'unique application p : E +— E;
telle que :

Vi, €E;, p(z;)=2; et Vz, €E, p(x,)=0g.
Ainsi,

$:$1+$2 — .:Cl.

Vocabulaire : E; est appelé sa base et E, sa direction.

On dira qu’une application p est un projecteur s’il existe deux sous-espaces supplémentaires E; et E, de
E tels que p soit la projection sur E; parallelement a E,.

Notons qu’il est indispensable de préciser l’espace E, parallelement auquel on projette. Il n’y a pour
I’instant aucune notion de projection orthogonale dans un espace vectoriel.

Remarque : L’existence et 'unicité d’une telle application linéaire p est donnée par la proposition (9)

avec
fe, B — E et fig,: B — E

"El — Il ]:2 — OE

Exemple 18 : Dans &,, on considére deux vecteurs e; et e; non colinéaires.

Pour tout vecteur € gg, il existe un unique couple de réels (a; ) € R? tel que ¥ = ae; + e,
i.e. &5 =Re; ®Re; =D; & D,.

On peut alors définir la projection p sur D; parallelement a D, :

—

p: =D,®D, — E

:x1+x2 — xl.
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Figure XXVIIL.5 — Exemple de projecteur dans R2.

Proposition 19 (Propriétés des projecteurs) :
Soient E = E; @& E, et p la projection sur E; parallelement a E,.

Alors :
1. pe Z(E)
2. pop=p (On dit que p est idem-potent.)
3. E, = ker (p).
4. E; =Im (p) = ker (p — Idg) i.e. E; est I’ensemble des vecteurs invariants par p.

En particulier, si p est un projecteur alors ker (p) @ Im (p) = E.

Preuve :
1. Cela vient de la structure d'espace vectoriel de E; et E,.

Soient u, v € E et A € K. On pose u = u; + u, ol (uy,uy) € E; x E; et v = v; + v, ol
(v1,v,) € Eq x E,.

Alors Au+ v = Auy + uy) + vy + vy = Ay + 05 + Aug + vy,
s, em,
1 2

Donc p(Au + v) = Auy + vy = Ap(u) + p(v).

On a bien p € Z(E)
2. Soit u € E. On pose u = uy + uy ol (uq,uy) € E; x Es.

p(u) = uy = uy + 0. Donc p(p(u)) = p(u; + 0g) = uy = p(u).

D'ou pop =np.
3. Soit u € E. On pose u = uy + uy ol (uq,uy) € E; x Es.

u€ker(p) < plu) =0 <= u; =0 <= u=0g+u, <= u€E,.

D'ou ker (p) = E,.
4. Tout d'abord, si u € ker (p — Idg) alors p(u) = u i.e. uw € Im (p). Dot ker (p — Idg) C Im (p).
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Par définition de p, on a aussi Im (p) C E;.
Enfin, si u € E; alors u = u + O, et p(u) = u i.e. E; C ker (p — Idy).

Par transitivité de l'inclusion, on obtient ker (p — Idg) = Im (p) = E;.

Théoréme 20 (Caractérisation des projecteurs) :
Soit p € Z(E).

p est un projecteur <= pop = p.

Plus précisément, E = Im (p) @ ker (p) et p est le projecteur sur Im (p) parallelement & ker (p).

m I x > |z| est idem-potente mais n’est pas une projection. La linéarité est importante !

-

CHAPITRE XXVII. APPLICATIONS LINEAI

H
N

Ce théoreme signifie que I’étude des applications linéaires idem-potentes est achevée.

Méthode 3 (Montrer qu’une application linéaire est un projecteur) :
Soit p € Z(E) tel que pop = p alors :

1. p est un projecteur.
2. E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre ker (p) et Im (p) :

E =ker (p) ®Im(p).

3. p est LA projection sur Im (p) parallelement & ker (p).

Preuve : On a déja montré I'implication directe. Montrons sa réciproque.
Soit p un projecteur.
1. Montrons que Im (p) @ ker (p) = E.
— Soit u € Im (p) Nker (p).
Comme u € Im (p), Iz, € E tel que u = p(z,).
u € ker (p) = p(u) = 0g.
Or, p(u) = p(p(zy)) = p(z1) = u.
Donc u = O, et Im (p) Nker (p) C {0gx}.

L'inclusion réciproque {0} C Im (p) Nker (p) est immédiate donc Im (p) Nker (p) = {0 }.
— On aIm (p)@ker (p) C E. Pour montrer I'inclusion réciproque, raisonnons par analyse-synthése :

Analyse : Soit u € E. On cherche (z;y) € ker (p) x Im (p) tel que u =z +y.

Comme y € Im (p), il existe y; € E tel que y = p(y;)-
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Mais alors :

p(u) = p(z) + p(y)

=l

zeker(p) pep=p

Ainsi, y = p(u) et £ = u — p(u).
Syntheése : Soit u € E et posons u = u — p(u) + u. |l reste a montrer que u—p(u) € ker (p)
et u € Im (p).

p(u) € Im (p) et p(u—p(u)) = p(u)—p(p(u)) = p(u)—p(u) =0 = u—p(u) € ker (p) .

En conclusion, E = Im (p) & ker (p).

2. Pour tout u € E, on a u = p(u) + [u— p(u)].
——

EEH’E;Q) cker(p)

Si ¢ est le projecteur sur Im (p) parallelement a ker (p) alors q(x) = p(x) i.e.p = q : p est le

projecteur sur Im (p) parallélement a ker (p).
A retenir 2 :
Dans le cas d’un projecteur p, retenez bien cette décomposition commode :
Vu€eE, u= p(u) +u—p(u).
—— —————
€lm(p)  cker(p)
Exemple 19 : Considérons l'application du plan p: R? — R2
T+y T+ y)
— .
(z,y) < T
— pe Z(R?).
r+y z+vy rt+y r+vy
— p<p((x,y))> =p(< T )) = ( 5 0 5 ) = p((z,y)). Donc pop = p.

On en déduit que p est un projecteur.

De plus :

r+y r+y
2 7 2

(o) @ e (7)) o= ( ):(0,0) e y——z < (2,9) = (z,—2) < (z,y) € R(1,—1)

(z,y) €lm(p) < 2=y <> (2,9) = (0,2) < (5,y) €R(L,1).

Dong, p est le projecteur sur R(1,1) parallelement a R(1,—1).
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Figure XXVIIL.6 — Projection sur la droite y = x parallélement & y = —z dans R2.

Exercice 15 : Identifier 'endomorphisme f: R?* — R3

T —9z + Gy
Y — —15z + 10y
< —5x + 3y + 2

Définition 6 : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :
— p la projection sur E; parallelement a E,.
— q la projection sur E, parallelement a E;.

On dit que p et g sont des projecteurs associés.

Proposition 21 :
Si p et g sont deux projecteurs associés, alors :

1. p+q=1dg. 2. pog=qop=0gmr.

Exercice 16 : Soit E un K-ev et p, ¢ deux projecteurs de E.

1. Démontrer que pogq =p <= ker(q) C ker (p).
2. Démontrer que poq=¢q < Im(q) C Im (p).

Correction :
1. Comme toujours un sens facile, un sens moins facile.

Sipog=palors z € ker () = p(z) = p(q(x)) = p(0) =0 et = € ker (p).
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Donc pog=p = ker(q) C ker (p).
Réciproquement, supposons que ker (q) C ker (p).

Comme ¢ est un projecteur, tout x € E peut s'écrire de maniéere unique sous la forme = = ¢;, + g;
ou g, € ker (q) et ¢; € Im (q).

On a alors p o g(x) = poq(q;) et p(z) = plg, + @) = p(q) + p(g;).

D’une part, comme q est un projecteur g(gq;) = g, et d'autre part, comme ker (¢) C ker (p), on a
p(qx) = 0.

En conclusion, p o q(x) = p(g;) = p(x). Les applications p o g et p sont donc égales.
Le raisonnement est pratiquement identique :

Il est déja clair que ¢ =poq = Im(g) C Im (p).

Réciproquement, supposons Im (¢) C Im (p).

C’est encore plus simple en se rappelant que tout élément de Im (p) est laissé stable par p.
Soit z € E. Alors ¢(z) € Im (¢) C Im (p) et po q(z) = q(z).

Donc pogq=gq.

V.3 Symétries

Définition 7 : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un K-ev E et p le
projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement & E, ’application s = 2p — Idy.

Ve=x,+zy €Eou (z;;25) €EE; XEy, s(z) =2, —z,.

Ainsi,

T=x1+xy > X — Ty

Vocabulaire : E; est appelé sa base et E, sa direction.

Remarque : On a aussi s = p—q ou p et ¢ sont les projecteurs associés a la somme directe E = E; @ E,.

Exemple 20 : Dans &,, on considere deux vecteurs e; et e, non colinéaires.

Pour tout vecteur ¥ € 52, il existe un unique couple de réels (a; ) € R? tel que T = ae; + e,

On peut alors définir la symétrie s par rapport a D, parallelement & D, :

=2 +tTy +F— Ty— Ty

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

TIAXX 341LIdVHD

-

SFHIVINIT SNOILVIITddV




-

APPLICATIONS LINEAIRES

CHAPITRE XXVII.

H
(=)}

ENDOMORPHISMES REMARQUABLES PTSI VINCI - 2025

Figure XXVII.7 — Exemple de symétrie dans R2.

Proposition 22 (Propriétés des symétries) :
Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :
1. s€ ,2/)(]1)
2. sos=1Idg id.e. s estun automorphisme involutifde E et s 1 =s.

3. E; =ker (s —1Idg) i.e. E; est I'ensemble des vecteurs invariants par s.

4. E, = ker (s + Idw) 7.e. E, est I’ensemble des vecteurs changés en leur opposé par s.
2 \ E 2 S

En particulier, si s est une symétrie alors ker (s — Idg) @ ker (s + Idy) = E.

Preuve : Soit E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallélement a E,.

1. Soient u, v € E et A € K. On pose u = u; + uy ob (uj,uy) € E; x Ey et v = vy + v,
(v1,v9) € E; x E,.

Alors Au + v = A(uy + uy) + vy + vy = Auy + vy + Aug + vs.
SN cE,

Donc s(Au+v) = (Au; +v;) — (Aug + v9) = AMuy — ug) + (v; —vy) = As(u) + s(v).
On a bien s € Z(E).
2. Soit u € E. On pose u = u; + uy ou (uq,uy) € E; x Es.

s(s(u))

Dol s 05 = Idg.

s(uy —ug) = uy + uy = u = Idg(u).

F. PUCCI
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Remarque : sos=(p—q)o(p—q) =pop—poqg—qop+qoq=p+q=1dg.
3. Soit u € E. On pose u = u; + uy ou (ug,uy) € E; x Es.

u€cker(s—1Idg) < s(u) —u=0g <= 2uy =0 <= uy =0 <= u=u; <= ueck.

D'ou ker (s — Idg) = E;.
4. Avec les mémes notations :

u€ker(s+1dg) < s(u)+u=0g <= 2u; =0 <= u; =05 <= u=1u, < u€ E,.

D'ou ker (s + Idy) = E,

Ces conditions signifient simplement que ce par rapport & quoi on symétrise E; = ker (s — Idy) est laissé
fixe par s, et ce parallelement & quoi on symétrise E, = ker (s + Idy) est envoyé sur son opposé.

Théoréme 23 (Caractérisation des symétries) :
Soit s € Z(E).

s est une symétrie <= sos = Idg.

Plus précisément, E = ker (s — Idg) @ ker (s + Idg) et s est la symétrie par rapport a ker (s — Idy)
parallelement a ker (s + Idg).

ATTENTION

Comme pour les projecteurs, ce théoréme signifie que I’étude des applications linéaires involutives est
achevée.

1
x > — est involutive mais n’est pas une symétrie. La linéarité est importante !
x

Preuve : Une fois encore, on a déja montré le sens direct. Montrons le sens réciproque.

1. Posons E; = ker (s — Idy) et E5 = ker (s + Idy) et montrons que E; @ E, = E.

u € ker (s — Idg) donc s(u) =u ouis 1 = 0
u € ker (s + Idg) s(u) = —u B

Dot E; NE, C {0g} et par suite, E; NE, = {0y}
— OnaE, ®E, CE.

Soit u € E. Ecrivons u = %[u + s(u)]+ %[u — s(u)].

Uy Ug

Onas(uy) =s (;[u + s(u)]) = %(s(u) + u) = uy. Donc uy € ker (s — 1dp) = E;.
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Et s(uy) = s <;[u — s(u)]) = %(s(u) —u) = —uy. Donc u, € ker (s + Idy) = E;.

Dot u € E; @ Ey. On a démontré E C E; @ E, et finalement E; @ E, = E.
2. La symétrie par rapport a E; parallélement a E, est correctement définie. Notons-la S, et montrons

que s = S.

Soit u € E. Ecrivons u = %[u + s(u)]+ %[u — s(u)].

cE; €E,
On a donc S(u) = %[u + ()] — %[u — s(u)] = s(u). CQFD.

Remarque : On peut montrer ce résultat d’'une maniére moins constructive mais en se servant de ce que

Id
I'on a déja fait. On pose pour cela p = HTE € Z(E) et on utilise le théoreme (20) :
s+ 1dg) o (s+1d sos+s+s+1d s+1d
1.pop:( E)4( E)Z : E _ 2E:p

Donc p est un projecteur.

2. p est donc un projecteur sur E; = Im (p) = ker (p — Idy) parallelement a E, = ker (p) qui sont en
somme directe dans E.

Par définition, s = 2p — Idy, est donc bien une symétrie par rapport a

I —1
E, = ker (5+2dE —IdE> — ker (s QdE) = ker (s — Idg)

s+ 1dg

et parallelement a E, = ker ( ) = ker (s + Idg).

Méthode 4 (Montrer qu’une application linéaire est une symétrie) :
Soit s € Z(E) tel que s o s = Idy alors :
1. s est une symétrie.

2. E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre ker (s — Idy) et
ker (s + Idg) :
E = ker (s — Idg) & ker (s + Idg).

3. s est LA symétrie par rapport a ker (s — Idy) parallélement a ker (s + Idg).

A retenir 3 :
Dans le cas d’une symétrie s, retenez bien cette décomposition commode :

U+ s(u u— s(u
(W  u—s@w
2 2
S — e’ N — e’
eker (s—Idy)  €ker (s+ldg)

VueE, u=

Remarque : Comme pour les projecteurs, on pourrait envisager une décomposition de E de la forme
E = ker (s) @ Im (s) mais sachant que s est bijective, cette décomposition est, somme toute, triviale et
inutile.
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Exemple 21 : Soit S: R? — R?
(@,y) — (y,2)

— S e Z(R?).
— S(5((z,9))) = S((y, ) = (z,y) d’ou S o S = Idg.
On en déduit que S est une symétrie.
De plus,
(x,y) €ker (S —1dy) <= (y,z) =(z,y) <= z=y < (z,y) = (z,2) < (z,y) € R(1,1).

(z,y) € ker (S+1dg) <= (y,z) = (—x,—y) <= z=—y <= (z,y) = (z,—z) < (z,y) € R(1,-1).

Donc S est la symétrie par rapport a R(1, 1) parallelement a R(1,—1).

ker (s —Idg) =R (151)

ker (s +Idg) = R(1;—1)

Figure XXVII.8 — Symétrie par rapport a la droite y = x et parallelement & y = —x dans
R2.

Exercice 17 : Soit E=K3, F = {(z,y,2) /2 + 2y + 2 =0} et G = vect ((1,1,1)).
1. Vérifier que F & G = E.
2. Soit s la symétrie de base F de direction G. Pour tout (z,vy,2) € K3, déterminer s((z,y, 2)).

Correction :

1. F est le noyau de la forme linéaire non nulle ¢ : (z,y, z) — x + 2y + z donc un hyperplan de E.
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On sait qu'il est supplémentaire de toute droite dirigée par un vecteur ne lui appartenant pas. Comme
(1;1;1) ¢ F, alos E=F & G.
x
2. Soit u | ¥ | € E. D'apres la question précédente, il existe un unique couple (f;g) € F x G tel que :
z

u=f+g.

On sait alors que s(u) = f—g=(u—g) — g =u—2g.
Il reste donc seulement a trouver les coordonnées de g en fonction de z, y, z.
Comme f € F, o(f) =0 et p(u) = p(g) par linéarité de .

Par linéarité toujours, en écrivant g = A (1;1;1) avec A € K, on trouve

o(u) = Ap 1 = r+2y+z=4\

1 1
Finalement, A = 7 (x 4 2y + 2) puis g = 1 (x+2y+2) |1

D'ou,
T T 1 1 T—2y—z
s Yy =1Y —§(x+2y+z) 1|{=+2 —r— 2z
z z 1 —z—2y+ =z

Un ingénieur, un physicien, un mathématicien doivent parquer un troupeau de moutons avec
le moins de barbelé possible.

L’ingénieur prend son barbelé et fait le tour du troupeau.

Le physicien va chercher des chiens de berger pour les rassembler et fait le tour du troupeau
avec le barbelé.

Le mathématicien prend 20 cm de barbelé et se les met autour de la taille et définit I’enclos
comme [’ensemble ot il n’est pas.
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