Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 27




© Isomorphismes en dimension finie
e Définition d’une application linéaire
© Rang d’une application linéaire

e Formes linéaires et hyperplans

© Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries




our comparer des structures mathématiques
du méme type, on considere les applications d’'un ensemble
dans un autre qui préservent les opérations définies sur ces ensembles :

m Lorsque I'on étudie des ensembles, on s’intéresse aux applications bijectives,
qui préservent le « nombre d’éléments » de I’ensemble.

m En analyse, on étudie les fonctions continues, qui préservent 'opération de
limite

m En algébre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la
structure d’espace vectoriel, c’est-a-dire, les applications d’un espace
vectoriel dans un autre qui préservent ’addition et la multiplication par un
scalaire : les applications linéaires.

es applications linéaires sont donc des applications « naturelles »
dans les espaces vectoriels, qui apparaissent dans tous les domaines
des mathématiques, et pour lesquels une étude tout a fait générale
et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un peu mieux la
puissance de I'algebre linéaire pour résoudre des problemes de maths tres divers.
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our comparer des structures mathématiques
du méme type, on considere les applications d’'un ensemble
dans un autre qui préservent les opérations définies sur ces ensembles :

m Lorsque I'on étudie des ensembles, on s’intéresse aux applications bijectives,
qui préservent le « nombre d’éléments » de I’ensemble.

m En analyse, on étudie les fonctions continues, qui préservent 'opération de
limite

m En algébre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la
structure d’espace vectoriel, c’est-a-dire, les applications d’un espace
vectoriel dans un autre qui préservent ’addition et la multiplication par un
scalaire : les applications linéaires.

es applications linéaires sont donc des applications « naturelles »
dans les espaces vectoriels, qui apparaissent dans tous les domaines
des mathématiques, et pour lesquels une étude tout a fait générale
et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un peu mieux la
puissance de I'algebre linéaire pour résoudre des problemes de maths tres divers.

Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on
considérera que E est un K-espace vectoriel avec K réduit & R ou C.
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e Isomorphismes en dimension finie

© 6 0 O

@ Groupe linéaire

@ [somorphismes et bases

@ Espaces isomorphes

Définition d’une application linéaire
Rang d’une application linéaire
Formes linéaires et hyperplans

Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries




Dans le contexte général une application f: X + Y est bijective si, et
seulement si il existe g : Y — X une application telle que :

gof=Ildy et fog=Idy.

Dans ce cas ¢ est unique, noté f~! et appelé inverse de f.

De plus, f~!:Y — X est bijective d’inverse f.
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En particulier, on se rappellera, notamment pour la démonstration de la
proposition (4) , que :

m Une fonction f qui admet un inverse a gauche i.e. go f = Idy, est injective.
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Dans le contexte général une application f: X + Y est bijective si, et
seulement si il existe g : Y — X une application telle que :

gof=Ildy et fog=Idy.

Dans ce cas ¢ est unique, noté f~! et appelé inverse de f.

De plus, f~!:Y — X est bijective d’inverse f.

En particulier, on se rappellera, notamment pour la démonstration de la
proposition (4) , que :

m Une fonction f qui admet un inverse a gauche i.e. go f = Idy, est injective.

m Une fonction f qui admet un inverse & droite i.e. f o g = Idy,, est surjective.

Dis autrement dans un langage de groupe, f est bijective si, et seulement si
est inversible dans (¥ (X;Y),o0).




Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

e fest un isomorphisme si, et seulement si f un homomorphisme (d’espaces
vectoriels) bijectif. On note Jsom (E;F) leur ensemble.
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Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

e fest un isomorphisme si, et seulement si f un homomorphisme (d’espaces
vectoriels) bijectif. On note Jsom (E;F) leur ensemble.

e f est un automorphisme de E si, et seulement si f est un endomorphisme
bijectif. Leur ensemble est noté GI(E).

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

f€Jsom (E;F) < feIsom(F;E).

Vocearulaire :Deux espaces vectoriels sont dit isomorphes s’il existe un
isomorphisme entre eux.




Exemples | :

m K" et M, ;(K) sont isomorphes avec pour isomorphisme :

(Il,...,:cn)>—>( 21 )

C’est cet isomorphisme qui permet d’identifier K" et M, ;(K), de fagon légérement
abusive, mais transparente.




Exemples | :

m K" et M, ;(K) sont isomorphes avec pour isomorphisme

(Il,...,:cn)>—>( 21 )

C’est cet isomorphisme qui permet d’identifier K" et M, ;(K), de fagon légérement
abusive, mais transparente.

Suites géométriques

— R est un isomorphisme.
de raison ¢ # 0

(un)new = Y




Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

@ La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.




Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

@ La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

© La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme :
vV f e Isom(E;F), g€ Isom (F;G),

fogeJsom (E;G) et (fog) t=glof ™t




Exemple 2 (Isomorphisme en analyse) :

Soient (a;b;c) € R? avec a # 0.
Considérons I’ensemble § des fonctions y : R — K de classe C? telles que :

ay” + by’ + cy = 0.
Alors :

@ § est un sous espace vectoriel de €2 (R;K).




Exemple 2 (Isomorphisme en analyse) :

Soient (a;b;c) € R? avec a # 0.

Considérons I’ensemble § des fonctions y : R — K de classe C? telles que :
ay” + by’ + cy = 0.

Alors :

@ § est un sous espace vectoriel de €2 (R;K).

© Pour tout réel t;, Papplication Tj: § — K2 est un isomorphisme

y = (y(to);y (to))

de 8 dans K2 puisqu’elle est linéaire et bijective d’apres le théoréme de
Cauchy-Lipschitz.




Montrer que I'application S : f — (f’, £(0)) est un isomorphisme de €* (R;R)
sur C° (R;R) x R.




Montrer que I'application S : f — (f’, £(0)) est un isomorphisme de €* (R;R)
sur C° (R;R) x R.

Cet isomorphisme est un peu surprenant car C*(R,R) est a la fois beaucoup plus
petit que C°(R,R) et isomorphe d C°(R,R) x R, donc plus gros que C°(R,R) !
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Soit E un K-ev.

L’ensemble des automorphismes de E muni de la composition est un groupe,
appelé groupe linéaire de E et noté GI(E).
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Soit E un K-ev.

L’ensemble des automorphismes de E muni de la composition est un groupe,
appelé groupe linéaire de E et noté GI(E).

Exemples 3 :
m (z;y) — (z +y;z —y) est un automorphisme de R2.
m Les homothéties non nulles A\.Idy avec A # 0 sont des automorphismes de E avec
(Aldg) " = AL1dy.

m Les symétries s € £(E) i.e. s2 = Idy, sont des automorphismes de E tels que

S 1=S.




I. Isomorphismes en dimension finie
1. Groupe linéaire

L’ensemble (()(E)7 +, 0) est ce qu’on appelle un anneau non commutatif.

L’addition joue son role usuel et la composition joue & peu de choses prés le role
de la multiplication dans les ensembles de nombres usuels (R ou C par exemple).

En effet, la composition admet un élément neutre qui est lapplication identité et
elle est distributive par rapport a l’addition, tout comme le produit dans les
ensembles de nombres mais toutes les applications linéaires ne sont pas
inversibles (seuls les automorphismes le sont).

En ce sens, GI(E) peut également étre vu comme [’ensemble des éléments
inversibles de £(E).

En fait, nous verrons plus loin que la composition d’applications linéaires
s’identifie effectivement a un produit, celui des matrices. Pour I’instant, nous
utilisons déja cette analogie pour justifier ’énorme abus de notation suivant :
pour une application linéaire, on notera fo f = f% (un carré au sens « produit »
naurait en général aucun sens), et plus généralement f™ la composée de fn f ;
par elle-méme.
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Montrer que I'application suivante est un automorphisme et expliciter son
automorphisme réciproque.

v R3 — R3
T+ 4z
(x;y;2) — |T+ty—2
2y + 2
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Analysons maintenant le lien entre les propriétés d’une application linéaire et
celles de familles particuliéres des espaces vectoriels concernés. Que se passe-t-il
durant le transport ?

Tout d’abord un petit lemme utile en pratique :

Soient E et F deux K-ev et f € £(E,F). On suppose E de dimension finie.

L’image de toute famille génératrice de E est génératrice de Im (f).




Analysons maintenant le lien entre les propriétés d’une application linéaire et
celles de familles particuliéres des espaces vectoriels concernés. Que se passe-t-il
durant le transport ?

Tout d’abord un petit lemme utile en pratique :

Soient E et F deux K-ev et f € £(E,F). On suppose E de dimension finie.

L’image de toute famille génératrice de E est génératrice de Im (f).

Déterminer une base de Im (f) avec

78 R3 — [R3
a2 2= Q) = 2

(5y;2) +— T+ z
—r—z
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Soient E et F deux K-ev et f € £(E,F). On suppose E de dimension finie.

@ f est injective <= l'image par f d’une base de E est une famille libre.
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Soient E et F deux K-ev et f € £(E,F). On suppose E de dimension finie.

@ f est injective <= l'image par f d’une base de E est une famille libre.

@ f est surjective <= l’image par f d’une base de E est une famille
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© f est bijective <= l'image par f d’une base de E est une base de F.




Soient E et F deux K-ev et f € £(E,F). On suppose E de dimension finie.

@ f est injective <= l'image par f d’une base de E est une famille libre.

@ f est surjective <= l'image par f d’une base de E est une famille
génératrice.

© f est bijective <= l'image par f d’une base de E est une base de F.

Exemple 4 (Important) :

Soient E un K-ev de dimension finie et (e, ...,¢,,) une base de E.

Comme f: E + Im (f) est surjective, on déduit de la propriété précédente que
(f(e1), ..., f(e,)) est une famille génératrice de Im (f).

Ainsi, on retrouve :

Im (f) = vect (f(eq), -, f(en)) -




Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base
de leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives ? surjectives ?

Q (2z,y) — (y —3z,52 +2y,x +y).
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Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base
de leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives ? surjectives ?

Q (z,y) — (y—3z,50 + 2y, +y).
Q@ P+— P —XP’ —P(0) de R[X] dans lui-méme.
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Si deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes,
alors ils ont la méme dimension.
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On verra plus loin (confer corollaire (3) ) que la réciproque est vraie.
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On verra plus loin (confer corollaire (3) ) que la réciproque est vraie.

Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £(E,F). Alors :

(7) fest surjective <= (ii) fest injective <= (iit) f est bijective.




Si deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes,
alors ils ont la méme dimension.

On verra plus loin (confer corollaire (3) ) que la réciproque est vraie.

Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £(E,F). Alors :

(7) fest surjective <= (i1) fest injective <= (i) f est bijective.

En dimension finie, pour montrer qu’un endomorphisme de E est bijectif, il
suffit de montrer que f est injectif (en montrant par exemple que ker (f) = {0g})
ou que f est surjectif (en montrant Im (f) =F).
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Exemple S (PolynSmes de Laaranae) :

Soient oy, ay, ..., a,, € K des scalaires deux a deux distincts et définissons ’application :
b KuX] — K
P = (P(O‘O)’P(al)z"'vp(an))

Alors :
@ ¢ est lindaire.
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Soient oy, ay, ..., a,, € K des scalaires deux a deux distincts et définissons ’application :
b KuX] — K
P = (P(O‘O)’P(al)z"'vp(an))

Alors :
@ ¢ est lindaire.

© ¢ est bijective car aisément injective entre deux espaces de méme dimension n + 1.




Exemple S (PolynSmes de Laaranae) :

Soient oy, ay, ..., a,, € K des scalaires deux a deux distincts et définissons ’application :
v K,[X] — Kt
P = (Plag),Play),....P(ay))
Alors :
@ ¢ est lindaire.

© ¢ est bijective car aisément injective entre deux espaces de méme dimension n + 1.

© L’image par ¢! de la base canonique de K"*! est une base de K,,[X] qui n’est
autre que la base des polynoémes de Lagrange (L, ..., L,,) associée & (ag, ..., a,,) :

) o X —a

Vi€ [0;n], Li(a;) =6;; avec Li:]-_-[a-—a-'
j=0 J
J#i

Toute fonction définie sur un ensemble contenant les @ coincide en chacun de ces
(n+ 1) points avec le polyndéme défini par :

P= Z flog)Ly.
=0




Montrer que P +— (P(0),P’(0),...,P™(0)) est un isomorphisme de K, [X]
sur KL,




Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit
f+ Er— F une application linéaire.
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Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit
f+ Er— F une application linéaire.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ / est un isomorphisme de E sur F.
© [ est inversible a gauche i.e. 3g € £ (F;E), go [ = Idg.
© f est inversible a droite i.e. 3h € L (F;E), foh = Idp.

De plus, les inverses & gauche et & droite coincident nécessairement avec f~!.

Moralité : En dimension finie, I’existence d’un inverse a gauche ou a droite suffit
a l'existence d’un inverse et, dans tous les cas, c’est le méme.




ATTENTION

Ce résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas les espaces
E et F de méme dimension finie.

En effet, la dérivation D, par exemple, a un inverse a droite
tel que Do P =Idy, mais on a P oD # Idj.

En particulier, D n’est pas un isomorphisme.




Précisons quelques propriétés des espaces isomorphes.

On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, s’il
existe un isomorphisme f entre eux.
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On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, s’il
existe un isomorphisme f entre eux.

Remaraque : La relation =~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des
espaces vectoriels (pas forcément de dimension finie).




Précisons quelques propriétés des espaces isomorphes.

On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, s’il
existe un isomorphisme f entre eux.

Remaraque : La relation =~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des
espaces vectoriels (pas forcément de dimension finie).

Une mathématicienne a son ami :
- Es-tu fideéle ?

- Oui, a isomorphisme prés.




Soit E un K-ev et F = (z1,-+,7,) une famille de vecteurs de E.

On considére 'application O KP — E
P

A dy) = > Az,
i=1

m ¢, est linéaire;
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Soit E un K-ev et F = (z1,-+,7,) une famille de vecteurs de E.

On considére 'application O KP — E
P

A dy) = > Az,
i=1

m ¢, est linéaire;
m 7 est génératrice <= ¢, est surjective;

m 7 est libre < ¢4 est injective;




Soit E un K-ev et F = (z1,-+,7,) une famille de vecteurs de E.

On considére 'application O KP — E
P

A dy) = > Az,
i=1

m ¢, est linéaire;

m 7 est génératrice <= ¢, est surjective;
m 7 est libre < ¢4 est injective;

m 7 est une base de E <= ¢4 est bijective;




@ Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe & K™.
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@ Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K”.

© Deux K-ev de méme dimension finie sont isomorphes.

En combinant le corollaire (2) et le corollaire (3) on obtient :

Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si
ils ont méme dimension.




@ Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K”.

© Deux K-ev de méme dimension finie sont isomorphes.

En combinant le corollaire (2) et le corollaire (3) on obtient :

Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si
ils ont méme dimension.

Si on considére I’ensemble des espaces vectoriels de dimension finie, les classes
d’équivalences pour la relation ~ sont donc paramétrées par N.
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Pour montrer que E est de dimension finie n, on dispose de deux méthodes :

m exhiber une base de n vecteurs.




Pour montrer que E est de dimension finie n, on dispose de deux méthodes :

m exhiber une base de n vecteurs.

m exhiber un isomorphisme avec un espace dont on sait qu’il est de dimension
n.




Exemples & :

m K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
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m K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
m R? et R3 ne sont pas isomorphes

m K, [X] et K1 sont isomorphes




Exemples & :

K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
R? et R3 ne sont pas isomorphes
K, [X] et K**! sont isomorphes

L’ensemble § des fonctions 3 : R — K de classe €2 telles que ay” + by’ + cy = 0 est
un sous-espace vectoriel de €2 (R;K) de dimension 2, puisqu’on a vu que
I’application :

To: § — K2
y = (ylto);y (o))

est un isomorphisme de 8 dans K2.




Exemples & :

K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
R? et R3 ne sont pas isomorphes
K, [X] et K**! sont isomorphes

L’ensemble § des fonctions 3 : R — K de classe €2 telles que ay” + by’ + cy = 0 est
un sous-espace vectoriel de €2 (R;K) de dimension 2, puisqu’on a vu que
I’application :

To: § — K2
y = (ylto);y (o))
est un isomorphisme de 8 dans K2.

L’ensemble 8, des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 ¢.e. vérifiant une relation
de la forme w,, 5 = au,, | + bu,, avec (a;b) # (0;0) est un sous-espace vectoriel de
KN de dimension 2 en considérant I’isomorphisme :

TS, — K2

(un)nEN — (uo ;ul)




o Isomorphismes en dimension finie

e Définition d’une application linéaire
@ A partir de 'image d’une base
@ A partir d’espaces supplémentaires

0 Rang d’une application linéaire

Q Formes linéaires et hyperplans

Q Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries




Exemple 7 :

Soit E un espace de dimension finie n et B = (e, ..., ¢e,) une base de E.

Vi € [1;n], application ¢; : E — K est une forme linéaire appelée
(Ilv"wa:n)fs’ — T

fonction i°™€ coordonnée.

En particulier, ¥V (i;5) € [1;n] x [15n], ¢;(e;) = d;;




On considere E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

Pour toute base B = (e,,,¢,) de E et toute famille ¥ = (f,,-, f,,) de
vecteurs de F, il existe une, et une seule application linéaire g de E dans F

vérifiant :
vie[l;n], gle)=f;




On considere E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

Pour toute base B = (e,,,¢,) de E et toute famille ¥ = (f,,-, f,,) de
vecteurs de F, il existe une, et une seule application linéaire g de E dans F

vérifiant :
Vie[l;n], gle)=f;

m Une application linéaire est uniquement déterminée par I’'image d’une base.
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On considere E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

Pour toute base B = (e,,,¢,) de E et toute famille ¥ = (f,,-, f,,) de
vecteurs de F, il existe une, et une seule application linéaire g de E dans F

vérifiant :
Vie[l;n], gle)=f;

m Une application linéaire est uniquement déterminée par I’'image d’une base.

m Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.
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Exemple 8 :

Considérons ’ensemble P des vecteurs du plan muni d’une base (f, f)

La donnée de f (i) = 3i — 2j et f(j) =i+ j suffit & définir f € £(P).

Par exemple, si i = 30+ 5]_", ona f(u)=..




Une application :

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors £ (E;F) est un espace vectoriel de dimension finie et :

dim (£ (E;F)) = dim (E) x dim (F) .




Une application :

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors £ (E;F) est un espace vectoriel de dimension finie et :

dim (£ (E;F)) = dim (E) x dim (F) .

Exemple 9 (Dimension du dual en dimension finie) :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

L’ensemble E* = £ (E; K) des formes linéaires sur E a donc méme dimension que E.

—




Considérons (e, ..., e, ) une base de E et (¢4, ..., ¢, ) les applications
coordonnées correspondantes.

Montrer que (¢q, ..., ¢, ) est une base de E*; appelée base duale de (eq,...,¢,).




Soient E et F deux K-ev et f € £(E;F);

Si E=E; ®E, alors f est entierement déterminée par ses restrictions a E;
et E,.




Soient E et F deux K-ev et f € £(E;F);

Si E =E; ®E, alors f est enticrement déterminée par ses restrictions a E;
et E,.

Soit E un R-ev et f € £(E) tel que f? — 3f + 2Id = 0.

@ Montrer que ker (f — Idg) Nker (f — 2Idy) = {0}.

>




Soient E et F deux K-ev et f € £(E;F);

Si E =E; ®E, alors f est enticrement déterminée par ses restrictions a E;
et E,.

Soit E un R-ev et f € £(E) tel que f? — 3f + 2Id = 0.

@ Montrer que ker (f — Idg) Nker (f — 2Idy) = {0}.

© Simplifier (f —Idg) o (f — 2Idg).
En déduire que Im (f — 2Idg) C ker (f — Idy).

>
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Soient E et F deux K-ev et f € £(E;F);

Si E =E; ®E, alors f est enticrement déterminée par ses restrictions a E;
et E,.

Soit E un R-ev et f € £(E) tel que f? — 3f + 2Id = 0.

@ Montrer que ker (f — Idg) Nker (f — 2Idy) = {0}.

© Simplifier (f —Idg) o (f — 2Idg).
En déduire que Im (f — 2Idg) C ker (f — Idy).

© Montrer que Im (f — Idy) C ker (f — 21dy).

>
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Soient E et F deux K-ev et f € £(E;F);

Si E =E; ®E, alors f est enticrement déterminée par ses restrictions a E;
et E,.

Soit E un R-ev et f € £(E) tel que f? — 3f + 2Id = 0.

@ Montrer que ker (f — Idg) Nker (f — 2Idy) = {0}.

© Simplifier (f —Idg) o (f — 2Idg).
En déduire que Im (f — 2Idg) C ker (f — Idy).

© Montrer que Im (f — Idy) C ker (f — 21dy).
@ Prouver que E = ker (f — Idy) @ ker (f — 21dy)

Aide : Idg = (f—IdE)—(f—zlda
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)

Isomorphismes en dimension finie

Définition d’une application linéaire
Rang d’une application linéaire

@ Généralités

@ Rang d’une composée

@ Théoréme du rang

Formes linéaires et hyperplans

Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries




Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € £(E, F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :
rg (f) = dim (Im (f)).

Exemples O :

m Le rang de l'application nulle est nul : rg (OL(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.




Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € £(E, F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :
rg (f) = dim (Im (f)).

Exemples O :

m Le rang de l'application nulle est nul : rg (OL(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.

O R ¢ R2 — R alorsrg(p;) =1.

(zy) +— =




Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € £(E, F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :
rg (f) = dim (Im (f)).

Exemples O :

m Le rang de l'application nulle est nul : rg (OL(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.

O R ¢ R2 — R alorsrg(p;) =1.

(zy) +— =

m Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (p) = 1.




Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € £(E, F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :
rg (f) = dim (Im (f)).

Exemples O :

m Le rang de l'application nulle est nul : rg (OL(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.

O R ¢ R2 — R alorsrg(p;) =1.
(zy) +— =

m Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (p) = 1.

m Si E=F® G, et p est le projecteur sur F parallelement a G, alors rg (p) = dim (F).




Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € £(E, F).

On appelle rang de f la dimension de Im (f) :
rg (f) = dim (Im (f)).

Exemples (O :
m Le rang de l'application nulle est nul : rg (OL(E;F)) =0, et c’est la seule telle
application.
mSip : R? — R alors rg(p;) = 1.
(zy) +— =
m Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (p) = 1.

m Si E=F® G, et p est le projecteur sur F parallelement a G, alors rg (p) = dim (F).
m Si E est de dimension finie et A # 0, alors rg (Aldy) = dim (E).




Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £ (E; F).

rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)) .

Plus précisément :
@ Si F est de dimension finie, f est de rang fini et rg (f) < dim (F), avec
égalité si, et seulement si f est surjective.

1
E a

Figure 1 — En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de
définition.




Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £ (E; F).

rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)) .

Plus précisément :

@ Si F est de dimension finie, f est de rang fini et rg (f) < dim (F), avec
égalité si, et seulement si f est surjective.

© Si E est de dimension finie, f est de rang fini et rg (f) < dim (E), avec
égalité si, et seulement si f est injective.

1
E &

Figure 1 — En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de
définition.




Figure 2 — f est injective si, et seulement si Figure 3 — f est surjective si, et seulement
rg (f) = dim (E). si rg (f) = dim (F).




Soit E un K-ev de dimension finie et soit f € £L(E).

Montrer que
E=ker(f)®Im(f) < E=ker(f)+Im(f) < ker(f)NIm(f)={0g}.




Soient E, F, G des K-ev. On consideére f € £(E,F) et g € £(F,G).
Alors :

rg(ge f) < min (rg (f);rg(9)) -




Soient E, F, G des K-ev. On consideére f € £(E,F) et g € £(F,G).

Alors :
rg(go f) < min(rg (f);rg(9))-

Soient E, F, G, H des K-ev et f € £(E,F).
Siue £(G;E) et ve £(F;H) sont des isomorphismes alors :

rg (f) =rg(fou) =1g(vo f).

Le rang est inchangé par isomorphisme. I




On consideére deux endomorphismes f et g d’un espace E de dimension finie.

Etablir que |rg (g) — g (f)| <rg(g+ f) <18(9) + 18 (f).




Soient E et F deux K-ev avec E de dimension finie. On considére f € £(E,F).

Tout supplémentaire de ker (f) est isomorphe & Im (f).

En particulier,
dim (ker (f)) +rg (f) = dim (E).




Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I'espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).




Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I'espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

© La dimension de 'espace d’arrivée n’intervient pas.




Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I'espace de départ.

C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).
© La dimension de l'espace d’arrivée n’intervient pas.

@ Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant
les 2 quantités que I’on connait, on peut en déduire la 3%™e,




ITI. Rang d’une application linéaire

3. Théoréme du rang

Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I’espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

© La dimension de 'espace d’arrivée n’intervient pas.
@ Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant
les 2 quantités que ’on connait, on peut en déduire la 3™,

@ Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’aprés le théoréme du
rang :
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ITI. Rang d’une application linéaire

3. Théoréme du rang

Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I’espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

© La dimension de 'espace d’arrivée n’intervient pas.
@ Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant
les 2 quantités que ’on connait, on peut en déduire la 3™,

@ Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’aprés le théoréme du
rang :
® Il n’existe pas de d’application linéaire injective de R® dans R2.
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ITI. Rang d’une application linéaire

3. Théoréme du rang

Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I’espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

© La dimension de 'espace d’arrivée n’intervient pas.
@ Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant
les 2 quantités que ’on connait, on peut en déduire la 3™,

@ Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’aprés le théoréme du
rang :
® Il n’existe pas de d’application linéaire injective de R® dans R2.
® Il n’existe pas de d’application linéaire surjective de R? dans R3.
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Remaraques :

@ La dimension de I'image Im (f) est inférieure ou égale & la dimension de
I'espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

© La dimension de l'espace d’arrivée n’intervient pas.

@ Cette formule permet de trouver dim (E), rg (u) ou dim (ker (u)) : suivant
les 2 quantités que I’on connait, on peut en déduire la 3%™e,
@ Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’apres le théoréme du
rang :
® Il n'existe pas de d’application linéaire injective de R® dans R2.
® Il n’existe pas de d’application linéaire surjective de R? dans R3.

f: R2? — R3 est linéaire, injective, mais non surjective.

(xvy) — (w,y,x—y)
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@ Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.




@ Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.
@ f:R?— R3 définie par f((z,v)) = (4z,y — z,2z + y).




@ Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.
@ f:R?— R3 définie par f((z,y)) = (4z,y —z,2z + y).
© g : R® — R? définie par g((z,y,2)) = 2z +y — 2,2 —y).




@ Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.
@ f:R?— R3 définie par f((z,y)) = (4z,y —z,2z + y).
© g : R® — R? définie par g((z,y,2)) = 2z +y — 2,2 —y).

@ Déterminer une base du noyau, et une base de I’image pour chacune d’elles.
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ATTENTION

Il s’agit d’une égalité de dimension, pas d’espaces! On n’a
pas, en général, E = Im (f) @ ker (f) : ker (f) et Im (f) ne
sont pas nécessairement supplémentaires.

m En général, ils ne sont méme pas dans le méme espace
(ker (f) CEet Im(f) CF)!




ATTENTION

Il s’agit d’une égalité de dimension, pas d’espaces! On n’a
pas, en général, E = Im (f) @ ker (f) : ker (f) et Im (f) ne
sont pas nécessairement supplémentaires.

m En général, ils ne sont méme pas dans le méme espace
(ker (f) CEet Im(f) CF)!

m Méme lorsque f est un endomorphisme, on n’a pas
nécessairement ker (f) @ Im (f) = E!

Par exemple, pour f: R? — R? On a
(z,y) +— (5,0).

ker (f) =Im(f) =R (1;0) : ker (f) et Im (f) ne sont pas
supplémentaires dans R2.




A Paide du théoreme (13) on redémontre aisément des résultats connus :

@ Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £ (E;F).
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.




A Paide du théoreme (13) on redémontre aisément des résultats connus :

@ Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £ (E;F).
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.
© Soient E un K-ev de dimension finie et f € £(E).

ker (f) ={0} <= Im(f) =E < rgf=dim(E) < [ € GlI(E)




ATTENTION

Ce corollaire n’est plus vrai en dimension infinie!

mg: RX] — R[X] estunendomorphisme injectif, mais

P — XP
non surjectif.




ATTENTION

Ce corollaire n’est plus vrai en dimension infinie!

mg: RX] — R[X] estunendomorphisme injectif, mais

P — XP
non surjectif.

mh: RX|] — R[X] estun endomorphisme surjectif, mais

P — P
non injectif.




Soit E = R, [X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré

inférieur ou égal & n (n entier naturel donné).

Soit ¢ 'application définie par :

VP E€E, ¢(P) =P(X+1)—P(X).

@ Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
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Soit E = R, [X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & n (n entier naturel donné).

Soit ¢ 'application définie par :
VP €E, ¢(P) =P(X +1) — P(X).

@ Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
© Déterminer ker () et Im (¢).
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Isomorphismes en dimension finie

Définition d’une application linéaire

Rang d’une application linéaire

Formes linéaires et hyperplans

@ Equations linaires

@ Hyperplans

@ Interprétation géométrique d’un systéme d’équations linéaires homogene

Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries




m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :




m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
e f: E+— F | une application linéaire.




m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
e f: E+— F | une application linéaire.
e b c F, appelé second membre de ’équation.




m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
e f: E+— F | une application linéaire.
e b c F, appelé second membre de ’équation.
e 1 € E, un vecteur quelconque.




m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
e f: E+— F | une application linéaire.
e b c F, appelé second membre de ’équation.
e 1 € E, un vecteur quelconque.

m On appelle équation homogene associée a f(z) = b 1’équation linéaire

f(z) = Op.




Soit f: E+— F | une application linéaire.

@ L’ensemble (8;) des solutions de f(z) = Oy est ker (f).




Soit f: E+— F | une application linéaire.

@ L’ensemble (8;) des solutions de f(z) = Oy est ker (f).

© L’ensemble (8) des solutions de f(z) = b est non vide si, et seulement si
b € Im(f) et, dans ce cas :

(&) = z¢ + (So)s

ol x, est une solution particuliére de f(z) = b.




Soit f: E+— F | une application linéaire.

@ L’ensemble (8;) des solutions de f(z) = Oy est ker (f).

© L’ensemble (8) des solutions de f(z) = b est non vide si, et seulement si
b € Im(f) et, dans ce cas :

(&) = z¢ + (So)s

ol x, est une solution particuliére de f(z) = b.

Remaraue : Si f est bijective, '’équation linéaire f(z) = b admet une unique

solution.




Exemples 13 :

m Un systeme d’équations linéaires de n équations a p inconnues :

11T+ a1p%y  +
Gy 1T7  +  Ag0%y

Gp 1Ty T QpoTy T+

est une équation linéaire f(X) =B avec

I KP —  Kk»

(11T + Qg 2%g + ...

(‘Ilv---7xp) —

Oy 1T1 + Ay 2T + .o

a1 pTy

+ a7,

+ 0,7,
aF @y pTp

+ay Ty




Exemples 3 :

m Les droites, les plans de I’espace sont caractérisés par une équation linéaire.
o (P)={(z;y;2) €R?/®(z;y;2) = Og} = ' (0O) ot
o: R — R
(z5y;2) +— z+y+z




Exemples 3 :

m Les droites, les plans de I’espace sont caractérisés par une équation linéaire.
o (P)={(z;y;2) €R?/®(z;y;2) = Og} = ' (0O) ot

i R3 — R
(z5y;2) +— z+y+z

o (D)= {(z;y;2) ER3/p(z;y;2) =O0g2} = ¢ (0gz) olt

p: R3 — R2




Exemples 13 :

m Toute équation différentielle linéaire d’ordre un y” + a(t)y = b(t) peut étre
interprétée comme une équation linéaire f(y) = b(t) avec

f: C'(;R) — C°(I;R) et beCO(I;R).

y — Yy +ay




Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = £ (E; K) leur ensemble.




Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = £ (E; K) leur ensemble.

Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.




Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = £ (E; K) leur ensemble.

Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z +— Og, est E tout entier.

On précise donc « non nulle » dans la définition pour éviter que E lui-méme soit
un hyperplan de E.




Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = £ (E; K) leur ensemble.

Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z +— Og, est E tout entier.

On précise donc « non nulle » dans la définition pour éviter que E lui-méme soit
un hyperplan de E.

Conséquence : En dimension finie, tout Hyperplan est un ensemble décrit p.
une équation linéaire non nulle sur les coordonnées dans une base fixée.




Exemples 4 :

m Le plan vectoriel de R? d’équation 2z + y — z = 0 est un hyperplan de R?, noyau de
la forme linéaire non nulle (z,y,2) — 2z +y — 2.




Exemples 4 :

m Le plan vectoriel de R? d’équation 2z + y — z = 0 est un hyperplan de R?, noyau de
la forme linéaire non nulle (z,y, 2) — 2z +y — 2.

m L’ensemble H = {P € R3[X] /P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R3[X], noyau de
la forme linéaire non nulle P +— P’(1) + P(0).
On voit moins bien ici que H est décrit par une équation linéaire sur les

coordonnées, mais si on introduit les coefficients a, b, ¢, d de
P: P =aX3+0bX2+ X +d, H est décrit par ’équation 3a + 2b + ¢+ d = 0.




Exemples 4 :

m Le plan vectoriel de R? d’équation 2z + y — z = 0 est un hyperplan de R?, noyau de
la forme linéaire non nulle (z,y, z) > 2z +y — 2.

m L’ensemble H = {P € R3[X] /P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R3[X], noyau de
la forme linéaire non nulle P +— P’(1) + P(0).
On voit moins bien ici que H est décrit par une équation linéaire sur les
coordonnées, mais si on introduit les coefficients a, b, ¢, d de
P: P =aX3+0bX2+ X +d, H est décrit par ’équation 3a + 2b + ¢+ d = 0.

m L’ensemble {f € €*°(R,R) / f'(0) = f(0)} est un hyperplan de €°°(R,R), noyau de
la forme linéaire non nulle f+— f(0) — f/(0).
Ici, €°°(R,R) est de dimension infinie.




Soient E un K-espace vectoriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ H est un hyperplan de E.




Soient E un K-espace vectoriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ H est un hyperplan de E.

© H est supplémentaire d’une droite de E.




Soient E un K-espace vectoriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ H est un hyperplan de E.

© H est supplémentaire d’une droite de E.

Si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces
vectoriels de dimension n — 1.




Soient E un K-espace vectoriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ H est un hyperplan de E.
© H est supplémentaire d’'une droite de E.

Si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces

vectoriels de dimension n — 1.

Exemples IS :

En dimension 3, les hyperplans sont des plans et en dimension 2, les hyperplans sont
des droites.

—/




E =H @ vect (v)

Figure 4 — R? est engendré par une droite et un plan ne la contenant pas.




Exemples 16 :

Pour tout n € N,

m K, [X] est donc un hyperplan de K, [X].




Exemples 16 :

Pour tout n € N,

m K, [X] est donc un hyperplan de K, [X].

m K" x {0} un hyperplan de K™, noyau de la (n 4 1)°™° forme coordonnée.




Exemples |5 :
Pour tout n € N,

m K, [X] est donc un hyperplan de K, [X].
m K" x {0} un hyperplan de K™, noyau de la (n 4 1)°™° forme coordonnée.

m La trace est une forme linéaire sur M, (R).
L’ensemble des matrices de trace nulle est donc un hyperplan (de dimension n?—1
dans ce cas) de M, (R).




Exemples [T :

m [’ensemble {(:v, ¥,2,t) ERY/ 2z +y=2z2+ t} est un sous-espace vectoriel de R*
de dimension 4 — 1 = 3 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

(z,y,2,t) — 2x +y — z —t.




Exemples [T :

m [’ensemble {(ac, ¥,2,t) ERY/ 2z +y=2z2+ t} est un sous-espace vectoriel de R*
de dimension 4 — 1 = 3 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

(z,y,2,t) — 2x +y — z —t.

m L’ensemble {P € R4[X]/ P(0) =P(1)} est un sous-espace vectoriel de R,[X] de
dimension 5 — 1 =4 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

P — P(1) — P(0).




Soit H un hyperplan de E de dimension finie.

Montrer que, pour tout « € E\ H, E =H & K.a.




Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et ¢, deux formes
linéaires non nulles de E dont H est le noyau.

Alors ) = A\p pour un certain A € K* :
H=ker (p) =ker (¢p) = TN €K, = Ao




Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et ¢, deux formes
linéaires non nulles de E dont H est le noyau.

Alors ) = A\p pour un certain A € K* :
H=ker (p) =ker (¢p) = TN €K, = Ao

En résumé, tout hyperplan posséde une et une seule « vraie » équation, toutes
ses équations sont multiples les unes des autres.

Nous connaissions bien ce résultat en géométrie élémentaire, le plan d’équation
x+y+2z=0 et le plan d’équation 2x + 2y + 4z = 0 sont évidemment un seul et
méme plan, et ce plan n’a pas d’équation « vraiment » différente. :
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Soit @ € C. Montrer que {P € C[X]/P(«a) = 0} est un hyperplan de C[X] et en
déterminer une base.




Considérons un systéme d’équations linéaires homogene de n équations a p
inconnues :

a1 1%+ @iy + ..+ az, = 0
Ay 1%y + A%y + ..+ agz, = 0
Uy 1Ty AuoTy + o+ a,,x, = 0
Pour tout 1 <4 < n, posons ¢, (Tq, ..., 2,) = a; 171 + @; 2% + .. + @; , 7.

¢; est une forme linéaire non nulle sur RP. Son noyau est donc un hyperplan H;.

n
L’ensemble 8, des solutions du systéme correspond ainsi a l'intersection ﬂ H;

i=1
de n hyperplans de RP.




De maniére plus générale :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et r € [1;n].

@ L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de
dimension AU MOINS n — 7.




De maniére plus générale :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et r € [1;n].

@ L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de
dimension AU MOINS n — 7.

© Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est I'intersection
d’exactement r hyperplans de E.




De maniére plus générale :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et r € [1;n].

@ L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de
dimension AU MOINS n — 7.

© Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est I'intersection
d’exactement r hyperplans de E.

Dans R3, nous savons bien qu’une équation scalaire décrit un plan et que deux
telles équations, pour peu qu’elles ne soient pas multiples 'une de ’autre,
décrivent une droite.

L’idée générale du théoréme ci-dessus, c’est que dans un systéme linéaire,
chaque équation occasionne POTENTIELLEMENT la perte d’une dimension
par rapport au nombre total d’inconnues.

Pourquoi potentiellement ? Parce que certaines équations peuvent étre
redondantes et ne pas compter vraiment dans le systeme.
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Par exemple, le systéeme linéaire

z+y—22=0
20 —y+z2=0
3z —2=0

d’inconnue (z,y,2) € R? décrit une droite de dimension 1 > 3 —3 = 0 et non un
point de R3 car la troisiéme équation n’est jamais que la somme des deux
premiéres.

Le théoreme s’applique.




o Isomorphismes en dimension finie

o Définition d’une application linéaire

Q Rang d’une application linéaire

o Formes linéaires et hyperplans

e Endomorphismes remarquables : projecteurs et symétries
@ Homothéties
@ Projecteurs

@ Symétries




Nous allons retrouver dans ce paragraphe un premier lien vraiment concret
entre algebre linéaire et géométrie, en étudiant quelques types d’applications
linéaires bien particuliéres, que vous connaissez déja en géométrie plane depuis

longtemps.




Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A ’endomorphisme de E de la forme Aldy :

h: E — E

T = AR




Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A 'endomorphisme de E de la forme Ady :

h: E — E

T = AR

Cela correspond bien a la notion usuelle d’homothétie de rapport A, toujours
centrée en l'origine quand on travaille dans un espace vectoriel.




Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A 'endomorphisme de E de la forme Aldy :

h: E — E

T = Az

Si A # 0, homothétie de rapport A est un automorphisme de E dont

1
I'automorphisme réciproque est I’homothétie de rapport —.

A




Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A ’endomorphisme de E de la forme Aldy, :

h: E — E

T = Az

Si A # 0, homothétie de rapport A est un automorphisme de E dont

1
I'automorphisme réciproque est I’homothétie de rapport —.

A

Remaraue : En tant que multiples de ’identité, les homothéties commuten
avec tous les autres endomorphismes de E. On peut d’ailleurs prouver que ¢
sont les seules applications linéaires dans ce cas.




Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour
tout vecteur x de E la famille (z, f(x)) soit liée. Montrer que f est une
homothétie.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallélement & E, I'unique
application p : E — E; telle que :

Vo, €By, p(z) =2, et Va, € Ey, p(ay) = 0p.
Ainsi,
p: E=E, 6E, — E

r=x+Ty +F—= Ty.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallelement a E, 'unique
application p : E — E; telle que :

Vo, €By, p(z) =2, et Va, € Ey, p(ay) = 0p.

Ainsi,
p: E=E, 6E, — E

r=x+Ty +F—= Ty.

Vocaeulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.




V. Endomorphismes remarquables
2. Projecteurs
Dérfinition S :
Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallelement a E, 'unique
application p : E +— E; telle que :

Va, €Ey, p(zy) =2, et Va, € By, p(zy) = 0.

Ainsi,
p: E=E,®E, — BE,

r=x1+xy +F—> 2.

Vocaeulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

On dira qu’une application p est un projecteur s’il existe deux sous-espaces
supplémentaires E; et E, de E tels que p soit la projection sur E; parallelement
a E,.

Notons qu’il est indispensable de préciser I’espace E, parallélement auquel o
projette. Il n’y a pour Pinstant aucune notion de projection orthogonale dans
un espace vectoriel.
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Remaraque : L’existence et 'unicité d’une telle application linéaire p est
donnée par la proposition (9) avec

Jg, B2 — E et fg,: B — E

T = T Ty +— O




Exemple 18 :

Dans &5, on considere deux vecteurs €; et e; non colinéaires.

Pour tout vecteur z € 5_"2, il existe un unique couple de réels (a; ) € R? tel que
T = ey + feg i.e. 9 =Rey ® Reg =Dy @ Do

On peut alors définir la projection p sur D; parallelement a D, :
p: &=D,@&D, — E;

T=77{+25 = T7.




Figure 5 — Exemple de projecteur dans R2.




Soient E = E; @ E, et p la projection sur E; parallelement a E,.

Alors :

@ pc L(E)




Soient E = E; @ E, et p la projection sur E; parallelement a E,.

Alors :

Q@ pe L(E)
Q pop=p (On dit que p est idem-potent.)




Soient E = E; @ E, et p la projection sur E; parallelement a E,.

Alors :

Q@ pc L(E)
@ pop=p (On dit que p est idem-potent.)
@ E, =ker(p).




Soient E = E; @ E, et p la projection sur E; parallelement a E,.
Alors :
Q@ pe L(E)
Q pop=p (On dit que p est idem-potent.)
Q@ E, = ker (p).
Q@ E, =Im(p) = ker (p —Idy) i.e. E; est P'ensemble des vecteurs invariants
par p.




Soient E = E; @ E, et p la projection sur E; parallelement a E,.
Alors :
Q@ pc L(E)
Q pop=p (On dit que p est idem-potent.)
Q@ E, = ker (p).
Q@ E, =Im(p) = ker (p —Idy) i.e. E; est P'ensemble des vecteurs invariants
par p.

En particulier, si p est un projecteur alors ker (p) @ Im (p) = E.




Soit p € L(E).

p est un projecteur <= pop =np.

Plus précisément, E = Im (p) @ ker (p) et p est le projecteur sur Im (p)
parallelement a ker (p).




Soit p € L(E).

p est un projecteur <= pop =np.

Plus précisément, E = Im (p) @ ker (p) et p est le projecteur sur Im (p)
parallelement a ker (p).

x > |z| est idem-potente mais n’est pas une projection. La
linéarité est importante !




Soit p € L(E).

p est un projecteur <= pop =np.

Plus précisément, E = Im (p) @ ker (p) et p est le projecteur sur Im (p)
parallelement a ker (p).

x > |z| est idem-potente mais n’est pas une projection. La
linéarité est importante !

Ce théoréme signifie que I’étude des applications linéaires idem-potentes est
achevée.




Soit p € £(E) tel que pop = p alors on peut affirmer :

© p est un projecteur.




Soit p € £(E) tel que pop = p alors on peut affirmer :

© p est un projecteur.
© E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (p) et Im (p) :
E =ker (p) ® Im (p) .




Soit p € £(E) tel que pop = p alors on peut affirmer :

© p est un projecteur.

© E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (p) et Im (p) :
E =ker (p) ®Im (p) .

@ p est LA projection sur Im (p) parallelement & ker (p).




Soit p € £(E) tel que pop = p alors on peut affirmer :

© p est un projecteur.

© E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (p) et Im (p) :
E =ker (p) ® Im (p) .

© p est LA projection sur Im (p) parallelement a ker (p).

Dans le cas d’un projecteur p, retenez bien cette décomposition commode :
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VueE, u= p(u) +u—pu).
€Im(p) cker(p)




Exemple 9 :

Considérons Iapplication du plan p: R? — R?

) e (EE8,21

2 72

e pc L(R?).

).




Exemple 9 :

Considérons Iapplication du plan p: R? — R?
(x,y) +— (xgy,:r;ry).
e pc L(R?).
. p(p((wvy))) :p«m;y, x;”’)) = (”T;ry m;y) = p((z,y))-

Donc pop =p.




Exemple 9 :

Considérons Iapplication du plan p: R? — R?

(x,y) +— (xgy,:r;ry).
o pc L(R?).
. p(p((wvy))) :p«m;y,x;y)) = (”T;ry m;y) = p((z,y))-
Donc pop =p.

On en déduit que p est un projecteur.




Exemple 9 :

Considérons Iapplication du plan p: R? — R?
o o (T2
e pc L(R?).
B z+y x+y _(rx+y xH+y\
. p(p((wvy))) fp<< 5 )) 7( 5y )fp((ﬂc?y))v
Donc pop =p.

On en déduit que p est un projecteur.
De plus :
@) eker(p) = (5L ) = (0,0) & y=—2 < @y = @)

<= (z,y) € R(1,-1).

(z,y) eIm(p) <= z=y <= (z,y) = (z,2) <= (z,y) € R(1,1).




Exemple 9 :

Considérons Iapplication du plan p: R? — R?
o o (T2
e pc L(R?).
B z+y x+y _(rx+y xH+y\
. p(p((wvy))) fp<< 5 )) 7( 5y )fp((ﬂc?y))v
Donc pop =p.

On en déduit que p est un projecteur.
De plus :
@) eker(p) = (5L ) = (0,0) & y=—2 < @y = @)

<= (z,y) € R(1,-1).

(z,y) eIm(p) <= z=y <= (z,y) = (z,2) <= (z,y) € R(1,1).

Donc, p est le projecteur sur R(1,1) parallélement a R(1,—1).




Figure 6 — Projection sur la droite y = z parallélement & y = —z dans R2.




Identifier 'endomorphisme f: R® — R3

@ —9x + 6y
Y — —15z + 10y
—5r 43y + 2




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.

m ¢ la projection sur E, parallelement a E;.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.

m ¢ la projection sur E, parallelement a E;.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.

m ¢ la projection sur E, parallelement a E;.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

Si p et ¢ sont deux projecteurs associés, alors :




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.

m ¢ la projection sur E, parallelement a E;.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

Si p et ¢ sont deux projecteurs associés, alors :

Q p+qg=1Idg.




Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

m p la projection sur E; parallelement a E,.

m ¢ la projection sur E, parallelement a E;.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

Si p et ¢ sont deux projecteurs associés, alors :

Q p+q=1dg. @ pog=qop =045




Soit E un K-ev et p, ¢ deux projecteurs de E.

@ Démontrer que pog =p < ker(q) C ker (p).




Soit E un K-ev et p, ¢ deux projecteurs de E.

@ Démontrer que pog =p < ker(q) C ker (p).
© Démontrer que pog=¢q < Im(q) C Im (p).




Soient E; et E,; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-ev E et p le
projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application
s =2p — ldg.

V=2, +z, €EEol (21;25) € E; XxEy, s(z) =12, —x,.




Soient E; et E,; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-ev E et p le
projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application
s =2p — ldg.

V=2, +z, €EEol (21;25) € E; XxEy, s(z) =12, —x,.

Ainsi,
s: E=E,®E, — E

r=xy+2y F—> Xy— X5




Soient E; et E,; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-ev E et p le
projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application
s =2p — ldg.

V=2, +z, €EEol (21;25) € E; XxEy, s(z) =12, —x,.

Ainsi,
s: E=E,®E, — E

r=xy+2y F—> Xy— X5

Voceaeulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.




Soient E; et E,; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-ev E et p le
projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application
s =2p — ldg.

V=2, +z, €EEol (21;25) € E; XxEy, s(z) =12, —x,.

Ainsi,
s: E=E,®E, — E

r=xy+2y F—> Xy— X5

Voceaeulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

Remaraue : On a aussi s = p — q ol p et ¢ sont les projecteurs associés a 1
somme directe E = E; @ E,.




Exemple 20 :

Dans &5, on considere deux vecteurs e; et e; non colinéaires.

Pour tout vecteur Z € & 5, 1l existe un unique couple de réels (a;f) € R? tel que
% = ae] + fe; i.e. £ = Rey @ Re; =Dy & D,

On peut alors définir la symétrie s par rapport a D; parallelement a D, :

=0 +T5 = T{—2Z5.




Figure 7 — Exemple de symétrie dans R2.




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :

@ sc L(E)




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :

@ sc L(E)

©Q sos=1Idg i.e. s estun automorphisme involutif de E et s




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :

Q sc L(E)
©Q sos=1Idg i.e. s estun automorphisme involutif de E et s

© E; =ker (s —1Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :
Q sc L(E)
©Q sos=1Idg i.e. s estun automorphisme involutif de E et st=s.

© E; =ker (s —1Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.

Q@ E, =ker (s + Idy) i.e. E5 est Uensemble des vecteurs changés en leur opposé
par s.




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :
Q sc L(E)
©Q sos=1Idg i.e. s estun automorphisme involutif de E et st=s.

© E; =ker (s —1Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.

Q@ E, =ker (s + Idy) i.e. E5 est Uensemble des vecteurs changés en leur opposé
par s.

En particulier, si s est une symétrie alors ker (s — Idg) @ ker (s + Idg) = E.




Soient E = E; @ E, et s la symétrie par rapport a E; parallelement a E,.

Alors :

Q@ sc L(E)
©Q sos=1Idg i.e. s estun automorphisme involutif de E et st =s.
© E; =ker (s —1Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.

Q@ E, =ker (s + Idy) i.e. E5 est Uensemble des vecteurs changés en leur opposé
par s.

En particulier, si s est une symétrie alors ker (s — Idg) @ ker (s + Idg) = E.

Ces conditions signifient simplement que ce par rapport a quoi on symétrise
E, = ker (s — Idy) est laissé fixe par s, et ce parallelement & quoi on symétrise
E, = ker (s + Idg) est envoyé sur son opposé.




Soit s € L(E).

s est une symétrie <= sos = Idg.

Plus précisément, E = ker (s — Idy) @ ker (s + Idy) et s est la symétrie par
rapport a ker (s — Idy) parallélement a ker (s + Idy).




Soit s € L(E).

s est une symétrie <= sos = Idg.

Plus précisément, E = ker (s — Idy) @ ker (s + Idy) et s est la symétrie par
rapport a ker (s — Idy) parallélement a ker (s + Idy).

1
. . S P
T - est involutive mais n’est pas une symétrie. La
linéarité est importante !




Soit s € L(E).

s est une symétrie <= sos = Idg.

Plus précisément, E = ker (s — Id) @ ker (s + Idy) et s est la symétrie par
rapport a ker (s — Idy) parallélement a ker (s + Idy).

1
. . S P
T - est involutive mais n’est pas une symétrie. La
linéarité est importante !

Comme pour les projecteurs, ce théoréme signifie que ’étude des applicatio
linéaires involutives est achevée.




Soit s € L(E) tel que s o s = Idy alors on peut affirmer :

@ s est une symétrie.




Soit s € L(E) tel que s o s = Idy alors on peut affirmer :

@ s est une symétrie.

@ E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (s — Idg) et ker (s + Idg) :

E = ker (s — Idg) @ ker (s + Idg).




Soit s € L(E) tel que s o s = Idy alors on peut affirmer :

@ s est une symétrie.

@ E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (s — Idg) et ker (s + Idg) :

E = ker (s — Idg) @ ker (s + Idg).

© s est LA symétrie par rapport a ker (s — Idy) parallelement a ker (s + Idg).




Soit s € £L(E) tel que s o s = Idy alors on peut affirmer :

@ s est une symétrie.

@ E se décompose en deux sous-espaces supplémentaires qui s’averent étre
ker (s — Idg) et ker (s + Idg) :

E = ker (s — Idy) @ ker (s + Idy).

© s est LA symétrie par rapport a ker (s — Idy) parallelement a ker (s + Idg).

Dans le cas d’une symétrie s, retenez bien cette décomposition commode :

u+ s(u =

(W) , u=sw)
2 2

~——— ————

cker (s—Idg)  €ker (s+Idg)

VueE, u=

TS o rueey - iyt 2y ST



Remaraue : Comme pour les projecteurs, on pourrait envisager une
décomposition de E de la forme E = ker (s) @ Im (s) mais sachant que s est
bijective, cette décomposition est, somme toute, triviale et inutile.




Exemple 2 :

Soit S: RZ — R2
(z,y) +—  (y,z)

» S e L(R2).




Exemple 2 :
Soit S: R? — R2
(zy) —  (y,2)

m S e S(R2).
m S(S((z,9))) =S((y,2)) = (z,y) d’ott So S = Idp,.




Exemple 2 :

Soit S: RZ — R2
(zy) —  (y,2)
m S e £(R?).
m S(S((z,9))) =S((y,2)) = (z,y) d’out So S = Idg.

On en déduit que S est une symétrie.




Exemple 2 :

Soit S: R?  — R?
(zy) — (g2
m S L(R?).
m S(S((x,9))) =S((y,z)) = (z,y) d'ott S 8 = Idy.
On en déduit que S est une symétrie.

De plus,
(z,y) € ker (S—1dp) <= (y,2) = (x,y) <= z=y <= (z,y) = (z,2) < (z,y) € R(1,1).

(z,y) €ker (S+1dp) < (y,2) = (—=z,—y) <= 2=—y < (z,9) = (z,—2)
= (x,y) € R(1,-1).




Exemple 2 :

Soit S: RZ — R2

(zy) —  (y,2)

m S L(R?).
m S(S((x,9))) =S((y,z)) = (z,y) d'ott S 8 = Idy.
On en déduit que S est une symétrie.

De plus,
(z,y) € ker (S—1dp) <= (y,2) = (x,y) <= z=y <= (z,y) = (z,2) < (z,y) € R(1,1).

(z,y) €ker (S+1dp) < (y,2) = (—=z,—y) <= 2=—y < (z,9) = (z,—2)
= (x,y) € R(1,-1).

Donc S est la symétrie par rapport a R(1,1) parallelement a R(1,—1).




ker (s —Idg) =R (1;1)

ker (s +Idg) = R(1;—1)

Figure 8 — Symétrie par rapport & la droite y = et parallelement & y = —z dans R?




Soit E=K3, F = {(z,y,2) /2 +2y+ 2z =0} et G=vect ((1,1,1)).

@ Vérifier que F® G = E.




Soit E=K3, F = {(z,y,2) /2 +2y+ 2z =0} et G=vect ((1,1,1)).

@ Vérifier que F® G = E.

@ Soit s la symétrie de base F de direction G. Pour tout (x,y, z) € K3,
déterminer s((z,y, z)).

o ey P WG
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