Applications linéaires Feuille d’exercices n°27

Applications lineaires

I/ Généralités

Exercice 1 : Montrer qu'une application de R? dans R? qui & (,%) associe (2/,y’) est linéaire si, et
= ax+

seulement si, il existe des réels a, 3,7, tels que : , Py
y =z +oy

Trouver de méme l’écriture analytique d’une application linéaire de R? dans R?; de R? dans R2.
Généraliser a une application linéaire de RP dans R™.

Exercice 2 : E et F sont des K-ev, et f € Z(E,F).

On définit p: ExF — ExF
(z,y) +— (z,y— f(x))

Montrer que ¢ est un automorphisme du K-ev produit E x F.

Exercice 3 : 1. Vérifier qu’il existe une unique application linéaire de R? dans R? vérifiant :

f((LO’O)) - (171>7 f((()?l’o)) - (07 1) et f((ovoal)) - <_171)'

Calculer f((3,—1,4)) et f((x,y,2)) en général.

2. Déterminer ker (f) et en fournir une base. >

3. Donner un supplémentaire de ker (f) dans R? et vérifier qu’il est isomorphe & Im (f). g

a-

Q

+

Correction : 3"
1. Si f existe alors nécessairement, pour tout (z,y,z) € R3 : ,5)
g'

N

f(z,y,2)) = 2£((1,0,0))+yf((0,1,0))+2f((0,0,1)) = z(1,1)+y(0, 1)+2(—1,1) = (z—2, z+y+2). 4

<

D

n

On en déduit I'unicité de f.

Réciproquement, f ainsi définie vérifie bien les trois égalités de I'énoncé. |l reste donc a se convaincre
que f est linéaire.

Soient ((z,y,2), (2',y',2")) € (R%)? et (A, p) € R?.
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FA(=,y,2) + @',y , 2") = F(Ax + pa’, My + py’, Az + pz’))
=((Ax+pz’)— Az +p2'), Ax+ pz’) + Ay + py') + Az + p2’))
=Nz —z,x+y+z)+ul -2 +y +2)
= A ((z,y,2) + pf((&’,y', 7))

f est donc linéaire et convient. On en déduit I'existence de f.

On a alors f((3,—1,4)) = (3—4,3—1+4) = (—1,6).

Remarque : La démonstration de la linéarité de f ci-dessus est en fait superflue car I" exercice (1)
qui est un résultat a connaitre, donne |'expression générale d'une application linéaire de R™ dans RP.
2. Soit (z,y,2) € R3.

(x,y,z>e[R3<:>f<<x,y,z>>:<0,0><:><x—z,w+y+2>=<070>‘I’{ il;igzo ‘I){ 7=

Donc, ker (f) = {(z,—2z,z), v € R} = {z(1,-2,1), = € R} = vect((1,—2,1)). La famille
((1,—2,1)) engendre ker (f) et est libre.

Donc, la famille ((1,—2,1)) est une base de ker (f).

3. Détermination de Im (f) : Soit (z’,3’) € R2.
(2',y) €Im (f) & 3z, y,2) € R/ f((z,y,2)) = (2, )
= R3 rT—z==x 5 R3 z=x—x
sepaew)/ { TETT  sawpaery {22700
< le systéme d'inconnue (z,y, 2) : p=w—r a au moins une §
Y 'Y, : y:_2x+$/+y/ b
Or, le triplet (0,2" + 3", —z") est solution et le systéme proposé admet une solution.

Par suite, tout (2/,y’) de R? est dans Im (f) et finalement, Im (f) = R2.
Détermination d’un supplémentaire de ker (f) : Posons e; = (1,—2,1), e = (1,0,0) et
es = (0,1,0) puis F = vect (e,, e5) et montrons que R = ker (f) @ F.

Tout d'abord, ker (f) NF = {0}. En effet :

(z,y,2) € ker (f)y NF < 3(a,b,c) € R®/ (x,y,2) = ae; = bey + ceq

rT=a=0>b
< J(a,b,c) eR3/ { y=-2a=c rx=y=2=0
z=a=0

Vérifions ensuite que ker (f) + F = R3.

(z,y,2) € ker (f) + F < 3(a,b,¢c) € R®/ (z,y, z) = ae; + bey + ceq

a+b=x a==z
< da,b,c) eR3/ { —2a+c=y < Ia,b,c) ER/ S b=x—2
a=2z c=y+2z

Le systéme précédent (d'inconnue (a, b, c)) admet donc toujours une solution et on a montré
que R? = ker (f) + F.

Finalement, R? = ker (f) @ F et F est un supplémentaire de ker (f) dans R3.
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Vérifions enfin que F est isomorphe & Im (f) : On sait que F = {(z,,0), (x,y) € R?}.

L'application ¢ : F — R? est alors clairement un isomorphisme de F sur
(z,9,0) +— (z,9)
Im (f) (= R?).

Exercice 4 : Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant :
1. ker(f) = Im(f).
2. ker(f) inclus strictement dans Im(f).
3. Im(f) inclus strictement dans ker(f).

Correction :
1. Par exemple f(z,y) = (0,x) alors ker f =Im f = {0} x R={(0,y) | y € R}.
2. Par exemple l'identité : f(z,y) = (z,y). En fait un petit exercice est de montrer que les seules
applications possibles sont les applications bijectives (c'est trés particulier aux applications de R?
dans R?).
3. L'application nulle : f(z,y) = (0,0). Exercice : c'est la seule possible !

Exercice 5 : Déterminer une base de Im (f) avec

frK X — K[X]

n

P — P’

Méme question si f est définie sur K[X].

>

Exercice 6 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de leur g
noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives ? surjectives ? —r
O

1. (z,y,2) — (x+y+ 2,2+ 3y + 22,3z + y + 22). 'Q_J'-
2. (z,y,2) — 2z —y+ 2,3z +y— 2,2 — 3y + 32,2z + 4y — 42). o

3. P— X(P(X+1)—P'(1)) de R3[X] dans lui-méme. -

)]

4. M+— L3 M de .#4(R) dans lui-méme. —r
39 =

(e

9-

*

0

/)]

Exercice 7 : 1. Montrer que l'application (x,y, z) + (z + 2y,4x — y + 2,2z + 2y + 32) est un
automorphisme de R? et déterminer sa réciproque.

2. Proposer un exemple d’isomorphisme de .7, ,(K) sur . (K7, K").

'
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Exercice 8 : On définit f, g de R[X] dans R[X], par f(P) =P’ et g(P) = XP.

1. Montrer que f et g sont des endomorphismes de R[X]
2. Montrer que f est surjective et non injective.
3. Montrer que g est injective et non surjective.

Exercice 9 : On considere 'application f de R, [X] dans R, qui & tout polynéme P associe le réel

/1 P(t) dt.
0

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer la dimension de son noyau, et une base de ce noyau.

II/ Rang d’une application linéaire

Exercice 10 : Dans R?, discuter selon les valeurs du parametre réel a la dimension de vect (u, v, w)
avec u = (a,1,1), v=(1,a,1) et w= (1,1, a).

Correction : Soit = (a; 8;7) € vect (u, v, w). Il existe alors (z; ;24 ;23) € R? tel que :

)
a = 6 + Ty + 23
T=TU+ TV + T3w = B = = + axry + x3
vy o= x; + Zy + azxg
Sia+0, alors :
« = ra + Ty + Tg
= S af—a = (a>—1)zy + (a—1)zy
ay—a = + (a—1Dzy + (a?—1)z4
Sia #+ —1 alors :
« = rja + To + T3
= af — «a = (a®> —1)xy + (a—1)xq
—aa—af+ala+1l)y = = ala —1)(a+ 2)z,

En conclusion,
— si a est différent de 0, 1 et —2, tout vecteur de R? est déterminer de maniere unique : vect (u, v, w)
est de rang 3.
— si a = —2, le systéme est compatible si, et seulement si « + 5+ v =0 : vect (u, v, w) est le plan
d'équation x + y + z = 0 et de dimension 2.
— sia=1, alors x = z;u + 250 + 23w < a = 8 = : c'est une droite de systeme d'équations

cartésiennes { Y oude paramétrisation vect ((1;1;1)) de dimension 1.
T=2z
a = Ty, + x4 T = —2a+6+2
— sia =0,z = 2 Utz +T3W = B = z + T3 = y = @ —fg t 2y
Y= Tt T x3=—a27
.
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Tout vecteur de R? est déterminé de maniére unique : vect (u, v, w) est de rang 3.

Exercice 11 : Soit f un endomorphisme non nul de R? tel que f? = 0.

Déterminer le rang de f.

Exercice 12 : Soit E un K-ev de dimension finie n.
1. Soient f,g € Z(E) tels que fog=0.

Montrer que rg (f) +rg(g) < n.
2. On ajoute '’hypothese : f+ g € YI(E).

Montrer que rg (f) +rg(g) = n.

Exercice 13 : Soit f: R* —— R® définie par f((x,y,2,t)) = (x +y+2+2t,y—z+t, 2 —y+ 32).
1. Démontrer que f est linéaire.
2. Démontrer que ker (f) = vect ((1,1,0,—1),(—3,0,1,1)).
3. B = (e;,eq,€5,¢4) étant la base canonique de R?*, calculer le rang de (f(e1), f(es), f(es), f(ey))
et déterminer une base de Im (f).
4. Vérifier le théoreme du rang.

Correction :
1. fest linéaire : AQT!
2. Soit (z,y, z,t) € R%.

(2,9, 2,t) Eker (f) <= f((z,y,2,t)) = (0,0,0) >
r+y+z+2t=0 t+y+2+2t=0 g

= y—z+t=0 <~ y—z+t=0 FT
r+y+z2z+2t=0 T+2t=—y—=z rT=1y—2z 6'

= = S

y—z+t=0 t=—y+z t=—y+=z2 7

= (2,9,21) = (y—32,y,2,—y +2) =5

<~ (xay’zat)EVeCt((l?1’07_1)7(_3707171» 8‘

Donc (';D
ker (f) = vect ((17 170’_1)? (_3’0’ 171)) o (/2]

3. B=(e;,eq,€5,¢4) : base canonique de R*.

fler) = (1,0,1)

fleg) = (1,1,-1)

flez) = (1,-1,3)
(eq) = (2,1,0)

~
®
N
\
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— On a f(ey) = f(e;) + f(ey) doli
rg (f(e1), flea), f(es), fles)) =18 (f(e1), flea), f(es))
— On a f(eg) = 2f(e,) — f(ey) d'ob
rg (f(e1), flez), f(es)) =g (f(e1), f(ez))
— La famille (f(e,), f(e,)) est libre donc

rg (f(eq), fley)) =2
rg <f<€1>, f(62>, f<€3)a f(€4)> =2.

Im (f) = vect (f(e1), f(ea),

La famille (f(e;), f(ey)) engendre Im (f).

Or, on a vu qu’elle était libre.

Donc, (f(eq), f(esy)) est une base de Im (f).
rg f = 2.

La formule du rang est bien vérifiée :

{dimker(f)+rgf:2+2:4

dimR* = 4
.
Exercice 14 : Soit E un K-ev, et f,g € Z(E).
On suppose E = ker (f) + ker (¢) = Im (f) + Im (g).
Montrer que ces deux sommes sont directes.
Exercice 15 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € Z(E).
A T’aide du théoréme du rang, montrer que :
ker (u) = ker (u?) < Im(u) =Im (uv?) < E =ker (u) ® Im (u).
F. PUCCI
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Exercice 16 : Soit f: R? — R? Montrer que f € 41(R?).

Exercice 17 : Dans le R-ev C, on considere f € £ (C) par f(1)=1+iet f(i) =3 —1i.

Montrer que f est un automorphisme.

III/ Endomorphismes remarquables

Exercice 18 : Soit p : R> — R? définie par p((x,y)) = (42 — 6y, 2z — 3y).
1. Montrer que p est linéaire.
2. Montrer que p est un projecteur.
3. Déterminer une base de ker (p) et de Im (p).

Exercice 19 : Soit f de R? dans R?® définie par f(z,y, z) = (g, g,O).
1. Montrer que f est linéaire. Est-elle injective ?
2. Déterminer ker (f) et Im (f), puis montrer que R*® = ker (f) @ Im (f).

3. f est-elle un projecteur ?

Exercice 20 : Soit E un K-ev et f € Z(E).

Démontrer que f? = Idp <= i(f + Idg) est un projecteur.
>
=)
j=1
Exercice 21 : Soient E un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de E. 8
=+
On suppose que p et g commutent. Montrer que p o g est la projection de E sur Im (p) N Im (q) de o
direction ker (p) + ker (g). a
5'
(e
Exercice 22 : Soient p et g deux projecteurs d’un C-espace vectoriel E. Montrer que : o,
*
0
p + g projecteur <= pog=qop=0 < Im(p) Cker(q) et Im(q) C ker (p). (7}

Dans le cas ou p + ¢ est un projecteur, déterminer ker (p + ¢q) et Im (p + q).

H
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Correction : On montre la premiére équivalence :

= : Si p+ q est un projecteur alors I'égalité (p + ¢q)> = p + ¢ fournit po g+ gop = 0.

En composant par p a droite et a gauche, on obtient pogop+qgoep=0=poqg+poqop et donc
pPeq=4qep.

Cette égalité jointe a I'égalité pog+ qgop =0 fournit poqg=gqop = 0.
<~ :Sipog=qop =0, alors (p—l—q)2 =p?>+poqg+qop+q®=p+qet p+qest un projecteur.
Finalement, pour tous projecteurs p et q, (p + g projecteur <= pog=gqop =0.

La seconde est relativement claire.
Dorénavant, p + ¢ est un projecteur ou ce qui revient au méme pog=gqop = 0.
On a toujours ker (p) Nker (q) C ker (p + ¢q).
Réciproquement, pour = € E,

zeker(p+q = (p+q(r)=0 = plp(z)+q(z) =0 = p(z) =0,
et de méme ¢(x) = 0.
Ainsi, ker (p + ¢) C ker (p) N ker (g) et donc ker (p + ¢) = ker (p) N ker (q).
On a toujours Im (p + ¢) C Im (p) + Im (g).
Réciproquement, pour = € E,

z €Im(p) +Im(q) = Izy,25) € E?/ z = p(ay) + q(z).

Mais alors, (p+q)(z) = p*(z1) +poq(zy) +qop(2;) +4°(25) = p(z1) +q(z;) = z et donc z € Im (p+q).
Ainsi, Im (p) +Im (¢) C Im (p + q) et donc Im (p + ¢) = Im (p) 4+ Im (q).

En résumé, si p et g sont deux projecteurs tels que p + ¢ soit un projecteur, alors

0 ker (p + q) =ker (p) Nker(q) et Im(p+q)=Im(p)+Im(q).
-

.E J
‘O

=

7)) Exercice 23 : On considére l'espace F (R;R) des applications de R dans R.

c

K= A tout élément f € F (R;R), on associe élément T(f) € F (R;R) défini par :

e

]

3 Vo € R, T(f)(2) = f(~a).

g'_ Montrer que T est une symétrie de & (R;R) et donner ses éléments caractéristiques.
<

Correction : T est clairement un endomorphisme de & (R; R).
De plus, pour tout f € F (R;R) :

Vo €R, (ToT)(f)(@) = f( — (~2)) = f(a).
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Donc T o T = Idy g et T est la symétrie par rapport a P = ker (T — Idsg.g)) parallélement a

Or, fe?P <= VzeR, f(—z) = f(x) < f est paire.
De méme, f € J < f est impaire.

Ainsi, on retrouve de cette maniére que F (R;R) =P @ J.

Exercice 24 : Soit E un C-ev et f € Z(E) tel que f? = —Idp.

On pose F = {x € E; f(z) =iz} et G = {z € E; f(x) = —izx}.
1. Démontrer que E =F & G.

2. Déterminer I'expression de f en fonction des projecteurs p et ¢ associés a la somme directe
précédente.

Correction :
1. AQT
2. f=f—p(f)+ f—q(f) en se rappelant que p + ¢ = Idj.

| suonjedddy

>
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