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Intégration
G Test n𝑜34

Intégration

1. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose I𝑛 = ∫
1
2

0
𝑥𝑛 sin(𝜋𝑥) d𝑥.

(a) Calculer I0.

(b) Montrer que, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 0 ⩽ I𝑛 ⩽ 1
(𝑛 + 1)2𝑛+1 .

(c) En déduire lim
𝑛→+∞

I𝑛.

(a) I0 = ∫
1
2

0
sin(𝜋𝑥) d𝑥 = [− 1

𝜋
cos(𝜋𝑥)]

1
2

0
= 1

𝜋
.

(b) ∀ 𝑥 ∈ [0 ; 1
2

], 0 ⩽ sin(𝜋𝑥) ⩽ 1. Par croissance de l’intégrale, on a alors :

0 ⩽ I𝑛 ⩽ ∫
1
2

0
𝑥𝑛 d𝑥 = 1

(𝑛 + 1)2𝑛+1 .

(c) D’après le théorème d’encadrement, lim
𝑛→+∞

I𝑛 = 0.

2. Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛−1
∑
𝑘=0

1
𝑘 + 𝑛

.

En posant 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 1
𝑥 + 1

continue sur [0 ; 1], on a :

𝑛−1
∑
𝑘=0

1
𝑘 + 𝑛

= 1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

1
𝑘
𝑛 + 1

= 1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑓 ( 𝑘
𝑛

) −−−−→
𝑛→+∞

∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = ∫

1

0

1
𝑡 + 1

d𝑡 = ln(2).

3. (a) Pour 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥 ≠ 1, simplifier
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘.

(b) En déduire la forme explicite de I𝑛 = ∫
0

−1

𝑥𝑛

1 − 𝑥
d𝑥.

(c) (⋆) En déduire lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
.

(a) Pour 𝑥 ≠ 1,
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘 = 1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
i.e. 𝑥𝑛

1 − 𝑥
= 1

1 − 𝑥
−

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘.

(b) Par linéarité de l’intégrale, on a :

I𝑛 = ∫
0

−1

𝑥𝑛

1 − 𝑥
d𝑥 = ∫

0

−1

1
1 − 𝑥

d𝑥 −
𝑛−1
∑
𝑘=0

∫
0

−1
𝑥𝑘 d𝑥

= ⎡
⎣

− ln(1 − 𝑥) −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
⎤
⎦

0

−1

= ln(2) +
𝑛−1
∑
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘 + 1

= ln(2) +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
.
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(c) Sur [−1 ; 0], 0 ⩽ 1
1 − 𝑥

⩽ 1. Par croissance de l’intégrale,

0 ⩽ |I𝑛| ⩽ ∫
0

−1
|𝑥|𝑛 d𝑥 = ⎡

⎣
|𝑥|𝑛+1

𝑛 + 1
⎤
⎦

0

−1

= 1
𝑛 + 1

−−−−→
𝑛→+∞

0.

D’après le théorème d’encadrement, on a donc lim
𝑛→+∞

I𝑛 = lim
𝑛→+∞

⎛
⎝

ln(2) +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
⎞
⎠

= 0.

En conséquence, lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
= − ln(2).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



3

Intégration
D Test n𝑜34

Intégration

1. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose I𝑛 = ∫
1
2

0
𝑥𝑛 cos(𝜋𝑥) d𝑥.

(a) Calculer I0.

(b) Montrer que, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 0 ⩽ I𝑛 ⩽ 1
(𝑛 + 1)2𝑛+1 .

(c) En déduire lim
𝑛→+∞

I𝑛.

(a) I0 = ∫
1
2

0
cos(𝜋𝑥) d𝑥 = [ 1

𝜋
sin(𝜋𝑥)]

1
2

0
= 1

𝜋
.

(b) ∀ 𝑥 ∈ [0 ; 1
2

], 0 ⩽ cos(𝜋𝑥) ⩽ 1. Par croissance de l’intégrale, on a alors :

0 ⩽ I𝑛 ⩽ ∫
1
2

0
𝑥𝑛 d𝑥 = 1

(𝑛 + 1)2𝑛+1 .

(c) D’après le théorème d’encadrement, lim
𝑛→+∞

I𝑛 = 0.

2. Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑘2 + 𝑛2 .

En posant 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑡
𝑡2 + 1

continue sur [0 ; 1], on a :

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑘2 + 𝑛2 = 1

𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛

( 𝑘
𝑛 )2 + 1

= 1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑓 ( 𝑘
𝑛

) −−−−→
𝑛→+∞

∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = ∫

1

0

𝑡
𝑡2 + 1

d𝑡 = [1
2

ln(𝑡2 + 1)]
1

0
= 1

2
ln(2).

3. (a) Pour 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥 ≠ 1, simplifier
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘.

(b) En déduire la forme explicite de I𝑛 = ∫
0

−1

𝑥𝑛

1 − 𝑥
d𝑥.

(c) (⋆) En déduire lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
.

(a) Pour 𝑥 ≠ 1,
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘 = 1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
i.e. 𝑥𝑛

1 − 𝑥
= 1

1 − 𝑥
−

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘.

(b) Par linéarité de l’intégrale, on a :

I𝑛 = ∫
0

−1

𝑥𝑛

1 − 𝑥
d𝑥 = ∫

0

−1

1
1 − 𝑥

d𝑥 −
𝑛−1
∑
𝑘=0

∫
0

−1
𝑥𝑘 d𝑥

= ⎡
⎣

− ln(1 − 𝑥) −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
⎤
⎦

0

−1

= ln(2) +
𝑛−1
∑
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘 + 1

= ln(2) +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
.
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(c) Sur [−1 ; 0], 0 ⩽ 1
1 − 𝑥

⩽ 1. Par croissance de l’intégrale,

0 ⩽ |I𝑛| ⩽ ∫
0

−1
|𝑥|𝑛 d𝑥 = ⎡

⎣
|𝑥|𝑛+1

𝑛 + 1
⎤
⎦

0

−1

= 1
𝑛 + 1

−−−−→
𝑛→+∞

0.

D’après le théorème d’encadrement, on a donc lim
𝑛→+∞

I𝑛 = lim
𝑛→+∞

⎛
⎝

ln(2) +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
⎞
⎠

= 0.

En conséquence, lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
= − ln(2).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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