Devoir surveillé n°6 Correction

Prsbabilites, Alyebre ot Analyse

Probleme 1 — Soit E un espace vectoriel réel quelconque, et f un endomorphisme de E.

Partie 1 : Préliminaire

1. Montrer que : ¥ (g,h) € Z(E)?, goh =04y <= Im(h) C Ker(g).

Correction : Soient (g,h) € £(E)2.

= Supposons que g o h = 0 ;.

Soit y € Im(h). Alors, il existe z € E tel que y = h(x).
Mais alors, g(y) = g(h(z)) = 0g. D'ou y € Ker(g).
Cela permet de conclure que : Im(h) C Ker(g).
< : Réciproquement, si Im(h) C Ker(g), alors pour tout = € E, h(x) € Ker(g) donc g(h(x)) = Og.
Cela étant vrai pour tout z € E, go h = 0.

Par double-implication, I'équivalence est démontrée.

Commentaires : Assez mal fait en général. J'aurais pu ne jamais mettre tous les points. Pensez que c'est la premiére
impression que vous donnez au correcteur donc appliquez-vous!

Partie 2 : Avec un polynome de degré 2

2. Soit u € E. Déterminer des réels \ et u tels que : u = A(f(u) — 2u) + p(f(u) — u).
Correction : Si on ne voit pas la décomposition, un raisonnement par analyse-synthése y arrivera a
coup siir :
Soit u € E. On cherche A\, 1 € R tels que :

u=A(f(u) = 2u) + p(f(u) —u)

u= (A4 p)f(u) — 2A+ pu.

I suffit alors de chercher des réels A et u tels que :

— <~

Ainsi, on peut prendre A\ = —1 et = 1.

Commentaires : Pas besoin de blabla. Si vous voyez les coefficients. Dites-le et point. On ne vous demande méme pas
'unicité.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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3. En déduire que E = Im(f — 2Idg) + Im(f — Idg).

Correction :
deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.
D’autre part, pour tout u € E,

Ainsi, E C Im(f — 21dg) + Im(f — Idg).
D’ou, par double inclusion, E = Im(f — 21dy) + Im(f — Idg).

Commentaires : Souvent oubliée, I'inclusion réciproque. Heureusement que le correcteur est trés gentil.

D’une part, l'inclusion Im(f —21dg) + Im(f — Idg) C E est triviale car la somme de

w=—(f(u) —2u) + (f(u) —u)
= —(f —2dg)(u) + (f —Idg)(u) € Im(f — 21dg) + Im(f — Idg).
eIm(f—21dg) € Im(f— Idy)

On suppose désormais, et dans cette partie uniquement, que :

De méme,

Correction :

D'ou, Im(f — Idg) C Ker(f —21dg).

D'ot, Im(f — 21dy,) C Ker(f — Idg).

f2=3f—21dg.

4. A Taide du préliminaire, montrer que :

Im(f —1Idg) C Ker(f —2Idg) et Im(f—2Idg) C Ker(f —1Idg).

On applique le préliminaire avec g = f —2Idg et h = f —Idy. On a:

(f —2Idg) o (f —1Idg) = f* = 3f +21dg = O g

(f =1dg) o (f —2Idg) = f? = 3f + 21dg = O g).-

on obtient :

Correction :

puis I'égalité avec l'inclusion réciproque évidente.
Montrons que cette somme est directe.

Soit x € Ker(f —2Idg) NKer(f —Idg), alors f(x) =2z et f(x) =z i.e. 2z = z et © = Og. Ainsi,
la somme est directe et on a :

Commentaires : Méme commentaire qu’a la (3).

5. En déduire que : E = Ker(f —21dg) @ Ker(f —Idg).

Comme E = Im(f —21dy) + Im(f —Idg) d'apres (3), et grace aux inclusions de (4),

E C Ker(f —21dg) + Ker(f — Idg)

E = Ker(f —21dg) @ Ker(f —Idg).

Lycée Jules Garnier
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6. On suppose dans cette question que E est de dimension finie.
Justifier qu’il existe une base B de E telle que : Vu € B, f(u) et u sont colinéaires.

Correction : Si E est de dimension finie, les sous-espaces vectoriels Ker(f —21dg) et Ker(f—1Idy)
le sont aussi.
Notons B, et B, deux bases respectives de ces deux sous-espaces.

On pose B = (B, B,) i.e. la concaténation des deux bases.

Alors, comme E = Ker(f —21dg) & Ker(f — Idg), B est une base de E.
Montrons que pour tout u € B, f(u) et u sont colinéaires.

Soit uw € B. On a alors u € B, ou u € B, (le « ou» n'est pas exclusif).

Ainsi, u € Ker(f —21dg) ou u € Ker(f —Idy) ie. f(u) =2u ou f(u) = u.
Dans les deux cas, u et f(u) sont colinéaires.

On a bien exhibé une base B de E vérifiant la propriété demandée.

Commentaires : Question peu faite. Vous avez oublié de vous demandé a quoi servaient les questions précédentes.

Partie 3 : Avec un polynéme de degré 3

7. Montrer que : Ker(f? + f + Idg) N Ker(f —Idg) = {0z}

Correction : Soit z € Ker(f2 + f + Idg) N Ker(f —Idg). On a :
fP@)+ fl@)+z=05 et flz)=u=.
En remplagant f(z) = x, on obtient 3z = 0Oy, donc = = O,

D'ot Ker(f? + f + Idg) NKer(f —Idg) C {0g}.
L'inclusion réciproque étant triviale, on a :

Ker(f? + f + Idg) N Ker(f —Idg) = {0g}-

Commentaires : La somme est donc directe.

On suppose désormais que :
8. Soit u € E. On pose :

1

v = §(2u—f2(u) —flu) et w= é(fQ(u) + f(u) + u).

(a) Calculer (f2+ f +1Idg)(v) et (f —Idg)(w).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction : Comme demandé, on calcule :
(f?+ f +1dg)(v) = %(2(f2+f+IdE)(u) —(f2 4 £ +1dg)(f*(w) = (f* + f +1dp) (f(w)),

par linéarité de I'application f2 + f + Idg.
Comme f3 =1Idg, on a:

[\ =7 [
—flw)  =u =u

(f?+ f +1dg)(v) = %(2f2(U) +2f(u) + 2u— f4(w) — £3(u) —f2(u) — 3 () —f*(u) — f(u))

De méme, (f —Idg)(w) = Og.

(b) Vérifier que u = v + w. Quelle inclusion ensembliste a-t-on montrée ?
Justifier avec soin.

Correction : On vérifie :
v w= %(Qu — 2(u) — f(w) + f2(u) + f(u) + u) = u.

D’aprés la question précédente, v € Ker(f2 + f + Idg) et w € Ker(f — Idg).

On a donc finalement montré que tout élément u de E se décompose sous la forme d'une
somme d'un élément v de Ker(f2 + f + Idg) et d'un élément w de Ker(f — Idg).

Ainsi, on a :
E C Ker(f? + f + Idg) + Ker(f — Idg).

L'inclusion réciproque étant toujours vraie, on a :

E = Ker(f2 + f + Idg) + Ker(f — Idg).

9. Déduire des questions précédentes que :

E = Ker(f? + f +1dg) ® Ker(f — Idg).

Correction : En regroupant les résultats des questions (7) et (8b), on obtient :

E = Ker(f? + f + Idg) ® Ker(f — Idg).

+o0
Probleme 2 — On souhaite calculer I'intégrale de Gauss / et dt.
0

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Pour tout z € R, on pose :

g
On pose également pour tout n € N, W, = / cos”(t) dt, appelée intégrale de Wallis.
0

2
1. Montrer que pour tout n € N, W, = / sin”(¢) dt.
0

Correction : Soit n € N. Pour tout ¢ € [0; g} on pose s = g —tiet= g —s.

. ™ . z .
La fonction ¢ — 5~ t est de classe €1 strictement décroissante et ds = — dt.

Alors, par ce changement de variable, on obtient :

W, = /O ® cosn(t) di = / " cos (5~ 5)(~ds) = /O * ein(s))"ds /0 * i (e) dr.

2
Finalement, Vn € N, W, = / sin”(t) dt.
0

4r

w3

2
Commentaires : Montrer que / cos™(t) dt —/ sin™(t) dt = O marchait aussi mais passait de toute maniére par
0

un changement de variable. Ah! la trigonométrie et se rappeler que sin(t) = cos <g — t) !

En I'absence de relation de récurrence, une démonstration du méme nom ne pouvait aboutir.

Je félicite tous ceux qui ont eu l'audace de penser que I'on pouvait calculer directement ces intégrales. Quatre siécles
de mathématiciens éminents vous envient un tel talent.

On admet que la suite (W), c\ Vérifie
T

~ _—

n n—+o0o 2n

2. Montrer que F est strictement croissante sur R, .

Correction :

Méthode 1 : Soit (z;y) € (R, )? tel que z < y. Alors, par la relation de Chasles :

y @ y
F(y) =/ e dt =/ e dt +/ et dt.
0 0

x
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y
Or, pour tout t € R, e ** > 0, d’ol / et dt > 0.
T

Ainsi, F(y) > F(z).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Méthode 2 : L’application f : t —— e~ est continue sur R, alors d'aprés le théoréme fondamental
de I'analyse (TFA), F est dérivable sur R, et

VzeR,,F(z)=e* >0.

Dans les deux cas, on conclut que F' est strictement croissante sur R_.

Commentaires : Non! la primitive d’une fonction croissante n’est pas croissante !

3. Montrer que :
1
Ve>1l, 0<F(z)< / e dt4+ el — ",
0

En déduire que F est bornée.

Correction :

2 —t

— Pour tout t > 1, on a ¢t > t, donc par croissance de I'exponentielle sur R, on a e™* < e

Ainsi pour tout = > 1, par croissance de I'intégrale, on a :

xT 2 T @
/ et dt € / et dt = {— e_t] =el_ =
1 1 1

D’apres la relation de Chasles, on a alors :

1 a3 1
F(z) :/ et dt —1—/ et dt < / e dt+el— e
0 1 0

— D’autre part, pour tout ¢ >0, on a et > 0, et donc par croissance de l'intégrale, pour tout
x>0,0nakF(z)>0.

Ainsi : .
Vx> 1, O<F($)</ et dt+ el — e 7.
0

Commentaires : A ce stade, on ne peut pas encore en conclure que F' est bornée a cause de e * qui n'est pas
constant.

En particulier, on a :

1
Vi >1, 0<F(x)</ e dt 4+ e 1.
0

Comme ¢ — e ' est continue sur [0;1], son intégrale y est définie i.e. bornée.

t

De méme, la fonction ¢t — e ", continue sur R, converge vers 0 en +oo donc est bornée également.

Tout cela pour dire que F est bornée sur R, .

.

4. En déduire que F converge en +oco0.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



Devoir surveillé n°6 Correction

Correction : F est croissante et majorée , donc elle converge quand x — 400 d'aprés le théoréeme
de convergence monotone.

Commentaires : Cette question et la (5) du probléme 3 ont été bien faites. J'aurais au moins réussi a vous enseigner
un théoréme.

+00
On notera / et dt cette limite. C'est juste une notation.
0
5. Justifier que pour tout u €] — 1;+oo[, In(1 + u) < u.

Correction : Commentaires : L’étude de la fonction x + In(1 + w) — w est la démarche a suivre mais
pour la pédagogie et faire attention, on peut aussi le démontrer par le théoreme des accroissements finis.

Soit u € ]—1;+o0]. La fonction In est continue et dérivable sur [1,1 + u] ou [1 4+ w ;1] C ]0; +o0].

1
— Siu € [0;+00[ alors la dérivée © — — de In est majorée par 1. D'aprés l'inégalité des

accroissements finis, on obtient donc
Inl+u)—In(l)<1(1+u—1) < In(1+u) < u.
— Soit u € |—1;0[.

Le théoreme des accroissements finis, nous assure I'existence d'un ¢ € [1 + u; 1] tel que :

1
In(l4+u)—In(l) =-u < In(1+u) < “
c €
1 1 ) U U
Or,cell+u;l] = 1<E<1+—upms, avec u < 0, 1+u<;<u

En particulier, — < u et le résultat.
c

Dans tous les cas, on a montré que :

Vué€]-1;400[, In(1+u) < u.

6. Soit n € N*.

Vvn £2\"
(a) Montrer que : / (1 — E) dt < F(v/n).
0
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t2 12 t2
Correction : Pour ¢ € [0;+/n[, on a —— € ]—1;0], donc In (1— —) < —— d'apreés la
n n n

question précédente.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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2
Ainsi, comme 1 — — > 0, par croissance de la fonction exponentielle sur R,
n

2 n
Vte [0;\/5[, (1— t—) = enln<1_7> < e t?

n

n

En outre, par croissance de I'intégrale et car 0 < v/n, on a, en intégrant entre 0 et \/n :

Ve 2\" Ve
/ (L——)(ﬂg/ et dt = F(v/n).
0 0

n

De plus, pour t = \/n, on a ( — ﬁ)n =0< et

(b) A l'aide du changement de variable t = /n cos(u), en déduire que :

\/ﬁw2n+1 < F<\/ﬁ>

t t
Correction : Posons t = y/ncos(u) < cos(u) = —= <= u = arccos (7> , change-
n

NG

. . z . ™
ment de variable de classe ¢! strictement décroissant entre [O; 5] et [0;v/n]. On a:

dt = —/nsin(u) du et te0;vn] <= ue [O; g] )

On obtient alors
Vn £2\" 0
[ (-5) = [0 w)” vasiw o
0 E

%
= \/ﬁ/ sin?" ™ (u) du
0
= \/ﬁw2n+1'

En utilisant la question précédente, on conclut que :

\/ﬁWZ'thl <F (ﬁ) :

7. Soit n € N*.

Jn 2\ "
a) Montrer que : F(v/n) < 1+ — dt.
(a) 2
0

¢ t2 ¢
Correction : Pour ¢ € [0;+/n], on a — € [0;1] donc In (1 + —) < —.
n n n

2

Ainsi, comme 1 + — > 0, par croissance de la fonction exponentielle sur R, on a :
n

n

2\ "
Vte(0,vn], e—t2<<1+ ) .

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Enfin, la croissance de I'intégrale et 0 < \/n nous assure que :

F(v/n) < /Oﬁ (1 + ﬁ)_n dt.

n

(b) A l'aide du changement de variable t = \/ntan(u), en déduire que :

V< va [ " cosr

ou B € R et p €N sont a préciser.

changement de variable de

%)

. t
Correction : Posons t = \/ntan(u) < wu = arctan (
: : m
classe ¢! strictement croissant entre [O;Z] et [0;/n].

Ona:

du t? 1
PV T S S S
\/ECOSZ(U) * n  cos?(u) € ue o

et on obtient donc :

[ () e [ )
:\/—/0 (1 + tan(u)) ™" Cosi( y
= Vi /0 (=) =
:\/-/0 0s?"2(u) du

. . O 2o [RZ z ™
On obtient bien I'inégalité demandée avec B = 1 etp=n—1.

+

Commentaires : arctan (1) = . Désolé mais ce n'est pas moi!

IS
pol Y

(c) En déduire que : F(v/n) < v/nW,, 5.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction

Correction : On a:

Vit W =i [ cos"2(u) du

0

= \/5/4 cos® 2 (u) du + \/ﬁ/2 cos® 2(u) du  (relation de Chasles).
0 I

jus

Or, pour tout u € [g, g] , cos?™ D(y) >0 et donc /2 cos®™2(u) du > 0. Ainsi,

s

Vi Wan s ﬁﬁwwwwu
0

=
> F(yv/n) d'aprés (7b).
Finalement,

F(vn) < vVnWy,_,.

Devoir surveillé n°6

+o00
8. Conclure sur la valeur de / et dt.
0

Correction : D’'aprés les résultats des questions (6b) et (7c), on a:
vn S [N*7 ﬁWQn-i-l < F(\/ﬁ) < \/ﬁw2n—2‘

Or, d'apres I'aide de I'énoncé,

T T T

ViWoniy | o ‘/ﬁ\/ 2(2n + 1) n—stoo \/ﬁ\/ in 27
[ T T
VinWan o s vn 2(2n —2) =00 \/; T2

VT
-

et

Autrement dit, lim ﬁWQnH: lim nW, o=
n—-+oo

n—-+00

De plus, d'aprés la question (4) et par composition des limites,
+o00 )
. _ . _ 7t
nl_l}I_El F(v/n) = xEI-P F(x) _/0 e v dt.

La conservation des inégalités larges a la limite permet alors de conclure :

+00
/ et dt = ﬁ
o 2

ol

Commentaires : Le théoréme d'encadrement seul permettrait juste de montrer que lim F(y/n) =
n—+oo

Probleme 3 — Soient n € N* et (Q,P) un espace probabilisé fini.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Une urne possede 2n boules : n blanches et n noires. On vide I'urne en effectuant successivement n tirages
en piochant simultanément deux boules & chaque tirage.

On note alors :
S,, + « obtenir lors des n tirages deux boules de couleur différente a chaque fois »
et pour tout k € [1;n],
A, : « obtenir deux boules de couleur différente lors du k-ieme tirage. »
Enfin, pour tout n € N*, on note p,, = P(S,,) et P(S,, | Aj) la probabilité conditionnelle de I’événement

S,, sachant que A, s’est produit.

Partie 1 : Tout ce qui peut arriver, finit toujours par arriver

1. Sin =1, préciser p,.
Correction : Sin =1, I'urne ne posseéde que deux boules : 1 blanche et 1 noire et nous n’effectuons
qu'un seul tirage qui retourne cette unique boule blanche et cette unique boule noire.

On a donc p; = 1.

Commentaires : Tous ceux qui se sont trompés ont oublié que les dénombrements consistaient a construire a la main.

2. Soit n € N*. Exprimer S,, en fonction des A,.

Correction : Soit n € N*. Pour obtenir uniquement des boules de couleurs distinctes a chaque
tirage, il faut et il suffit que ce soit le cas au premier tirage, au deuxiéme et ainsi de suite jusqu'au

n-ieme. Donc,
S,= [ Aw
kel1;n]

3. Justifier sans calcul que P(S,,,; |A;) = P(S,,).

Correction : On regarde la probabilité de réaliser S, ; sachant que A, est réalisé.
Puisque I'on regarde S, ; c'est que I'on considére une urne avec 2(n + 1) = 2n + 2 boules.

On suppose A, réalisé, nous avons donc obtenu deux boules de couleurs différentes lors du premier
tirage.

askjeuy 15 21qa3|y ‘soM|iqeqoid

Sachant cela, il nous reste alors 2(n + 1) — 2 = 2n boules et I'on doit, dans tous les tirages suivants,
obtenir deux boules de couleur différente pour avoir S, ;.

Cet événement correspond exactement a S,,.

Par conséquent,
P(S,11 [ A1) =P(S,).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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4. Montrer que la suite (p,,), o+ €st décroissante.

Correction : Soit n € N*.

P(S,,1NA;)

Par définition et d’apres la question précédente, p, = P(S,) = P(S,,,; | A)) = P(A)
1

avec P(A;) #0.

OI’, d'aprés (2), P(Sn+1 ﬂAl) =P ( ﬂ Ak N Al) =P ( ﬂ Ak) = IP(Sn+1> :pn+1'
ke[1;n+1]

ke[l;n+1]

D'ou, p,, = Lt > P, car P(A)) < 1L

La suite (p,,),cn- €st donc décroissante.

5. Cette suite converge-t-elle ?

Correction : La suite (p,,),cn- est décroissante et minorée par 0 en tant que probabilité donc
converge vers un réel positif d'apres le théoréme de limite monotone.

Partie 2 : Il n'y a que les deux premiers tirages qui cofitent

On fixe n € N, n > 2.

6. Combien y a-t-il de configurations possibles pour le premier tirage (les boules, y compris celles de
méme couleur, sont toutes supposées discernables) 7

Correction : Lors du premier tirage, on pioche simultanément deux boules parmi 2n (car toutes les
boules sont distinctes). Cela revient a chercher le nombre de parties a 2 éléments dans un ensemble
a 2n.

3 2n . . . L
Par conséquent, on a 5 configurations possibles pour le premier tirage.

7. En déduire P(A;) et I’écrire comme le quotient de deux entiers.

Correction : Pour obtenir deux boules de couleurs différentes lors du premier tirage, on choisit la
boule blanche : n choix, puis la boule noire : n choix également.

Donc le nombre de configurations retournant deux boules de couleurs distinctes est de n?.
Puisque chaque combinaison de deux boules parmi les 2n est équiprobable, on en déduit que :
2 2 2

n n n n
P(A,) = @) T G T el 2p—1
2 (2n—2)12! 2

Commentaires : Pour cette question est les suivantes, ce n'est pas parce qu'il y a deux couleurs que les probabilités

1
sont égales a >

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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8. Déterminer P(A, | A,).

Correction : On a P(A;) # 0. De plus, si A; est réalisé, alors on a 6té une boule noire et une
boule blanche de I'urne. Il nous reste donc n — 1 boules noires et n — 1 boules blanches.

Deés lors, piocher deux boules de couleurs différentes vaut de méme qu'a la question précédente,
ainsi : )
(n—1) n—1 n—1
P(Ay[Ay) = = =

Gy T 2n—1)—1 2n-3

On introduit également les événements :

B, : « obtenir deux boules blanches au premier tirage »,

Nj : « obtenir deux boules noires au premier tirage ».

9. Caleuler P(B,), P(A,|B,) et P(N,), P(A,|N)).

n 2n
Correction : On a 5 facons de piocher deux boules blanches au premier tirage parmi les ( 5 )

configurations possibles. On a donc :

() nl 2n—-2)12! nn-1) 2 . n—1
P(B,) = M (=212 (2n)! 2 (2n)(2n—1) 2@2n-—1)

De plus, si By est réalisé, alors il nous reste n — 2 boules blanches et n boules noires. Alors il y a
2n —2 . . . . . .
5 configurations possibles au deuxiéme tirage (on note que puisque n > 2,2n — 2 > 0).

Pour construire un tirage avec deux boules de couleurs différentes, on choisit une boule blanche : on
a n — 2 choix, et une boule noire : n choix. D'ou :

_(m=2n  2(n—-2)n (n—2)n
P(Az | By) = (%) (2-2)(2n—3) (n—-1)(2n—3)’

De méme, par symétrie des hypothéses sur les couleurs :

n—1 (n—2)n

P(N,) = 2@n—1) et P(Ay | Ny) = (n—1)2n—3)"

10. Calculer P(A,).

Correction : On observe que la famille (A, B;,N;) forme un systéme complet d'événements.

Donc, par la formule des probabilités totales, on a :

P(Ay) =P(Ay | A)P(A;) + P(Ay | B))P(By) + P(Ay | Ny)P(Ny).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction Devoir surveillé n°6

Donc par les questions précédentes,

n—1 n (n—2)n n—1 (n—2)n n—1
P(Ag) = 2n—32n—1 (n—1)2n—-3)22n—1) (n—1)(2n—3)2(2n—1)

_nn—1+n-2)

- (2n—3)(2n—1)

a1

11. Les évenements A; et A, sont-ils indépendants ?

Correction : Comme P(A;) # 0, on sait que A; et A, sont indépendants si, et seulement si
P(A;y | Ay) =P(Ay).

n—1 n
Or, d’apres | ti écédentes, P(A, | A;) = t P(A,) = .
r, d'aprés les questions précédentes, P(A, | A,) 5= ¢ (A,) e
. n—1 n . ) )
On ne peut malheureusement pas affirmer que == méme si cela se « voit ».
2n—-3 " 2n—1

Or, pourn > 2, 2n —1 > 2n — 3 # 0 ce qui entraine

n—1 _ n
m—3 2m—1

< (n—1)2n—1) =n(2n—3)
<~ 1=0.

. n—1 n .
Equation sans solution donc 5 5 +* 5 1 et les évenements A; et A, ne sont pas indépendants.
n— n—

Commentaires : Trop de blablas en général !

12. Calculer la probabilité d’avoir obtenu deux boules de méme couleur au premier tirage sachant que
I’on a obtenu deux boules de méme couleur au deuxiéme tirage.

Correction : On cherche P(A; | A,). Tout d’abord, on remarque qu'on a P(A,) # 0.
Puisque IP = est une probabilité, on commence par noter que :

P(A; | Ay) =1—P(A; | Ay).
Comme P(A;) # 0, d’apres la formule de Bayes, on a :
P(A; | APP(A)) _ (1-P(A, | A))P(A)

( 1 | 2) IP(A2) 1—IP(A2>
Donc, par les questions précédentes,
(1 n—1 > n
— m—3)2n—1 (2n—=3—-n+1)n (n—2)n
P(A; | Ay) = = = .
(A1 | A2) 1— 5 2n—3)2n—1—n) (2n—3)(n—1)
Par suite,
_ 2 _ _ 2 2
PA; | By =1— (n—2)n _ 2" —5m+3-—n"+2n  n"—3n+3 ‘
(2n —3)(n—1) (2n —3)(n—1) (2n —3)(n—1)

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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n?—3n+3
(2n—3)(n—1)

La probabilité recherchée est donc :

Commentaires : Pour cette question et les suivantes, bravo a tous ceux qui ont trouvé des probabilités supérieures a 1.
Je vous envie d’avoir autant de chances!

Partie 3 : Y’a toujours une partie plus diff... rigolote!
Pour tout k& € [1;n], on pose : B, = ﬂ A,.
i€[[1;k]

n—k+1

13. Montrer que pour tout k € [2;n], P(A, |B,_;) = 2—2k+1
n —

Correction : Soit k € [2;n]. On suppose que B,,_; est réalisé i.e. a chaque tirage entre 1 et k— 1,
nous avons tiré une boule blanche et une boule noire.
A I'étape k, il nous reste donc n — k + 1 boules blanches et n — k + 1 boules noires.

Ainsi, le nombre de tirages possibles a I'étape k est :

=(mn—k+1)2n—2k+1).

2(n—k+1)\  (2n—2k+2)(2n—2k+1)
2 B 2

Pour que A, soit réalisé, il faut tirer une boule blanche : n — k + 1 choix et une boule noire :
n —k + 1 choix et donc on a (n — k + 1)? choix pour obtenir A,.

Ainsi, chaque tirage de couples étant équiprobable, on obtient :

B (n—Fk+1)2 _ on—k+1
P(Ag | Ba) = (n—k+1)2n—2k+1)  2n—2k+1°

14. Exprimer en fonction de n!, (2n)! et 2" les quantités

(2k) et ﬁ(zk—1).
k=1

n

ol

=1

Correction : Simples calculs :

(2k) =2" [ k = 2"n!.
k=1

2n
n 2n Hp (2
[[et-v=[[r=%-==
b=t Lo p 11
1 k=1

p:
P pair

—s

k

Il
—

De plus,

(2n)!

- oonpl’

n)!
(2F)

Commentaires : Une question donnée..mais trés mal faites.
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Devoir surveillé n°6

20
G

D'aprés (2), on ap, =P(S,,) =P(A; N---NA,,).

15. Montrer que p,, =

Correction :

La formule des probabilités composées s'écrit alors :

Pn = IP(An ‘ Al n ”'mAn—l) X IP(An—l ’ Al ﬂ'"m‘An—2> X e
= IP(An ‘ anl) X IP(‘Anfl ’ Bn72) X X IP<A1)
Avec (13),
_ n—n+1 y n—(n—1)+1 . n—2+1
S22 —2n+1" 2n—-2n-1)+1 2n—2x2+1
2 n—1 n
=1xZx.. "apré _
R e T (d'apres (7).)
n!
[Tee—1)
k=1
_ (ah)22"  nl@n—n)! .
 (2n)! (2n)!
27’L
&)

x P(Ay)

P(A;)

16. Sachant que n! ~

n—-+0oo
préciser sa limite.

e

: : - (n!)22n
Correction : Par la question précédente, on a p,, = W
n)!
n\" 2n\ 2"
Or,n! ~ (—) V2mn et donc (2n)! ~ (—) 4mn.
n—+o0o e n——+oo e

Ainsi, par quotient,

n?n(2rn) e 2n2"

_ VTN
P @nyrny/dmnen 20

Un équivalent simple de p,, en +o00 est donc

lim =0.

n—-+00 pn

Commentaires : On ne peut pas espérer trier notre urne en faisant de cette maniére !

n n
(—) Vv2mn, en déduire un équivalent simple de p,, quand n — 400, puis

n . z q
et par croissances comparees, on a directement

Lycée Jules Garnier
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