Pour le 14 novembre 2025 Devoir en temps libre n°27

Applications lineaires

Probléme : Dans tout ce probléme, E et F désignent deux R-espaces vectoriels. De plus, pour tout
application linéaire f de £(E,F), on note :

A;={heL(F,E), fohof=0}, B;={heL(FE), Im(f)C ker(h)}
et C;={h € L(F,E), Im (h) C ker (f)}.

Les trois parties de ce probléme sont indépendantes.
Partie 1
Dans cette partie seulement, on pose E = F = R? et

I RZ — [R2 ot o RZ — [R2
| (zy) = (22— 4y, =3z + 6y) T (@y) » (2e—2y,2—y)

—_

. Montrer que f et g sont des endomorphismes de R?.
2. Déterminer u € R? tel que ker (f) = Vect(u).
3. Déterminer v € R? tel que Im (f) = Vect(v).
4. Montrer que g € A;.

Partie 2
L(F,E) — ZL(E,F)

h = fohof '
1. Montrer que T est bien définie et linéaire.

On note Tf : {

2. Montrer que Ay est un R-espace vectoriel.

3. (a) Montrer que By C A,. _c>
=)

(b) Montrer que si f est injective alors B, = A. F_)

Q

4. (a) Montrer que C; C A;. g.
=

(b) Montrer que si f est surjective alors C; = A . »n

5. Montrer i t bijecti lors T, est bijecti =
. que si f est bijective alors T est bijective. 8‘
Partie 3 ?D

w

Dans cette partie, on considére une application linéaire g de £(F,E) telle que
fegef=[ et gofog=y.

1. Montrer que Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels de F.

2. Montrer que Im (f) et ker (¢) sont supplémentaires dans F.

'
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