Partie 1

1. Soient u = (z,y) € R, v = (2/,y’) € R? et (a, ) € R2. On a au + Bv = (az + Bz, ay + By').
Deés lors, on a

flau+ Bv) = flax + ', ay + By') = (2(ax + fz’) — 4(ay + By’), —3(ax + Bz") + 6(ay + By’))
= (a(27 — 4y) + B(22" — 4y'), a(—3x + 6y) + B(—32" + 6y'))
= a2z — 4y, =3z + 6y) + B(22" — 4y’, —32" + 6y’)
= af(z,y)+ Bf(z',y") = af(u) + Bf(v)

et

glau + pv) = glax + Bz’ ay + By') = (2(ax + ') — 2(ay + BY), (ax + Bz’) — (ay + BY’))
= (a(2z —2y) + B(22" —2¢'),a(x —y) + B(2" —y'))
= a2z —2y,z—y) + B2z — 2y, 2" —y')
= ag(z,y) + Bg(z",y’) = ag(u) + Bg(v).

Les fonctions f et g sont donc linéaires.

2. Soit w = (z,y) € R%. On a

20 —4y =0
weEker (f) < f(w)=0 < (22 —4y,—3z+6y) = (0,0) <= T = =2
—3z+6y=0

= w=(2y,y) =y(2,1) <= w € Vect((2,1)).

En posant u = (2,1) € R?, on obtient ker (f) = Vect(u).

3. On remarque d’ores et déja que, pour tout (x,y) € R?, on a
Fa,y) = (2 — 2),—3(z — 29)) = (= — 29) - (2,—3)
done, en posant v = (2,—3), on a Im (f) C Vect(v).
Soit w € Vect(v). 1l existe A € R tel que w = (2A, —3)). On peut écrire
w = (2\,=3X) = f(A,0) donc w € Im(f).
Ainsi Vect(v) C Im (f) et par double inclusion, on obtient Im (f) = Vect(v).
4. Soit (z,y) € R%. On a

fogo flzy) = feg(f(z,y)) = fog(2x — 4y, -3z + 6y) = f(9(2z — 4y, —3z + 6y))
= f(2(2x — 4y) — 2(—3z + 6y), (2 — 4y) — (—3x + 6y)) = f(10z — 20y, 5z — 10y)
= (2(10z — 20y) — 4(5x — 10y), —3(10z — 20y) + 6(5x — 10y))
= (0,0)

donc fogo f=0gge), ie g appartient & A .
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Partie 2

1. Soient (hy,hy) € L(F,E)? et (A{, \y) € R%. La fonction f étant linéaire, on a
TrAhi+ Ay hy)=Ffo(A-hy+ Ay hy)of=Ffo(A-hiof+Ay-hyof)
=X fohyof+ Ay fohgof
Par conséquent, I'application T, est une application linéaire.

2. On a Ay = ker(T;) donc A, est un sous-espace vectoriel de £(F,E) en tant que noyau d'une
application linéaire.

3. (a) Soit h € By donc Im (f) C ker (h). Pour tout x € E, on a f(z) € Im (f) C ker (h) donc

ho f(z) =h(f(z)) =0 puis feoho f(x) = f(ho f(z)) = f(0) =0.
Par conséquent, I'application f o ho f est la fonction nulle, ie foho f =0. Il s’ensuit h € Ay
de quoi 'on déduit B, C A.
(b) On a déja montré lors de la question précédente By C A;. On montre maintenant I'inclusion

A C By sous I'hypothese f injective, ie ker (f) = {0}.

Soit h € A;. Montrons que Im (f) C ker (k). Soit y € Im (f). 1l existe z € E tel que y = f(z).
Des lors,

f(hy)) = f(h(f(x))) = foho f(x) =0 car h € Ay.

On obtient h(y) € ker (f). La fonction f étant injective, on a ker (f) = {0} donc h(y) =0, ie
y € ker (h). I s’ensuit Im (f) C ker (h), autrement dit h € B.

Par double inclusion, si f est injective, on a Ay = By.

4. (a) Soit h € Cy, ie Im(h) C ker(f). Pour tout y € F, on a h(y) € Im(h) C ker(f), donc
foh(y) = f(h(y)) = 0. Deés lors, pour tout = € E, on a

fohe f(z) = foh(f(z) = 0.

cF

Par conséquent, I'application f o ho f est la fonction nulle, ie foho f =0. Il s'ensuit h € Ay
de quoi 'on déduit C; C Ay.

b) On a déja montré lors de la question précédente C, C A .. On montre maintenant 'inclusion
f !
A, C C; sous ’hypothese f surjective.
f ! J

Soit h € A ;. Montrons que Im (h) C ker (f). Soit x € Im (h). Il existe y € F tel que x = h(y).
On a y € F et f surjective donc il existe 2" € E tel que y = f(z"). Deés lors,

f(x) = f(h(y)) = f(h(f(2"))) = foho f(z') =0 car h e A
On obtient ainsi x € ker (f). Il s’ensuit Im (k) C ker (f), autrement dit h € C;.

Par double inclusion, si f est surjective, on a A, = By.

5. Si fest bijective alors il existe f~! € £(F,E) tel que fo f~! =Idg et f o f = Idg. On définit alors

- { £(E,F) — «(F,E)
f—1- h s fﬁlohoffl
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Des lors, on a Tyo Ty : L(E,F) — L(E,F) et pour tout h € £(E,F), on a

TyoTya(h) =Ty oho )= fo(f™ohofT)of=(fof ) oho(f o)

:IdFOhOIdE:h

donc Tyo T =Id g ). De méme, pour tout h € L(F,E), on a

TpaoTph)=Tpa(fohof)=flo(fohof)of = (fTof)oho(fof)
=Tdgoholdy =h

donc Ty1 o Ty = Id ;p ). Par conséquent, T, est une application bijective.

Partie 3

1. Le noyau et I'image d’une application linéaire étant des espaces vectoriels, on déduit que Im (f) et
ker (g) sont des sous-espaces vectoriels de F.

Méthode 1 :

— On montre Im (f) Nker (g) = {0}.

Soit y € Im (f) Nker (g). On a y € Im (f) donc il existe x € E tel que y = f(x). De plus,
on a y € ker (g) donc g(y) = 0. Alors

y=f(x)=fogof(z)=fog(f(x))=fogly) = flgly)) = f(0) = 0.

Ainsi, on obtient Im (f) Nker (¢) C {0}. L’inclusion {0} C Im (f) Nker (g) étant toujours
vraie, il vient par double inclusion Im (f) Nker (g) = {0}.

On montre Im (f) +ker (¢9) = F. Soit y € F.

Analyse : Supposons qu’il existe b € Im (f) et b” € ker (g) tel que y = b+b". Ona b € Im (f)
donc il existe a € E tel que b = f(a). Des lors,

b= fla)=fogefla)=flgly—0")) = flg(y)) — f(g(b')) = fg(y)) =0 = feog(x)
car b’ € ker (g)

puis b’ =y —b=y— fog(y)
Syntheése : On pose b = fog(y) et b’ =y — fog(y). Se faisant :
—onab+d = feogly)+y—feogly) =v,
—onab=fog(y) = f(g(y) € Im(f),
—onagb)=gly—fogy)=gy)—gefogly) =g(y) —g(y) =0 donc V' € ker (g).
Par conséquent, on a y € Im (f) + ker (g) puis F C Im (f) + ker (¢). Par ailleurs, Im (f)

et ker (g) étant des sous-espaces vectoriels de F, on a également Im (f) + ker (g) C F. Par
double inclusion, il vient Im (f) + ker (g) = F.

— On a ainsi Im (f) + ker(g) = F et Im(f) Nker(g) = {0} donc Im (f) & ker(g) = F.

Autrement dit, Im (f) et ker (g) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.

Méthode 2 :

L’application fog:F — F est linéaire en tant que composée d’applications linéaires et de
plus, elle vérifie

(feg)e(fog)=(fegofleg=feg.
Par conséquent, 'endomorphisme fog est la projection sur Im (fog) de direction ker (fog).

En particulier, les sous-espaces vectoriels Im (f o g) et ker (f o g) sont supplémentaires dans
F,ieIm(fog)®ker(fog)=F.
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— On montre que Im (f o g) = Im (f). On a toujours Im (f o g) C Im (f). Réciproquement, si
y € Im (f), il existe x € E tel que y = f(x). Sachant que f = fogo f, il vient

y=fx)=fegefx)=fog(f(z)) €lm(fog).

Ainsi, on a Im (f) C Im (f o g). Par double inclusion, on obtient Im (f) = Im (f o g).
— On montre que ker (f o g) = ker (g). On a toujours ker (g) C ker (f o g). Réciproquement,
soit € ker (fog) ie fog(x) = Op. Sachant que g = go fog, on a

g(x) =go fog(x)=g(fog(z)) =g(0p) =0 donc z € ker(g).

On a ainsi ker (f o g) C ker (g). Par double inclusion, on obtient ker (¢g) = ker (f o g).

— Par conséquent, on a Im (fog)@®ker (fog) =F, Im(f) =Im(fog) et ker (g9) = ker (fog)
donc
Im (f) @ ker (9) =F.
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