1. (a) Soit P € R,[X] donc deg(P) < n. On a deg(P’) < deg(P) — 1 donc
deg((1 = X)P’) = deg(1l — X) 4 deg(P’) <1+ deg(P) —1 < n.
Il s’ensuit
deg(P + (1 — X)P’) < max{deg(P),deg((1 —X)P")} <n, ie P+ (1—-X)P' € R, [X].
(b) Gréce a la question précédente, on sait que ¢ est a valeurs dans R, [X]. On montre que ¢ est
linéaire.
Soient (P,Q) € R, [X]? et (A, ) € R%. On a

©(AP + Q) = (AP + Q) + (1 — X)(AP + Q) = AP + uQ + (1 — X)(A\P’ + uQ’)
= AP+ pQ+ A1 —-X)P" + pu(1 —X)Q’
= AP+ (1 =X)P) +u(Q+ (1 -X)Q) = Ap(P) + np(Q).

Par conséquent, on a ¢ : R, [X] — R,[X] linéaire, autrement dit, ¢ est un endomorphisme
de R, [X].

2. Soit P € Vect(X —1). 1l existe un réel A tel que P = A(X —1). Dés lors, on a
eP)=P+(1-X)PP=AXX—-1)+(1—-X)A=0 donc P € kerp.
Par conséquent, on a Vect(X — 1) C ker .

3. (a) On a P € ker ¢ donc ¢(P) = 0, autrement dit
P+(1-X)P' =0&P=(X-1)P.

Par conséquent, on a bien X — 1 qui divise P.
(b) Méthode 1 : On a P # 0 donc, en notant p < n le degré de P, il existe p + 1 réels ay, aq,...,a

avec a, # 0 tels que ,
P=>) X"
k=0

p

On a alors

Z a, XF + Z ka, X+1 zp: ap XF + zp: ka, XF1 — zp: ka, X*
k=0 k=1 k=0

D pl
=> a,(1—k)XF+) (k+1)ay,, Xk
k=0 k=0

=a,(1=p)XP + Y lap(1— k) + (k + Day,,] X*.
k=0

Il s’ensuit que le coefficient dominant de (P) est a,(1 —p). Or, étant donné que P € ker ¢, le
polynoéme (P) est nul donc en particulier, on a

a,(1-p)=0«&p=1 car a,+#0.
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On a ainsi établi que P est de degré 1.
Méthode 2 : On a P € ker ¢ donc ¢(P) = 0 de quoi 'on tire P = (X — 1)P’. On peut ainsi
écrire

0=9¢(P)=p(X-1DP)=X-1DP" + (1 -X)(X-1)P)
= (X—1)P' + (1 —X)P’ — (1—X)?P" = —(1 — X)2P".

On a (1 —X)? # 0 donc P” = 0. On en déduit que P’ est constant donc P = (X — 1)P’ est de
degré 1 (P non nul donc P’ non nul).
Remarque : On vient de prouver P € Vect(X —1) donc ker ¢ C Vect(X —1) que 1'on reprouvera
dans la question suivante.

(¢) On a déja vu, lors de la question 2, que Vect(X — 1) C kerp. On montre désormais que
ker ¢ C Vect(X —1). Soit P € ker .
D’apres la question 3a, on sait que X — 1 divise P donc il existe Q € R[X] tel que P = (X—1)Q.
D’apres la question 3b, on sait que deg(P) = 1 donc deg(Q) = 0, autrement dit, Q € R. Il
s’ensuit P € Vect(X —1).
Par double inclusion, on obtient ker ¢ = Vect(X — 1).

4. Pour tout entier , on note T}, le polynéme (X — 1),
(a) Soit k € [0,n]. On a

o(T) =T+ (1-X)T, = X=DF+ k(1 -X)X -1 =1-k)X-1)F=(1-k)T,.

On retrouve le fait que p(T,) =0, ie Vect(X — 1) C ker ¢.
(b) @ On montre que Im ¢ C Vect (T, k € {0,2,...,n}).
Soit Q € Im ¢. Il existe P € R,,[X] tel que Q = ¢(P). Grace a la formule de Taylor, on peut
écrire " "
P (1) k P™(1)
P:; o (X=1) :ZTTk.

k=0

Par linéarité de ¢, on peut écrire

n_ plk) n_ pik)
Q=pP)=¢ <Z Pk!(l)Tk> => r k!<1)s@(Tk)

k=0 k=0
" pkI(1
- k:'( ><1 — k)T, grace a la question 4a,
k=0 :
" (1—k)P®(1
- Z (l)ﬁ'UT’f car T, € ker ¢.
=

Par conséquent, on a Q € Vect (T, k € {0,2,...,n}).
e On montre Vect (T, k € {0,2,...,n}) C Im ¢.
Soit Q € Vect (T, k € {0,2,...,n}). Il existe (agy, as, ...,a,,) € R™ tel que

Q= Z a, Ty,.

k=0
k1

1 1
Pour k # 1, grace a la question 4a, on peut réécrire T) = mg@(Tk) = <7T,€> 1

s’ensuit

Q= a, Ty = arp <7Tk) = . Ty | € Im o
Zkf Zf 11—k Zf k—1
—0 k=0 k=0
kA1 kA1 k1
e Par double inclusion, on a bien Im ¢ = Vect (T}, k € {0,2,...,n}).
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5. @ On a ker ¢ et Im ¢ qui sont deux sous-espaces vectoriels de R,,[X] en tant que noyau et image
d’un endomorphisme de R, [X].
e On montre que R, [X] = ker (¢) + Im ¢ par double inclusion.
On a kerp C R,[X] et Im ¢ C R,,[X] donc ker (¢) +Im ¢ C R, [X].
Soit P € R, [X]. Grace a la formule de Taylor, on peut réécrire

k! k! k!

k=0 €Vect(X—1) ’g;?

S R E PRI R FATEtTe SH R gl
k=0

N —— —
€Vect(Ty,ke{0,2,...,n})

Etant données les expressions de ker () et Im ¢ obtenues lors des questions 3c et 4b, on a alors
P € ker (¢) 4+ Im . Par conséquent, on a R, [X] C ker (¢) + Im ¢.

e On montre que ker ¢ N Im ¢ = {0} par double inclusion.

On a toujours 0 € ker p et 0 € Im ¢ donc {0} C ker p N Im .

Soit P € kerp NIm ¢. On a P € ker p = Vect(X — 1) donc il existe un réel A tel que P = A\(X —1).
De plus, on a P € Im ¢ = Vect (T, k € {0,2,...,n}) donc il existe n réels a, a,,...,a, tels que

P=ag+ Zak(X —1)%. On a ainsi
k=2

AMX—1)=ay+ iak(X— 1)k.
k=2

n
En considérant les polynémes dérivés, il vient \ = Z ka, (X — 1)k, En spécifiant cette relation

en X =1, il vient A =0 donc P =AX—-1)=0.

On a ainsi établi ker p N Im ¢ C {0}.

e Par conséquent, on a ker ¢ et Im ¢ qui sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R,,[X],
ce que 'on note R, [X] = ker o @ Im ¢.
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