Chapitre

A Séries numériques

Revenons pour introduire ce chapitre quelques siécles en arriére, au temps de Zénon d’Elée, philosophe
grec du cinquieme siecle avant J-C. Celui-ci est resté célebre par sa position tres sceptique vis-a-vis de
certaines théories scientifiques développées a I’époque (notamment par Platon) concernant la divisibilité
du temps et des mouvements, et les quelques paradoxes qu’il nous a laissés & méditer a ce sujet. Le plus
connu d’entre eux est peut-étre celui de la course entre Achille et la tortue.

Pour fixer les idées, supposons qu’Achille coure & 10 metres par seconde (a peu de choses pres la vitesse

d’un record du monde de 100 metres), et la tortue (un peu génétiquement modifiée) a 1 meétre par seconde.

Achille s’élance avec cent metres de retard. Quand va-t-il rejoindre la tortue ?
La réponse un peu surprenante de Zénon est : « jamais! ».

Voici son raisonnement : le temps qu’Achille parcoure ses cent metres, la tortue en a franchi dix. Mais
le temps qu’Achille parcoure ces dix nouveaux metres, la tortue en a fait un de plus etc. On aura beau
multiplier les étapes, Achille sera toujours derriére.

Comment résoudre le paradoxe ? Regardons les choses d’un point de vue temporel : Achille met 10
secondes pour franchir les cent premiers metres, puis une seconde supplémentaire pour les dix metres

suivants, 0 seconde pour le metre suivant etc. Au total, Achille met donc 10 + 1 + — + ... secondes

avant de rejoindre la tortue. L’astuce est toute simple : cette somme, bien que composée d’un nombre
infini de réels, est finie.

Ainsi, méme g’il faut un nombre infini d’étapes & Achille pour rejoindre la tortue, celles-ci vont toutes se
dérouler dans un laps de temps fini.

C’est la I'idée d’une série (convergente) en mathématiques : une somme d’un nombre infini de termes
qui donne pourtant un résultat fini.
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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

I/ Séries numériques

1.1 Suites des sommes partielles

Définition 1 : Soit (u,,),,cy une suite réelle ou complexe.
— On appelle série de terme général u,,, notée Zun, Zun ou Zun, la suite (S,,),,cy définie

n>0 nenN
par :

n
vVneN, Sn:uo—i—u1+...+un:Zuk.
k=0

Vocabulaire : Pour tout entier n € N,

o u,, s’appelle le terme général de rang n.
o S,, s’appelle la somme partielle de rang n.

— On dit que la série Zun converge lorsque la suite des sommes partielles (S,,),,c, converge.
n>0

Vocabulaire : Dans ce cas,
+o00o

o la limite de (S,,),cy €st notée Zun et appelée somme de la série :

n=0

“+oo

u, = lim S, .
Z n n—4oo
n=0

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



PTSI VINCI - 2025 I. SERIES NUMERIQUES

o On appelle reste de rang n 1’élément R,, défini par :

400
R,=5-8,= ) u.

k=n+1
— Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.
)

Vocabulaire : Déterminer la nature d’une série revient a se poser la question de sa convergence.

En particulier, deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes
ou toutes les deux divergentes.

Remarques et commentaires :

— Ne pas confondre suite et série : g u,, est une série. C’est la suite (S,, ),y des sommes partielles
des n + 1 premiers termes de la suite (u,,),,cn-

— On s’intéresse essentiellement a la nature de la série et non de la suite, notions qui n’ont souvent
rien a voir.

— La notation E ne présume en rien de la convergence de la série et donc de l'existence de la somme
neN
400
g U, -
n=0
+00

— Ecrire la somme infinie g u,, suppose implicitement que la série converge. On prendra donc bien

n=0
garde & n’utiliser ce symbole que dans ce cas.
+oo

— Zun est la somme de la série. C’est un nombre (réel ou complexe) [},
n=0
— Dans le cas de convergence, on peut remarquer que la suite (Rn)neN tend vers O :

lim R, = lim S-S, =0.

n—+oo n—-+0oo

Le reste d’ordre n représente ’erreur commise lorsque 1’on remplace la somme S par la n®™¢

partielle.

somme

— Les premiers termes d’une suite ne changent pas la nature de la série : Z u,, converge si et
nz=ng
seulement si Z u,, converge.
n=>0

ATTENTION I Deux séries peuvent étre de méme nature sans avoir la méme somme.

— Enfin, remarquez que | Sy = ug et Vn e N*, u, =S, —S,,_;. I

Le terme général définit la série et la réciproque est vraie : si I’on connait la série, on peut donc
retrouver son terme général.

|1]. En conséquence, il ne diverge ou ne converge pas, il n’est équivalent & rien, il ne se dérive pas autrement que pour
donner 0, il ne bouge pas, ...

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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I. SERIES NUMERIQUES

1
Par exemple, si on sait que, Vn € N, la somme partielle S,, est définie par S,, =1 — p—1 alors

1 1 1
—etVneN, u, =S, —S,  =(1— —(1-
S0 g L TMEN Un Sn =B ( n+2) ( n+1>

1 I 1
n+1 n+2 (n+1)(n+2)

PTSI VINCI - 2025

1.2 Premiers exemples

Exemple 1 : Les séries arithmétiques de la forme g na ou a est une constante sont toujours

neN
divergentes dés que a # 0 et on a :

1
_ N\ netl)

Exemple 2 : Les séries géométriques de la forme E z™ ou z est un nombre complexes sont conver-

neN
gentes si, et seulement si [z| < 1 et on a :
n
1 Zn+1 1
VneN, S,=)» = — .
l1—2 1—2 n=t0 1—2
k=0 |z|<1
De plus, lorsque |z| < 1, on a
1 1 10, . e . .
Remarque : Z = 1T -9 C’est, a une constante multiplicative pres, le temps mis par
neN | ==

Achille pour rejoindre la tortue.

Exercice 1 (Séries géométriques & Co) :

N
1. (a) Déterminer Zn:r"_l.
n=1

(b) En déduire la nature de Z nz"™ ! selon les valeurs de z.
(c) Lorsque la série converge, déterminer sa somme.
2. Méme question pour Z n(n — 1)x" 2, puis Z n2zn 2.

n=2 n=>2
2
, . n“ + 3n
3. Déterminer la nature et la somme de g _
2n

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1
Exemple 3 : La série harmonique g — diverge. |2/
n
neN*

Preuve : Les maniéres de montrer ce résultat sont nombreuses.

On a, par exemple,

2n n
1 1 1 1 1 1
S,, —S = - — Z = — > —_ =,
2n " kz;ln kz;ln n—i—l+ +2n n><2n 2

—_

Si la série convergeait vers un réel S, on aurait alors, par passage a la limite, 0 =S — S > = ce qui

[\

est impossible.

Donc H,, diverge mais on ne sait pas encore si elle a une limite. Patientez jusqu'a I" exemple (10)!

Exemple 4 : On considere la série de terme général u,, = (—1)".

n n I t .
On exprime les sommes partielles : VN € N, Sy = Z u, = Z(—l)" = { ST est batt

=0 =0 0 si n est impair

On en déduit que la série Z(—l)” diverge.

Exemple 5 : Les séries télescopiques de la forme g (U1 — Uy) OU (Uy,), e €st une suite & valeurs

neN
dans K.
1
Par exemple, 7%'; m =1.
En effet, S, = o (1 _ 1 )
= k(k+1) =
1
S >3<) K+ (K-7)
n n+1
= =

-
n+1 n—+oo

D’une maniere générale,

Proposition 1 (Série télescopique) :
La suite (u,,),c) et la série Upiq — u”> sont de méme nature et on a :

neN

n

n

VneNlN, S, = g (1/,\_ 1= (/L) = Uy, — Up-

k=0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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On peut donc étudier une suite en se servant des techniques spécifiques de la théorie des séries, ou au
contraire étudier une série au moyen des techniques spécifiques de la théorie des suites.

Remarque : La simplification télescopique est 'analogue discret du théoreme fondamental du calcul
intégral.

Any1 — Qp
n+1l—n
tout comme la fonction f’ définie par une limite de taux d’accroissement est la dérivée de la fonction f.

En effet, la suite (an 1A, = ) N est en quelque sorte la « dérivée » de la suite (a")new’
n

Or, comment passe-t-on de f” a f? On somme au sens du calcul intégral, tout comme on le fait avec les
suites dans le cadre d’une simplification télescopique :

n—1

b
/ Fa)do = f0)— fla) = Y (Gps —ap) = ap — ap.

k=m

z 1 1
Exercice 2 : Etudier les séries de terme général In (1 + —) et In <1 — —2>
n n

Correction :
1
— VneN, u,=In (1 + 7> =In(n+1) —In(n).
n

., est donc divergente (vers I'infini).

1
La série Z In (1 4 —), de méme nature que (In(n)) _
n n

neN*

1 —1_ 1
— Vn22 v, = ln(l—ﬁ):ln — x—

1 17y 1
= ln<n_ )—111( i >—ln<1—>—ln<1—>
n n+1 y n n+1
Comme In (1—— ——— 0, la série In(1— — ) converge et on a:

2
N
n n—+00 n>2 n

Zln(l—i) =In (1—1) —1n<1—1) —— —1In2.
— k 2 n+1/) n-+too

Exercice 3 :
1. Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
(@) 1 10, ool
x) = ————— sur |0, ool
(x —1)(x+1)
1 3
2. Mont =-.
ontrer que;nQ—l 1
Correction :
1. Va>1, f(a) ! a0
.V , flx) = = .
(x—1D(z+1) z—1 =zx+1

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1 1
De plus, a = lim(z — 1)f(z) = = et b= lim (x +1)f(z) = —=.
z—1 2 z——1 2
1 1 1 1
Donc Vz € |1; S == _ '
one ¥ €15 +ool (x—l)(:c+1) 2<x—1 x—l—l)
2.V N* 25 = 2 S -
nET S Z; k+1) ;k—1 ;k+1
nl_l n+1 - -
- S
k k
= 1 3
— 1.|_____ -2
2 n n+1l nstoo 2
Donc la série converge et ona'z;—Z;—§
Hn?-1 Hm-1)r+1) 4

Cette méthode, consistant a se servir de la décomposition en éléments simples et d’'un changement d'indice,

est assez générale pour trouver les sommes de séries de terme général une fraction rationnelle.

ZTL
Exemple 6 (Série exponentielle) : V z € C, la série exponentielle Z — est convergente et on a :
n!

Pour tout z € C, la fonction f: 2 — exp(zz) est clairement de classe "' et sa dérivée n®™¢ est
x > 2" exp(zx).

L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0; 1] s’écrit :

n_ (k)
]f<1> > L0
k=0

En notant z = a + ib, on obtient |exp(zx)| = exp(az) < exp(|al) pour 0 < z < 1.

k

exp(z Z %

k=0

n+1

sup |z" exp(zz)|.

(n+ 1) 0<z<1

On en déduit :
n_k

z
exp(z) — Z &
k=0 "

On conclut avec le théoréeme d’encadrement.

|TL+1

|z

Proposition 2 :
Soient (u,,),cn €t (v

n’n

Si g u,, et g v,, convergent alors, la série E (Au,, +v,,) converge, et
+00
§ (/\”/1 v =A E Uy, + § ‘n-
n=0

n=0 n=0

deux suites de KN et A € K.

n )ni’j:J

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Preuve : La somme partielle associée a la série de terme général Au,, + v, est S, = » (Auy +vy,).

La linéarité de la somme permet d’'écrire :

n

S, = Z()\uk +v,) = )\En:uk + zn:vk.
k=0 k=0

k=0

Or, I'ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel.

n n
Donc, la suite <)\Zuk + ka> est également convergente i.e. la série Z(Aun + v,,) converge.
k=0 k=0

neN

Il suffit alors d'utiliser la linéarité de I'application limite sur ce méme espace :

n n n n <= —
+00 “+00 +oo
Donc, ZO‘U" +v,) = )\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

Corollaire 2.1 :
L’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel.

Pour le produit, c¢’est un peu plus compliqué et demande une notion de convergence un peu plus forte...

Si E u,, et E v,, divergent, il est possible que E (Au,,+pv,,) converge ... L’ensemble
des séries divergentes n’est pas stable par combinaisons linéaires.

Pire pour vous, méme si Z(/\un + uv,,) converge, il est possible que Z u,, et Z v,
divergent.

Il est donc INTERDIT de découper une somme de série en deux comme écrire

+00 +00 +00
E (Au,, + pv,) = A E U, + i E v,, sans avoir vérifié que les deux séries E u,, et
n=1 n=1 n=1

v,, étaient convergentes.

< 1 “ /1 1
Retenez pour cela I’ exemple (5) : La série ; ) = 2 <E — m) converge
n 1 n 1
: traire des d séries — et —
au contraire des deux séries kz:; . © 2 571
Exemple 7 : D’apres I exemple (6) et la proposition (2) , on a :
Ix p2n I p2ntl
VR, ch(z) = t sh(z) =S ——
= €I calz) ; ool ¢ @) ; 2n+1)!

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Corollaire 2.2 :
Soit g u,, une série a valeurs complexes.

U, converge <= Re (u,,) et Im (u,,) convergent.
n n n

Dans le cas de convergence, on a :

S = Re(u,)+i Y Im(u,).

n=ng n=ng n=ng

Exemple 8 : D’apres I’ exemple (6) et le corollaire (2.2) , on a :

oo an +oo $2n+1
Vx €R, cos(x) = 1" et sin(x) = - —.
(@) ;f ) (2n)! (@) ;f ) (2n +1)!
+00 Hn
Exercice 4 : Apres avoir démontré son existence, calculer Z —
n!
n=0

1.3 Condition nécessaire de convergence

Une premiere conséquence des théoremes généraux, condition nécessaire de convergence qui sera le plus
souvent un critere de divergence :

Proposition 3 :
E u, converge — lim wu, =0.

nN—-+0oo
neN

Preuve : |l suffit de remarquer que Vn € N*, uw,, =S, —S,,_;.

Par linéarité de la limite, si (S,,),,c) converge vers S alors (u,),cy est convergente également et
lim w, =S—S=0.

n—-+o0o

Le terme général d’une série convergente doit tendre vers 0.
Par la contraposée, s’il ne le fait pas alors la série diverge. On dit dans ce cas que la série diverge

grossiérement.

Exemples 9 :
n

— Comme lim

n .
S = 1#0, Z T diverge.

ncl

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1
— De méme, ZN v diverge (grossiérement) si a < 0.
ne
— Enfin, comme (—1)" n’a pas de limite, la série Z(—l)” de I’ exemple (4) diverge de méme

que les séries du type Z sin(n).

1
La réciproque est fausse comme le montre la divergence de la série harmonique E —

ATTENTION . nen "t
d In(1+>).
ou de Z n( + n)

neN*

II/ Séries a terme positif

Le théoreme (9) du paragraphe (IV) donnera une place toute particuliére aux séries & terme positif par
la condition suffisante de convergence :

9p)
L
S Z |u, | converge = Zun converge.
O neN neN
\E Dans tout ce paragraphe, on considérera des séries numériques réelles a terme positif (au moins a partir
E d’un certain rang) a fortiori réel.
=) | Si les séries sont a terme négatif, en travaillant sur la série des opposés et en utilisant la linéarité de la
2 somme, on obtient les mémes résultats. Les théorémes de ce paragraphe s’appliquent donc & toutes les
wn séries a terme de signe constant.
L
\E I1.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence
0]
Dans le cas des séries a terme positif, la suite des sommes partielles (S">n€[N est une suite croissante.
Montrer la convergence de la série Z u,, est donc équivalent a trouver un majorant.

neN

Théoreme 4 : n
— Une série E u,, a terme positif converge si, et seulement si la suite <Sn = E uk> des
nenN neN
sommes partielles est majorée :

n

Zun converge <= dM >0, Vn e N, Zun < M.
neN k=0

CHAPITRE XXVIIL.

— Le seul cas de divergence est la limite infinie.

Preuve : Comme E u,, est une série a terme positif, la suite (S,,),,c,y des sommes partielles est une
suite croissante.

Il suffit alors d'appliquer le théoréme de la limite monotone ... valable que dans R donc!

10
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1
Exemple 10 : La série harmonique Z — a terme positif diverge donc vers +oo.
n=>0

1
Exemple 11 : Z — converge.

2
neN*

"< 1 "1 - 1 1
Eneffet, ) —=1+) —<1+) ———=2——,
=k =k s Rk —1) "

La suite des sommes partielles est donc majorée. Elle converge vers un réel inférieur a 2. 3/

11.2 Critére de comparaison

Proposition 5 :
Soient E u,, et E v,, deux séries a terme positif.

neN neN

U, < Un e ) e
. u,, diverge = v,, diverge.
, neN neN
) Si U = O(v,) alors

(i) SiVn €N, no o \Un) alors
ou E Un converge — E Uy, converge.
w, = o(v,) neN neN

n—-+00

[
(it) Siw, ~ wv,,alors E u,, et % v,, sont de méme nature (d'un point de vue de la convergence).
n—-r+oo

neN neN

TIAXX JHLIdVHD

Dans les cas de convergence, a condition de faire attention aux indices de sommation, les inégalités

("(')lllI)(Ll"('liS(')ll sont maintenues pour 1(",5 somines. m
m
A
Remarque : Notez bien que la clé de ce résultat est le théoréme (4) qui nécessite ABSOLUMENT que ()
les deux séries soient a terme de signe constant. >
Dans le cas d’équivalence u,, N Vo si I'une est a terme positifs, 'autre le sera également a partir d’'un C
n—-+0oo

certain rang. Il suffira donc de chercher le signe de I'une d’elle et, en général, celui de I’équivalent sera le E
. \

plus simple.
A
Preuve : 2
o C
(i) Simple application du théoréeme (4) : m
n wn

— Si la série Z v,, converge alors |a suite des sommes partielles (Sn = Zuk> est majorée
k=0 neN
400 400
donc converge et on a méme Zun < Zvn par passage a la limite dans les inégalités.
n=0 n=0

13]. i%:%.

k=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Si I'inégalité u,, < v,, n'est vraie qu'a partir d'un certain rang, la convergence est toujours
assurée mais |'on perd, bien siir, la comparaison des sommes.

De la méme maniere mais plus simplement, si E u,, diverge alors la suite des sommes partielles

k=0
vers +o00. L'inégalité peut étre vraie a partir d’'un certain rang sans changer le résultat.

n
<Sn = g fuk) est minorée par une suite qui diverge vers 400 donc diverge également
neN

— Siwu, = Of(v,) alors il existe un réel (positif) M tel que, a partir d'un certain rang,

n—-+oo

u,, < Muv,, et il suffit d’appliquer le point précédent.
— A fortiori siu,, = o(v,) alors pour tout réel strictement positif ¢, il existe un rang a partir
n—-+oo

duquel u,, < ev,,. Le résultat est encore vrai.

(i) Siw, ~ w,alorsu, = wv,+o0(v,)ie Yee R, ilexiste un rang ny(e) € N a partir duquel
n—-+00 n—-+0o

‘u _vn‘

n < ev,,. En prenant € = 3 on obtient alors :

Il suffit alors d’appliquer le point précédent pour avoir le résultat :

Siu, ~ w, alors E u,, et E v,, sont de méme nature.

n
n——+oo

Exemples 12 :

Inn 1
— Les séries a terme positif E — et E n divergent par comparaison avec la série harmonique
nn

n>2 n=2
ji: .
n‘

n=>1
— E e Vn converge.

nenN

Preuve : Par prépondérance de I'exponentielle sur les fonctions puissances,

nZe vV — (.
n—-+o0o

1 .
Donc, e V®» = o — |, terme général d'une série convergente.
n—+o0o n2

Inn
— Z —— converge.
e

neN*

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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L . Inn Inn
Preuve : C'est une série a terme positif. De plus, — ——— 0 donc (—) est une
n n—-+0oo n neN

suite bornée et on a :
A
VneN  0< — < —

qui est le terme d’une série géométrique convergente.

1
— Z T on converge.

neN*

Preuve : C'est une série 3 terme positif et on a ~
1+ 2™ notoo 27

terme général d'une série

géométrique convergente.

Le critere d’équivalence est faux si le terme général des deux séries n’est pas de signe
constant.

ATTENTION

Méthode 1 (Utiliser les critéres de comparaison 1) :
Soit Z u,, une série.

u, ~ v, : Siv, est de signe constant, les séries E u,, et g v,, sont de méme nature.
n—+oo )

1 .
En général, on aura v,, = —, a € R confer la proposition (7) .
na

TIAXX JHLIdVHD

u, = O(v,) ou o(v,): A cestade du cours, il est impératif de vérifier que u,, et v, sont de

n—+00
signe positif. La proposition (5) ne s’applique que dans ce cas. Confer méthode (5) .
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I1.3 Comparaison Série-Intégrale

Soit f: [0; 400 — R, continue, positive et décroissante.
Pour tout n € N, on a :

fln+1) < / " pwydt < fin).

fn) ¥--4---
fln+1) +==—===4-=-

ntn+1

Figure XXVIII.1 — Une fonction continue positive et décroissante permet d’encadrer son
intégrale.

Théoréme 6 :

Si f:[0;400[ — R, est une fonction continue, positive et décroissante

n
alors la série Z f(n) et la suite ( f(t) dt> sont de méme nature.
0

neN

(XXVIIL1)

Remarque : Si f n’est pas continue en 0 ou si le terme général de la série n’est pas défini pour n = 0, le

n n
résultat du théoreme (6) reste inchangé en remplagant / f(t)dt par / f(t)dt avec a € RY.
0 a

Preuve : En effet, d’aprés les inégalités (XXVIIL.1) et la proposition (5) , les séries de terme positif

n+1
f(n) et / f(t)dt sont de méme nature.

n

n+1 n+1 n
Or, d'aprés la proposition (1) la série de terme / f(t)dt = / f(t)dt— / f(t) dt est de méme

0 0

Up 41 Uy,

n
nature que la suite / f(t)de
0

———
Un neN

Lycée Jules Garnier
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Donc, la série Zf(n) et la suite (/ f(t) dt) sont de méme nature.
0

neN

1
nlnn’

Exercice 5 : Déterminer la nature de la série g
n>2

Plus précisément, en pratique, vous écrirez plus souvent une succession d’inégalités conduisant au méme
résultat :

Méthode 2 (Encadrement d’une aire par des sommes) :
Soient ny € N et f : [ng;+oo] — R continue et monotone.

Alors,
Si f est décroissante : Vk>njett e [k;k+ 1],

fktD) < f®) < fR)
k+1

fh+1) < / fOdt < (k)
k

(if(k))—fmo) < [rwa < (if(k))—ﬂn).
k=ng

Si f est croissante : Vk >njyette [k;k+ 1],

Méthode 3 (Encadrement d’une somme par des aires) :
Soient ny € N et f : [ny;+oo] — R continue et monotone.

Alors,
Si f est décroissante : V& > ngy+ 1,

N
—
o
~
S
o,
~

k+1
/ fHd < f(k)
k

[ < Y qw < soo+ [ s

ng k=ng g

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Si f est croissante : Vk > ny+ 1,

k
/ fMa < fk)
k—1

YA\
zﬁ\
>
+
i
=
&
o,
~

F(n) + /"f<t>dt < 3 i < / £(t)dt.

Dans le cas divergent ou celui d’une fonction croissante, l’encadrement de la méthode (3) permet de
trouver un équivalent des sommes partielles et cette méthode s’applique encore et souvent pour trouver
des équivalents de restes de séries convergentes.

Exemples 13 : Vous montrerez sirement (confer exercice (13) ) que :

1 zn: ! In(n) 5 3 Y Ga<t
. — ~ In(n). . — o~ sia< 1.
k=1 k n—+oo ] E® notoo 1 — «x

2. ; In(k) et nln(n).

I1.4 Séries de Riemann

Définition 2 : Soit o € R.

1
On appelle série de Riemann la série de terme général —a.
n

Proposition 7 : 1
E — converge si, et seulement si o > 1.
n

neN

Preuve :

— Sia<lalorsVneN*, 0< — < —

na

S|

Or, la série harmonique est divergente.

1

nl)é

D'aprés les critéres de comparaison de séries a terme positifs, on en déduit que la série g

. neN*
diverge.

Remarque : Si o < 0, la série est grossierement divergente.
— Supposons que « > 1.

. 1 . " P
La fonction f: x + — est continue, positive et décroissante sur [1,+o0.
x

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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D’aprés le théoreme (6) de comparaison série-intégrale, la série g — est donc de méme nature

que la suite (u / f(t dt)

Comme f est a valeurs positives, la suite (u,,),,c) €st croissante. Sa convergence ne dépendant donc
que d'une majoration de wu,,.

" " dt 1 17" 1 1 1
Hdt= [ = =|- = 1— < .
Or,/l 1) /1 to [ a—lto‘l}1 a—1 ( no‘*1> a_1<—i—oo

. "dt . 1

Donc la suite o et la série de terme — convergent.

n
1 neN

Sans spoiler la suite de votre scolarité en CPGE, les séries de Riemann vont désormais jouer un grand
role dans votre vie de Thaupin tant elles sont importantes.

La raison principale est, qu’alliées a la proposition (5) de comparaison, elles vont nous fournir toute une

famille simple de séries convergentes et divergentes.

Exemples 14 :

1
1. La série harmonique Z — diverge.
n

1 1
2. Z nyn’ Z ) et Z ire’ €7 0 convergent. Z 1,1,0000000000000001 “OTVETEE-
1 1 . 1 .
3. Z vn e Z i €7 0 divergent. Z 1,0,99999999999999999 diverge.

. . 1.
Commentaires : Arrétons nous un instant sur les deux séries de nature contraire E — divergente et
n

1 . .. . . )
g — - convergente pour ¢ strictement positif aussi petit que 'on veut. Quand bascule-t-on de la
n

divergence a la convergence ?

Le résultat de I’ exercice (5) est intéressant en ce sens qu’il montre qu’il y a de la place entre ces deux
séries. L’aptitude des In & contrebalancer la divergence est le propos des séries de I’ exercice (6) , dites, de
Bertrand :

Exercice 6 (Séries de Bertrand) : Soit («; ) un couple de réels.

1
Montrer que la série de Bertrand Z P converge <= a > loua=1et > 1.
ne In

Un peu d’histoire :

Définition 3 : Soit z € C. On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction définie par
400
1

((z) = .

n=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Cette fonction est définie tout a fait rigoureusement et correctement d la condition que Re (z) > 1. Nous
avons déja démontré que c’était le cas pour z réel et z > 1. Vous démontrerez bientot le reste.

+oo 2 +oo 4

1 1
En particulier, on notera que ((2) = g — = T et C(4) = E — = T
Zin? "6 Zan? T 90

Toutes les valeurs de la fonction ¢ pour les entiers pairs sont bien connues depuis longtemps, et peuvent
s’exprimer a l’aide des puissances paires de w et de nombres appelés nombres de Bernoulli qui sont trés
classiques en théorie des nombres (I’étude des nombres entiers).

Curieusement, les valeurs pour les entiers impairs ne s’expriment pas du tout aussi simplement, et on sait
méme trés peu de choses sur elles. On a, par exemple, simplement réussi a démontrer que ((3) était un
nombre irrationnel en 1977. Quelques progrés ont été effectués depuis puisqu’on sait désormais qu’une
infinité des valeurs prises par la fonction  pour les entiers impairs sont irrationnelles, mais on ne sait
pas lesquelles (on soupgonne qu’elles le sont toutes) !

La fonction C est par ailleurs fondamentale pour de nombreuzr problémes mathématiques, et intervient
notamment de fagcon centrale dans l’étude des propriétés des nombres premiers. Sans chercher d rentrer
dans les détails (si vous étes vraiment motivés, un simple coup d’oeil a la page Wikipedia consacrée a cette
fonction devrait vous faire trés peur), citons simplement le plus célébre probléme posé par cette fonction,
qui reste un probléme ouvert & ’heure actuelle (si vous arrivez a démontrer cette conjecture, un million
de dollars pour vous et la gloire!) :

Conjecture de Riemann (1859) :

1
Les zéros non triviaux de la fonction ¢ ont une partie réelle égale a 3

Méthode 4 (Utilisation des séries de Riemann) :
Soit Z u,, une série a terme positif.
— S’il existe a > 1 tel que HEIPOC n“u,, = 0 alors Z u,, converge.

— Si lim nu, = +oo alors g u,, diverge.

n—+00

Preuve : Soit g u,, une série a terme positif.

S . 1 1
— S'il existe @ > 1 tel que lim n®%u, =0alorsu, ~ of— ). Comme E — converge, on en
n——+00 n—+00 n ne

déduit que g u,, CONverge aussi.

— Si lim nu,, = +ooalors — = o(u,). Comme la série harmonique est divergente, il en est de
n—+oo n n—+oo

méme de E Uy,

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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II.5 Regle de D’Alembert (Hors-Programme ?)

Lemme 1 :

Preuve :

1. Supposons qu'il existe k €]0, 1 et n, € N tels que Vn > n, Yn1 < k.
u

n

Alors, Vn > ng + 1,

U U, Uy +1 _
n_ oy nologw 0T Lo,

Up—1 Up—2 uno

D'ou, Vn > ny+1, u, < k"’"OunO.

Comme k €]0, 1], la série Z k" Tou,, - converge.

D’'apres les critéres de comparaison de séries a terme positif, la série E u,, converge.

Up+1

2. S'il existe ny, € N tels que Vn > ny, >1,alorsVn>ny+1, u, > Uy, > 0.

n

La suite (u,,),,cp Ne peut tendre vers 0 et la série g u,, diverge grossierement.

TIAXX JHLIdVHD

On peut améliorer ce résultat un petit peu :

wn
m
Proposition 8 : ) 0
Soit Z u,, une série a terme strictement positif tel que —ntl 4y o
“/1 n——+00 m
Alors, >
Sil < 1, la série Z u,, converge. (i
Sif > 1, la série Z u,, diverge grossierement. g
Si £ = 1, on ne peut pas conclure. mh
A
" c
Preuve : Supposons que —++ — 7, alors m
n n—-+oo m
. Lo u 0+1 . .
— Si ¢ < 1, il existe un rang n, tel que Vn > n,, —+1 < ~—= < 1 i.e. un voisinage de ¢ de rayon
0 0
o - ¢
strictement inférieur a la distance entre £ et 1. Prendre ¢ = 5 > 0 dans la définition pour les
sceptiques.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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~
~
+
—
—_

2
Donc la série Zun converge.
. Lo u +1 ‘-1
— Si £ > 1, il existe un rang n, tel que ¥n > ny, —+L > 5 > 1. Prendre € = 5 > 0 dans la
uTL
définition pour les sceptiques.
1 £+1 e

Donc la série g u,, diverge grossierement.
— Si ¢ =1, on ne peut pas conclure :

L 1 . 1 )
la série divergente g — et la série convergente E — entrent dans ce cas de figure.
n n

V.
Exemple 15 :
xn
— u, = — aveczx > 0:
n!
U x
On a —tL — - 0 donc E u,, converge.
Uy, n -+ n—+oo opery
En prime, on en déduit que :
xn
— 0 = 2™ = o(n!
n' n—-+0oo n—-+oo
-
— =
U n \" 1
On a —+ — ( 1) » — < 1 donc Zun converge.
Uy, n 4+ n—+oo € oy
En prime, on en déduit que :
n!
— —0 < nl = o(n"
n" n—+oo n—+o0o
v

Remarque : Le critere de D’Alembert, séduisant & priori par sa simplicité d’utilisation, tombe tres
souvent sur le cas douteux. Il s’utilise principalement quand on se trouve en présence de factorielles ou de
termes de nature géométrique du type a™ et, a fortiori, sera bien adapté a I’étude des séries entieres que
vous rencontrerez ’année prochaine.

F. PUCCI
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III. QUELQUES EXERCICES A SAVOIR FAIRE

Exercice 7 : Déterminer la nature de la série de terme général

2.4.6...(2n)

nn

Correction : Critere de D'Alembert — CV.

III/ Quelques exercices a savoir faire

III.1 Avec une fraction rationnelle

1
n(n+1)(n+2)

Exercice 8 : Calculer Z

neN*

Correction :

prouver. S'il est assez évident de voir que

L'exercice sous-entend que la série est convergente. Cela ne nous dédouane par de le
1 1

On effectue tout d'abord rapidement la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle :

~Y
nn+1)(n+2) notoo n
Riemann convergente, on peut le montrer aussi directement en faisant bien attention de ne jamais manier
de somme infini tant que nous n'aurons pas prouver leur existence.

— terme général positif d'une série de

1 a b c
V 2 1, == = — _— .
. f(=) zxe+1)(z+2) = x4+1 x+2
1
De plus, a = hmxf( )==,b=lim (z+1)f(xr)=—letc= lim (z+2)f(x) = =
—0 2' r——1 r——2
1 1/1 2 1
D Vn e N, == (— — )
enevn Mok et d) 2 ko mal  mao
On a alors :
vnew, s, =23 o =22 e+
- T k(k k:+2 kT k+1l k42
n 1 n+1 TL+2
BN
=1 k=2
1 1 1 1
—_ + — > —
2 n -+ 2 n+1 nostoo 2
D la séri t L L
onc la série converge et on a : =-.
Sinn+1)(n+2) 4
Remarque : Cette méthode, consistant a se servir de la décomposition en éléments simples et d'un
changement d'indice, est assez générale pour trouver les sommes de séries de terme général une fraction
rationnelle.
<
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II1.2 Avec les critéres de comparaison

PTSI VINCI - 2025

: S - o Inn
Exercice 9 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = on
n

Correction : Pour n € N*, u,, est correctement défini et positif.

Inn Inn . , . o
De plus, — —— 0 donc (—) est une suite bornée par un certain réel positif A et on a :
n n——+oo n neN

A
VneN* 0 — < —,
n
qui est le terme d'une série géométrique convergente.

o s . L Inn
D'apreés les critere de comparaison, la série g o converge.
n
neN*

B S
nt (—Dryn

Exercice 10 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

Correction : Pour n > 2, u,, est correctement défini et u,, ~ — terme général positif d'une série de
n—+oo 1

Riemann divergente.

Donc, la série de terme général u,, diverge.

Exercice 11 : Apres avoir vérifié sa convergence, calculer la somme de la série de terme général

n+1
u, = Faa
. Y P . , n+1 1
Correction : D'apres les théoremes sur le croissances comparées, on a u,, = = ol|l—].
3" notoo n2

Le terme général u,, de signe constant positif est donc négligeable devant celui d'une série de Riemann

ot s n
convergente et la série de terme général

converge.
Jr
Xn+1 . , 1 Asinf
Posons alors S = g ! ce qui est désormais légitime.
n=0

+00 +00
1

+1 + 1
Alors, S Z T;nJrl Z 3n Z - — 37

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Comme 3 < 1, la série géométrique associée est convergente et on a :

1 1 3
=S—-1)—=———=S——.
3
9 n+1 9
On en déduit queS—Z ie. Z =7

I11.3 Avec le critére de D’Alembert

n
Exercice 12 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = ( ok
n—1)!
Correction : Pour n > 1, u,, est correctement défini et positif.
De plus,
u n+1)2 (n—1)! (n+1)2 1
PR Vo e VL B VR SR
U n n! n3 n—+00 11 n—+0oo

D’aprés la regle de d’ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

II1.4 Avec un encadrement

Exercice 13 : Soit a € RY.

Montrer que Z D" / L dt
g on +1 o 1t ’

Correction : L'idée est de se ramener a une somme géométrique via une intégrale.

- zn:(_1)’f /1 tok d¢ = /1 zn:(—t“)’“ dt

k=0 k=0

1
1 1 n+1
1 —te
YL S D
, 1+te b 1+t

1
Il apparait que

pourrait bien étre la limite cherchée. On encadre sa distance a notre série :

1l < 5

n /1 dt
— b 14t

1 ya(n+1) 1
< / t dt < / ta(n+1)dt < 1
0 0

> 0
CM(TL—l— 1) + 1 n—4oo

F. PUCCI
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Conclusion,
> (-1r /1 dt
cgon+1 1+te
Remarque :
—1)" bodt
— Pour a =1, ) :/:1n2
fgntl h 1+t
) Lodt '
— Pour aa =2, =D :/ 5 = [arctan(t)} ="
= 2n+1 b L+t o 4
(=™ 1 ™
L t t trer | =3: =-|lh2+—].
es amateurs pourront montrer le cas « Z 13\ + 7
neN
II1.5 Avec comparaison avec une intégrale
Exercice 14 : Soit a € R.
n
1
1. Pour o < 1, déterminer un équivalent de S,, = =
k?zl .
2. Pour o = 1, déterminer un équivalent de S,, = e
k=1

Correction : Dans tous les cas, on va comparer a une intégrale.
1. On doit séparer lescas a <0et 0 < a < 1.

(a) Si0< a <1, lafonction z — 2~ est décroissante sur [1,4o0].

/’”1 dt< 1 </’“ dt
w S e S ok
e t k k_lt

L’inégalité de gauche étant encore valable pour kK = 1. On somme I'inégalité de gauche pour k
allant de 1 a n, et celle de droite pour k allant de 2 a n.

Pour tout £ > 2, on a donc

En rajoutant 1 a I'inégalité de droite, on trouve finalement :
n+1 dt n dt
/1 o <S5, <1 +/1 e

1<S<1

En intégrant, il vient

(n+ 1) —

1—a 1—«a

nl—a n41 e 1 nl—a C .
1_@(( - > —nla)gsngl_a(urna1),ouCe[R.

On en déduit que :
-«
<n—|—1> 1 < S, <14 C

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Comme 0 < a < 1, nt=@ —+> 400 et on en déduit, d'apres le théoréme d'encadrement,
n—+oo
que

nlfoc

(ad .
" pstoo 1 —

(b) Si @ <0, la fonction = > x~“ est, cette fois, croissante.
Le raisonnement est strictement identique, mais on doit inverser le sens des inégalités.

On obtient exactement le méme résultat.

2. Le raisonnement est toujours identique, mais cette fois on doit intégrer la fonction — dont une
%

primitive est In(x). On en déduit que

S, e In(n).

L'année prochaine, vous pourrez obtenir un équivalent des reste dans le cas ot o > 1 :

+00 1 1

il - 1= R,= > = ~ ——— 0
«opoil :» o> n k;ﬂ k® n—+oo (Oé— 1)7’7,0‘71

IV / Séries absolument convergentes

On revient dans ce paragraphe aux séries de terme général quelconque.

IV.1 Condition suffisante de convergence

TIAXX JHLIdVHD

Définition 4 : Soit (u,, ),y une suite d’éléments de K. wn
m
On dit que la série Z u,, converge absolument si la série Z |u,,| converge. X
m
wn
Par linéarité de la somme et I'inégalité triangulaire, I’ensemble des séries absolument convergentes hérite 2
aussi d'une structure de K-espace vectoriel. cC
Théoreme 9 (CA = CV): m
Soit (u,,),,cy une suite d’éléments de K. E
Si Z u,, est absolument convergente alors elle converge, et on a : cC
+00 +00 I(-’n-)

D unf <Dl

n=0 n=0

Preuve :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1. On suppose dans un premier temps que la série est a terme réel.

+_
u, = max(0,u
Pour n € N, on pose alors { " (0, )
u,, = max(0, —u,)
0<ur <lu w, =ub —u;
On adonc Vn €N, { B f\| a et VneN, {n o

Comme g |u,,| converge, les séries a terme positif E u}b et E u,, sont donc convergentes. Soient
0+, 0~ leurs limites.

n

n n n
Onas, = E uy, = g (uf —uy) = E ul — E u, ——— (T — 0" e la série E u,, converge.
n—r+00
k=0 k=0 k=0

k=0
+00 too
|yt + - —
De plus, on a E u, | = ¢ —£\<]€]+|€\—E lu,, |-
n=0 n=0
2. Si la suite est a terme complexe, on pose u,, = a,, + ib,, avec a,,,b, € R.
|a,| < u,| . s . L ,
OnaVvVneN, . Par comparaison de séries a terme positif, les séries a terme réel
b, | < |

E a, et E b,, sont absolument convergentes donc convergentes.

La stabilité de I'ensemble des suites convergente par combinaisons linéaires entraine que la série
g u,, converge.

N N +00 +00
Comme VN € N, Zun < Z |u,,|, par passage a la limite, Zun < Z lu,, |-
n=0 n=0 n=0 n=0
v,
Exemples 16 :
— Zz" est absolument convergente pour |z| < 1.
Z'I’L
— Z — est absolument convergente pour tout z € C.
n!
La convergence de Z |u,,| est une condition suffisante pour que Z u,, converge.
Elle n’est pas nécessaire : il existe des séries Z u,, convergentes telles que Z lu,,|
diverge. Ces séries sont appelées semi-convergentes.
Méthode 5 (Utiliser les critéres de comparaison 1) :
Soit Z u,, une série.
En complément de la méthode (1) : Siu, = O(v,) ou u, = of(v,)avec ZU” absolument
n—-+oo n—-+oo

convergente alors E u,, converge (absolument).

En cas de divergence, on ne peut rien affirmer sans connaitre le signe de u,, et v,,. Confer méthode (1)
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Preuve : Comme u,, = O (v,), il existe M € R, tel que Vn € N, |u,| < Mv,.

Comme, par hypothese, E v,, converge, la série g Muv,, converge également. Les deux séries E lu,,|

et ZMvn étant a terme positif, on déduit de la relation de comparaison (par inégalités) que Z [u,,|
converge.

sin(n
Exercice 15 : Montrer que la série Z 3# converge.

n>1n2 + cos(n)

sin(n)
3
n2 + cos(n)

Correction : Pour tout n > 2, on a terme positif d'une série de

Riemann convergente.

1

Par équivalence du terme général de deux séries a terme positif, la série converge.

3
n>1n2 + cos(n)

. . sin(n
Enfin, la série g 3# converge absolument.
n>1n2 + cos(n)
] . sin(n)
Conclusion : La série g —5———— converge.

n>1n2 + cos(n)

IV.2 Séries semi-convergentes (Hors-Programme)

TIAXX JHLIdVHD

Le théoréme cité ci-dessous n’est pas forcément au programme de premiére année mais il le sera 'an U
prochain et nous permettra de donner des exemples et contre-exemples intéressants. g‘
Théoréeme 10 (Critére spécial des séries alternées) : (7))
Soit (u,, ),y une suite décroissante vers 0. >
Alors, C
— La série Z(—l)”un est convergente. g
neN m

. 2

VneN, R, = Z (—1)*u,, est du signe de (—1)"u,, 1 et |R,,| < 1. I'®)

k=n+1 C

m

wn

Les séries de la forme ci-dessus sont appelées série alternées. Ces séries fournissent des exemples faciles de
séries convergentes non absolument divergentes. On parle de séries semi-convergentes.

On retient généralement le dernier point sous la forme : « Le reste est majoré par le premier terme
négligé » en valeur absolue. Il est aussi bon de remarquer que la positivité des w,, donne le coté alternée

de la série puisque la somme est systématiquement encadrée par deux termes consécutifs de <S")neD\l :

Yn €N, Sy iy <S < Sy,

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




-

-

SERIES NUMERIQUES

CHAPITRE XXVIII.

28

IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES PTSI VINCI - 2025

Ce critére est aussi souvent appelé « critére de Leibniz!*) ».

Preuve : La démonstration repose essentiellement sur le théoréme des suites adjacentes en considérant

les deux suites extraites (Sy,) _ et (S%H)new :

— Comme (u,,),c) est décroissante, on a :

SQn+2 — Sy, = Ugpig — Ugpyg SO et 32n+3 - 82n+1 = —Ugpy3 + Ugyio = 0.

Les suites (Sgn)nE[N et (Sgpi1) sont donc respectivement décroissantes et croissantes.

neN
— Comme (u,,),cn tend vers 0, on a aussi Sy, | — Sy, = Usgy, 4 T 0.
— Les deux suites extraites (SQn>new et (S2n+1)new sont donc deux suites adjacentes convergentes vers

la méme limite ce qui équivaut a la convergence de <Sn>n€[N vers celle-ci que I'on note dorénavant S.

— Les suites (S%)new et (S2n+1>new étant adjacentes, on en déduit également les inégalités suivantes :

VneN, Sy,.y <S < Sy,

On a alors Ry, =S —S,,, <0, et son premier terme est (—1)*"*tu,, 1 = —uy, 1 <0 : (Rop)pnen
est du signe de son premier terme.

De plus, on a:
IRy, | =[S —S5,] =S,, =S < Sy, — Sont1 = Ugpi1-

Donc |R,,,| est inférieur a la valeur absolue de son premier terme i.e. uy, . ;.

On procede de méme pour (Ry, 1)nen @ partir de S,,,; < S < Sy,.5. en montrant que
Rop ] <tgy o

Conclusion, Vn € N, [R,,| < 4, 1.

Exemples 17 : Le théoreme des séries alternées permet de montrer que des séries comme les séries
—™ (=" —1)"

de terme général !, Q, (—1)"sin (—) et g qui ne sont pas absolument convergentes,
n Vn n In(n)

sont convergentes.

Exemple 18 : Je rappelle ici que I'étude de la nature d’une série n’a rien a voir avec la recherche de
sa limite qui est souvent un tout autre probléme.
+o00 (_ )n
Par exemple, ——— =—1In2.
ple, »_~—

n=1

1. On peut aisément montrer sa convergence en utilisant le critere spécial des séries alternées :

1
Trivialement, — ——— 0 en décroissant donc le critére spécial des séries alternées entraine la
n n—+oo

o

convergence de E
n

neN*

|4]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né a Leipzig le 1° juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716, est un philosophe,
scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, historien, bibliothécaire et philologue allemand. Esprit polymathe,
personnalité importante de la période Frithaufklarung, il occupe une place primordiale dans I'histoire de la philosophie et
I'histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré comme le dernier « génie universel ».
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2. Mais, on peut aussi directement montrer sa convergence vers une limite inspirée :
- <_1)k - k ' k—1 ¢ k—1
VneN, ;T:Z(—l) /0 ¢ dt:/o ;H> dt
|

1
1n—1 n
—t
:—/ (—t)kdt = — ——udt
L = h 1+t 1+t

(DRt dt b ! 1
Do |3 U +/ \/ dtg/ trdt < 0
o k , 1+t h 1+t 5 n+1 notoo
—1)" boadt
Par passage a la limite sur n € N*, ZH:/ —— =—In2.
nens 1 o 1+t

Cette série, dite série harmonique alternée, donne un premier exemple de série convergente mais non
absolument convergente. Un contre-exemple & garder en téte donc!

_1)n
Exercice 16 : Montrer que la série de Riemann alternée Z g

—— converge si, et seulement si a > 0.
neN*

Correction : Pour a < 0, le terme général ne tend pas vers 0 donc la série diverge grossiérement.

n o 1 @
P — ) =(1- <1
our o« > 0, <n+1> ( n+1> <

. 1 . . .
La suite (—a) est décroissante vers 0 donc le critére des séries alternées entraine la convergence.
neN

TIAXX JHLIdVHD

n

-

Remarque : Ce résultat n'est en fait réellement remarquable que pour 0 < a < 1. Les séries de Riemann
alternées étant absolument convergentes pour o > 1.

IV.3 Plan d’étude d’une série numérique

-

Soit (u,,),en € KN. On s’intéresse a la série g (T

Pour montrer que E u,, converge, on vérifie, dans ’ordre :

1. Si son terme général tend vers 0 sinon on invoquera la divergence grossiere.

2. Si le terme général de la série est de signe constant :

SINOININNN SIIYIS

(a) On regarde si le critere de D’Alembert ne tombe pas dans le cas douteux.
(b) On applique les théorémes d’équivalence/domination/comparaison avec des séries de références
(géométrique et Riemann).
3. Si le terme général de la série est de signe quelconque :
(a) On étudie la convergence absolue de la série.

(b) On étudie la semi-convergence de la série a l'aide du criteére spécial des séries alternées ou, plus
tard, des transformations d’Abel.
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(¢) On peut essayer d’effectuer un développement asymptotique de son terme général.

Exercice 17 : On considere la suite (u,, ), définie par :

_nle"/n

VneN, wu
n!

n

u
1. Donner la nature de la série de terme général v,, = In ("H> .
un
2. En déduire I'existence d’un réel k > 0 tel que :

Correction :

n+%
1. vn—ln{<n+1) 6_1}——1—1—(1%—1-1)111(14—1)
n 2 n
1 1 1 1
oes (”+§> (5‘%*0(@)
1
nﬁiw()(ﬁ)-

La série E v,, a termes positifs est donc convergente.
neN

\" n\"
Remarque : En sachant que (14——) ~ e le. (1—|——) e ! ~ 1 puis
n n

n—+oo n—-+0oo

1 n
lim In [(1 =+ —) e‘l} = 0, on pourrait étre tenté d'aller plus vite en écrivant :
n—+oo n

1

1\"*2 1)\ > 1 1
v, =In [(1—{—) el} = In el +-In (14——)
n n 2 n

1

(ad .
n—-+o0o 2n

On trouverait alors que la série de terme v,, est divergente. Ou est I'erreur?
2. D’aprés la question précédente, la suite (In(u,)) o’ de méme nature que la série de termes
n

In (u, ;) —In(u,) = v, est donc convergente vers un réel \.

Par continuité de I'exponentielle, la suite (u,,),,c,y converge donc vers un réel e =k > 0 (le coté
non nul est important pour I'équivalent) d'ou I'équivalence demandée. 15]

.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



Combinaison d’encadrement, 7, 23, 25, 29

linéaire de la limite monotone, 10
de séries convergentes, 7 .
Condition Zénon d’Elée, 1

nécessaire, 9
suffisante, 26
Critere
de D’Alembert, 29
de divergence, 9
spécial des séries alternées, 28

Fonction
zéta, 17

Leibniz, 28

Méthode
Comparaison série-intégrale, 15
Utiliser les criteres de comparaison, 13, 26
Utiliser les séries de Riemann, 18

Nature
d’une série, 3

Paradoxe
d’Achille, 1

Reste
d’une série, 3, 27

Somme
d’une série, 2
partielle, 2
Série
absolument convergente, 25
alternée, 27
arithmétique, 4
convergente, 2
de Bertrand, 17
de Riemann, 16
divergente, 3
grossierement, 9
exponentielle, 7
géométrique, 4
harmonique, 5
alternée, 29
semi-convergente, 27
télescopique, 5
a terme positif, 10

X3ANI

Terme général
d’une série, 2, 27
Théoreme

31

31




INDEX

INDEX

PTSI VINCI - 2025

Lycée Jules Garnier

F. PUCCI



	Séries numériques
	Séries numériques
	Séries à terme positif
	Quelques exercices à savoir faire
	Séries absolument convergentes




