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PTSI VINCI - 2025 I. SERIES NUMERIQUES

I/ Séries numériques

1.1 Suites des sommes partielles

p
Définition 1 : Soit (u,,),,c une suite réelle ou complexe.

— On appelle série de terme général u,,, notée Zun, Zun ou Zun, la suite (S,,),,c définie

n>0 nenN
par :

k=0

Vocabulaire : Pour tout entier n € N,
o u,, s’appelle le terme général de rang n.

o S,, s’appelle la somme partielle de rang n.

— On dit que la série Zun converge lorsque la suite des sommes partielles (S,,),,c, converge.
n>0

Vocabulaire : Dans ce cas,
+00o

o la limite de (S,,),cy est notée Zun et appelée somme de la série :

n=0

+o00

u, = lim S .
Z n n—t+oo
n=0

¢ On appelle reste de rang n I'élément R,, défini par :

TIAXX JHLIdVHD

+o0o
R,=S—S,= ) .

k=n+1

-

— Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Vocabulaire : Déterminer la nature d’une série revient a se poser la question de sa convergence.

En particulier, deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes
ou toutes les deux divergentes.

-

Remarques et commentaires :

— Ne pas confondre suite et série : E u,, est une série. C’est la suite (S,,),,cn des sommes partielles

des n + 1 premiers termes de la suite (u,,),ecp-
+00

— Ecrire la somme infinie E u,, suppose implicitement que la série converge. On prendra donc bien
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n=0
garde a n’utiliser ce symbole que dans ce cas.

— Dans le cas de convergence, on peut remarquer que la suite (Rn)neN tend vers O :

lim R, = lim S-S, =0.

n—-+oo n—+oo

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 I. SERIES NUMERIQUES

Le reste d’ordre n représente I'erreur commise lorsque 1’on remplace la somme S par la n®™® somme
partielle.
— Les premiers termes d’une suite ne changent pas la nature de la série : Z u,, converge si et
nz=ng
seulement si Z u,, converge.
n=>0

ATTENTION I Deux séries peuvent étre de méme nature sans avoir la méme somme.

— Enfin, remarquez que | Sy = uy et Vn e N, u,, =S, —S,,_;. I

Par exemple, si on sait que, Vn € N, la somme partielle S,, est définie par S,, =1 — , alors

1 * ! :
SOZQetVTLENaun:Sn_Sn1:<1_n+2>_<1_n+1>

1 1 1
n+1 n+2 (n+1)(n+2)

1
n+2

1.2 Premiers exemples

Exemple 1 : Les séries arithmétiques de la forme E na ou a est une constante sont toujours

neN
divergentes des que a # 0 et on a :

nin+1) ;

VneN, S, =a) k= 5

k=0
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Exemple 2 : Les séries géométriques de la forme g z™ ou z est un nombre complexes sont conver-

neN U')
gentes si, et seulement si [z| < 1 et on a : m
A
n 1 Zn+1 1 m
neN Sy kzzz 1—2 1—2 notoo 1—2¢ n
=0 |z|<1 Z
cC
Zn+1 g
De plus, lorsque |z] < 1,on a| R, = ) m
1—2 A
'S
1 1 10, . e R . (=t
Remarque : Z - 1T "9 C’est, a une constante multiplicative pres, le temps mis par
neN 0 j—— 9 (r;l)

Achille pour rejoindre la tortue.

Exercice 1 (Séries géométriques & Co) :

N
1. (a) Déterminer an"fl.
n=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025

I. SERIES NUMERIQUES

(b) En déduire la nature de Z nz™ 1 selon les valeurs de z.
(c) Lorsque la série converge, déterminer sa somme.
2. Méme question pour Z n(n — 1)2" 2, puis Z n2z™ 2.

n>=2 n=2
%
, . n + 3n
3. Déterminer la nature et la somme de E _
Qn

1
Exemple 3 : La série harmonique Z — diverge. 1/
n

neN*

Exemple 4 : On consideére la série de terme général u,, = (—1)".
n

- 1 si n est pair
On exprime les sommes partielles : VN € N, Sy = g u, = E (-1)" = ' p ]
—o =0 0 si n est impair

On en déduit que la série Z(—l)” diverge.

Exemple 5 : Les séries télescopiques de la forme E (U1 — Uyp) OU (U, ) e est une suite a valeurs

neN
dans K.
1
Par exemple, neZN* m =1.
- 1 "L /1 1
En effet, S, = —_— ==
nee,n Zk(k+1 k1< ]f—{—l)
1
— + + -
(X)X +-R) - (K-5)
= 1-— — 1.

n+1 notoo

Proposition 1 (Série télescopique) :
La suite (u,,),cy €t la série (T “n) sont de méme nature et on a :
neN

n

VneN, S, = g (u,‘_l = u,‘.> =U, | — Up-

k=0

, 1 1
Exercice 2 : Etudier les séries de terme général In (1 + —) et In <1 — —)
n

. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 I. SERIES NUMERIQUES

Exercice 3 :

1. Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

1

o= e+

sur |0, +o0[.

3

n2—1 —

2. Montrer que Z

n>=2

ZTL
Exemple 6 (Série exponentielle) : V z € C, la série exponentielle Z — est convergente et on a :
n.

+oon

VzeC, Z —exp

Pour tout z € C, la fonction f: x — exp(zz) est clairement de classe €' et sa dérivée n®™ est

x — 2" exp(zx).

L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0; 1] s’écrit :

n_ (k)
‘f(1> > L0
k=0

En notant z = a + ib, on obtient |exp(zz)| = exp(az) < exp(|a|) pour 0 < z < 1.

k

exp(z Z %

k=0

n+1

sup |z" exp(zz)|.

(n+ 1) 0<a<1

On en déduit :
n_k

z
exp(z) = 2
k=0 "

On conclut avec le théoréeme d’encadrement.

\

’nJrl

|z
= (n+1)' eXp(|a|) n—-+o0o 0.

Proposition 2 :
Soient (u,, ),y €t (V,,)nen deux suites de KN et A € K.

Si g u,, et g v,, convergent alors, la série g (Au,, + v,,) converge, et
-0

e e
Z(/\u” + v, *)\Z“” +Z’{',I.

n=0 n=0 n=0

Corollaire 2.1 :
L’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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I. SERIES NUMERIQUES

Si Z u,, et Z v,, divergent, il est possible que Z(/\un+ pv,,) converge ... L’ensemble
des séries divergentes n’est pas stable par combinaisons linéaires.

Pire pour vous, méme si Z(/\un + uw,,) converge, il est possible que Z u,, et Z vy,

ATTENTION divergent. ) )

1 1 1
Ret la I’ le (5) : La séri 5725 - — —
etenez pour cela 1’ exemple (5) : La série 2 R+ 1) 2 <k P 1) converge

n

1 n 1
au contraire des deux séries Z % et Z 1
k=1 il

Exemple 7 : D’apres I’ exemple (6) et la proposition (2) , on a :

+oo 220 +oo p2ntl
Ve eR, ch(z)= ZOW et sh(x)= Zom

Corollaire 2.2 :
Soit g u,, une série a valeurs complexes.

Zun converge < ZRe (u,,) et Zlm (u,,) convergent.

Dans le cas de convergence, on a :

Z U, = Z Re (u,,) + i Z Im (u,,) .

n=ng n=ng n=ng

Exemple 8 : D’apres I’ exemple (6) et le corollaire (2.2) , on a :

+oo l,Qn +oo l.2n+1
Vo eR, cos(z) = ,;](_1) @2n)! et sin(z) = 7;](—1) anE
+00 qn
Exercice 4 : Apres avoir démontré son existence, calculer Z —
n!
n=0

. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II. SERIES A TERME POSITIF

1.3 Condition nécessaire de convergence

Proposition 3 :
g u,, converge =— lim wu, =0.
neN

R n
n—-+00

Exemples 9 :

— Comme lim —— =1 +0, Z nL—i—l diverge.

notoo N+ 1 B neN

1
— De méme, Z — diverge (grossiérement) si o < 0.
neN n
— Enfin, comme (—1)" n’a pas de limite, la série Z(—l)” de 1" exemple (4) diverge de méme

que les séries du type Z sin(n).

1
La réciproque est fausse comme le montre la divergence de la série harmonique E —

ATTENTION nen "t

1
ou de Zln<1+—>.
n

neN*

IT/ Séries a terme positif

I1.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoréme 4 :
— Une série Zun a terme positif converge si, et seulement si la suite <Sn =
neN
sommes partielles est majorée :

k=0

zn:uk> des
neN

Zun converge <= dM >0, Vn N, Zun <M.
neN k=0

— Le seul cas de divergence est la limite infinie.

1
Exemple 10 : La série harmonique Z — a terme positif diverge donc vers +oo.
n=0

1
Exemple 11 : — converge.

B 1 ©, 1 @ 1 1
Eneffet, y — =1+ —<1+Y ——— =2
2 e S ke

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 II. SERIES A TERME POSITIF

La suite des sommes partielles est donc majorée. Elle converge vers un réel inférieur a 2. 12/

11.2 Critére de comparaison

Proposition 5 :
Soient E u,, et g v,, deux séries a terme positif.

neN neN
Uy < Un ) i o e
. u,, diverge — v,, diverge.
7 s neN neN
(i) Sivn eN, ¢ Un = O (v,) alors
ou E v,, converge —> g u,, converge.
u, = of(v,) neN neN
" m—+00

(i) Siu, ~ wv,,alors E u,, et E v,, sont de méme nature (d’un point de vue de la convergence).
n—-+0oo
neN neN

Dans les cas de convergence, a condition de faire attention aux indices de sommation, les inégalités
comparaison sont maintenues pour les sommes.

Exemples 12 :

Inn 1
— Les séries a terme positif E — et g —— divergent par comparaison avec la série harmonique

n>2 n>=2 lnn
>
n=>1 e
— E 67\/5 converge.
neN
Z lnn
— —— converge.
n2n

neN*

1
- Z ]_—|——2n converge.

neN*

TIAXX JHLIdVHD

-

Le critere d’équivalence est faux si le terme général des deux séries n’est pas de signe
constant.

ATTENTION

-

Méthode 1 (Utiliser les critéres de comparaison 1) :
Soit Zun une série.

u, ~ wv,: Siv, est de signe constant, les séries g u,, et g v,, sont de méme nature.

n—+00

SINOININNN SIIYIS

1
En général, on aura v, = —, a € R confer la proposition (7) .
na

n
n—-+0oo

signe positif. La proposition (5) ne s’applique que dans ce cas. Confer méthode (5) .

u, = O(v,) ou o(v,): A cestade du cours, il est impératif de vérifier que u,, et v, sont de

1 72

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 II. SERIES A TERME POSITIF

I1.3 Comparaison Série-Intégrale

Soit f: [0; 400 — R, continue, positive et décroissante.
Pour tout n € N, on a :

f<”+1)</n+1 f(t)dt < f(n). (XXVIIL1)
fn) f-=+===
fln+1) +==—===4-=-
0 n;t n+1

Figure XXVIII.1 — Une fonction continue positive et décroissante permet d’encadrer son
intégrale.

Théoréme 6 :

Si f:[0;400[ — R, est une fonction continue, positive et décroissante

alors la série Z f(n) et la suite ( / f(t) dt> sont de méme nature.
0

neN

Remarque : Si f n’est pas continue en 0 ou si le terme général de la série n’est pas défini pour n = 0, le

n n
résultat du théoreme (6) reste inchangé en remplagant / f(t)dt par / f(t)dt avec a € RY.
0 a

1

Exercice 5 : Déterminer la nature de la série g on
ninn

nz2

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II. SERIES A TERME POSITIF

Méthode 2 (Encadrement d’une aire par des sommes) :
Soient ny € N et f : [ng;+oo] — R continue et monotone.

Alors,
Si f est décroissante : Vk>ngett e [k;k+ 1],

fEED) < f)
k+1

kE+1 < d

Fk+1) /k £t)at

<Z f(k>> — f(ne) < / " f(e) e

k=ng

Si f est croissante : Vk >ngett e [k;k+ 1],

(i f(k))—f(n) < [ rwa

k=nq

Méthode 3 (Encadrement d’une somme par des aires) :
Soient ny € N et f: [ng;+00[ —> R continue et monotone.

Alors,
Si f est décroissante : Vk > ny+ 1,

N

k+1
/ fHd < fk)
k

Si f est croissante : Vk >ny+ 1,

k
/ fHd < fk)
k—1

n

F(no) + /nf(t>dt < S )

k=ng

k1
< [ s

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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II. SERIES A TERME POSITIF

Exemples 13 : Vous montrerez sirement (confer exercice (13) ) que :

1 Zn: ! In(n) 5 3 " Ga<t
. - 0~ . . — o~ sia < 1.
k=1 k n—+oo — k® notoo 1 — @

2. ; In(k) et nln(n).

I1.4 Séries de Riemann

Définition 2 : Soit o € R.

1
On appelle série de Riemann la série de terme général —.
n

Proposition 7 :

1

E — converge si, et seulement si o > 1.
n

neN*

Exemples 14 :
1
1. La série harmonique Z — diverge.
n
1 1 1 1
2. Z nyn’ Z ) et Z pive’ © > 0 convergent. Z 1,1,0000000000000001 “OTVETEE-
1 1 . 1 )
3. Z NG et Z e €7 0 divergent. Z 1,0,99999999999999999 diverge.

Exercice 6 (Séries de Bertrand) : Soit («; ) un couple de réels.

Montrer que la série de Bertrand Z converge <= a > loua=1et > 1.

noln®n

Méthode 4 (Utilisation des séries de Riemann) :
Soit Z u,, une série a terme positif.
Qs q : oY —
S’il existe o > 1 tel que ngrfoc n“u,, = 0 alors Z u,, converge.

— Si lim nu, = +oo alors Z u,, diverge.

n—-+oo

II.5 Régle de D’Alembert (Hors-Programme 7))

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 II. SERIES A TERME POSITIF

Lemme 1 :
Soit E u,, une série a terme strictement positif.
- 1090 o _ - _ U ;.
1. 9l existe k €]0,1[ et ng € N tels que ¥V n > ng, —+ < k, alors la série E u,, converge.
u
n
~ 9. . u s . . N
2. Sl existe ny € N tels que Vn > nyg, ['[’ L > 1, alors la série E u,, diverge grossierement.
n
Proposition 8 : .
Soit g u,, une série a terme strictement positif tel que —— —— /
U n——+oo
n
Alors,
Sifl < 1, la série E u,, converge.
Sif > 1, la série g u,, diverge grossierement.
Si £ =1, on ne peut pas conclure.
( 3\
Exemple 15 : %
T -
—unzmavec:c>0. ;_U|
U x
On a L — > 0 donc g u,, converge. m
U n+1 notoo
n neN ><
En prime, on en déduit que : é
" —_
— ——— 0 <= 2" = o(nl). —
n! n-o4oo n—-+00 b
n! 2]
—u, = — g\
-_—
U n \" 1
On a —+L — ( > » — < 1 donc E u,, converge. m
U n+1 n—too € wn
n neN
En prime, on en déduit que : E
n!
— 0 < n! = o(n" Z
n" n—+oo n—+o0o m
s
. , . L. , . 246...(2n
Exercice 7 : Déterminer la nature de la série de terme général % 51)
n
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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ITI/ Quelques exercices a savoir faire

III.1 Avec une fraction rationnelle

1
n(n+1)(n+2)

Exercice 8 : Calculer Z

neN*

II1.2 Avec les critéres de comparaison

Inn
Exercice 9 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = i
n
Exercice 10 : Déterminer la nature de la série de terme général uv,, = —————~.
n+ (—1)"v/n

Exercice 11 : Apres avoir vérifié sa convergence, calculer la somme de la série de terme général
n+1

Uy, 3n

I11.3 Avec le critére de D’Alembert

Exercice 12 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

(n—1)1"

IIT1.4 Avec un encadrement

Exercice 13 : Soit a € R7.

—ibje Loae
Montrer que Z (=1 /

neNom—f—l b 1+t

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

II1.5 Avec comparaison avec une intégrale

Exercice 14 : Soit a € R.

n
1
1. Pour o < 1, déterminer un équivalent de S,, = Z e
k=1

n
1
2. Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = Z e
k=1

IV / Séries absolument convergentes

IV.1 Condition suffisante de convergence

Définition 3 : Soit (u,, ),y une suite d’éléments de K.

On dit que la série g u,, converge absolument si la série E |u,,| converge.

Théoréeme 9 (CA = CV):
Soit (u,,),cy une suite d’éléments de K.

Si E u,, est absolument convergente alors elle converge, et on a :

+00 +00
D un| S D lunl:
n=0 n=0

Exemples 16 :

— Z 2" est absolument convergente pour |z| < 1.

Z?’L
— Z — est absolument convergente pour tout z € C.
n!

La convergence de E |u,,| est une condition suffisante pour que E u,, converge.

RO Elle n’est pas nécessaire : il existe des séries Z u,, convergentes telles que Z lu,, |

diverge. Ces séries sont appelées semi-convergentes.

Méthode 5 (Utiliser les critéres de comparaison Il) :
Soit Z u,, une série.

En complément de la méthode (1) : Si u,, o O(v,) ou u, o © (v,,) avec Z v,, absolument

convergente alors Zun converge (absolument).

. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

En cas de divergence, on ne peut rien affirmer sans connaitre le signe de u,, et v,,. Confer méthode (1)

sin(n
Exercice 15 : Montrer que la série Z 3# converge.

n>1n2 4 cos(n)

IV.2 Séries semi-convergentes (Hors-Programme)

Théoreme 10 (Critére spécial des séries alternées) :
Soit (u,, ),y une suite décroissante vers 0.

Alors,
— La série Z(—l)”un est convergente.
neN
+oo
— VneN, R, = z (—1)*uy, est du signe de (—1)" 1w, et |R,| < up.q-
k=n+1

Les séries de la forme ci-dessus sont appelées série alternées. Ces séries fournissent des exemples faciles de
séries convergentes non absolument divergentes. On parle de séries semi-convergentes.

On retient généralement le dernier point sous la forme : « Le reste est majoré par le premier terme
négligé » en valeur absolue. Il est aussi bon de remarquer que la positivité des w,, donne le coté alternée
de la série puisque la somme est systématiquement encadrée par deux termes consécutifs de (S,,)

TIAXX JHLIdVHD

neN -’

YneN, Sy, <S<S,,.

-

Ce critére est aussi souvent appelé « critére de Leibniz!3) ».

Exemples 17 : Le théoréeme des séries alternées permet de montrer que des séries comme les séries
e (D" (D)7 e (=D

de terme général ———, ——— (—1)"sin | — | et ~—~
n Vn n In(n)

qui ne sont pas absolument convergentes,

sont convergentes.

-

Exemple 18 : Je rappelle ici que ’étude de la nature d’'une série n’a rien a voir avec la recherche de
sa limite qui est souvent un tout autre probleme.

S EDt
Par exemple, Z =—1In2.
n

n=1

SINOININNN SIIYIS

|3]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né a Leipzig le 1° juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716, est un philosophe,
scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, historien, bibliothécaire et philologue allemand. Esprit polymathe,
personnalité importante de la période Frithaufklarung, il occupe une place primordiale dans I'histoire de la philosophie et
I'histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré comme le dernier « génie universel ».

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

1. On peut aisément montrer sa convergence en utilisant le critére spécial des séries alternées :

. 1 .
Trivialement, — ——— 0 en décroissant donc le critére spécial des séries alternées entraine la
n n—+oo

_1\n
convergence de Z (=1) .

neN* n
2. Mais, on peut aussi directement montrer sa convergence vers une limite inspirée :

n _1 k n 1 1 n
Vne“ﬁ§:<k)::§]—Dk/.ﬁ1dﬁ:—/‘§]—wklﬁ
k=1 0 0 k=1

|

1
1n—1 n
—t
——/ (—t)kdt = — ——udt
L = b 1+t 1+4¢

L (=) boae - ! 1
D’ou (=1) +/ = é/ dté/ t"dt < —— 0.
e k b 1+¢ h 1+t . n-+1 notoo
b bode
Par passage a la limite sur n € N*, ZH:/ —— =—In2.
oeon h 1+t

Cette série, dite série harmonique alternée, donne un premier exemple de série convergente mais non
absolument convergente. Un contre-exemple a garder en téte donc!

\

_1)n
Exercice 16 : Montrer que la série de Riemann alternée Z Q

—— converge si, et seulement si a > 0.

neN*

TIAXX JHLIdVHD

1V.3 Plan d’étude d’une série numérique

-

Soit (u,,)pen € KN. On s’intéresse a la série E U, -

Pour montrer que g u,, converge, on vérifie, dans l’ordre :

1. Si son terme général tend vers 0 sinon on invoquera la divergence grossiere.

2. Si le terme général de la série est de signe constant :

(a) On regarde si le critere de D’Alembert ne tombe pas dans le cas douteux.

-

(b) On applique les théorémes d’équivalence/domination/comparaison avec des séries de références
(géométrique et Riemann).

3. Si le terme général de la série est de signe quelconque :

(a) On étudie la convergence absolue de la série.

SINOININNN SIIYIS

(b) On étudie la semi-convergence de la série a I’aide du critére spécial des séries alternées ou, plus
tard, des transformations d’Abel.

(c) On peut essayer d’effectuer un développement asymptotique de son terme général.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 17 : On consideére la suite (u,,),,c, définie par :

_nle "/n

VneN, wu
n!

n

u
1. Donner la nature de la série de terme général v,y = In ("H>
un
2. En déduire 'existence d’un réel k > 0 tel que :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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