Séries

Feuille d’exercices n°28

Exercice 1 :
, . . 3z +2 12 .
1. Décomposer la fraction rationnelle m en éléments simples.
x(x? —

2. En déduire la convergence et la somme de la série g
n>2

3n +2
n(n? —1)

Exercice 2 : Prouver la convergence de chacune des séries suivantes, et en déterminer la somme.

On utilisera une des méthodes de l’exercice précédent.

Lol () ;

n=>1

1
9, Zln (1+ﬁ> 4.

n>1

I/ Séries a terme positif

Exercice 3 : Déterminer la nature des séries de terme général :

1 1 2 1
1. —1In (1+) 12, I (0T

n Vvn n?+n—1
2. n7(1+%) 1

| 13, —
3. o n+ (—1)"/n
In(e” — 1) |
4. e— |1+ - "\ 2n+1
5. ch*(n) —sh“(n). n2
6. 2In(n3 + 1) — 3ln(n? + 1). S
7. V/n+ _3%. 16. ninne—vn
n° 4+ 1

8. arccos (32) 17 1

o o " In(n)In(chn)
9 1+ a2’ 18 ™2 cos?x .

1o, W24 4l " Jy n?AHcostx
. (n+2)! ‘ 1 o 4
11 n! 19. n—aS(n) ou S(n) = Z et
e p=2
4
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Séries

Correction :

1 1 1
1. Montrons que ﬁln (1 + \/ﬁ) ~—

1 1 1
En utilisant le développement limité de In(1 + x) en 0, on a : In (1 + ) =—+0 (\F)
n

NG

De |a on tire que 11 1+ 1 1 X 1 1
n Tir ue —— 1n e ~ — _— = —.
e n N R AN A

; . o J o _ 1 .
Par équivalence, la série de terme général n (1+7) est donc divergente.

2. Montrons que n~(1*%) ~ =1,

{1+l
n—1+%) L ol
On a S — = n n =€ n .
o
lnn Inn
Or, lim — =0,dou lim e » =1 et |'équivalence.
n—+oco N n—+oo

La série de terme général n~(1+%) est donc divergente car la série harmonique est divergente.
3. On sait que : In(e” — 1) < lne™ = n.

Inn

—
In(e” — 1)

De plus, Inn > 1 pour n assez grand, par conséquent

S =

] . .\ . Inn
On conclut par comparaison des termes généraux de signe positif que la série E ]
n

divergente.

1 1 1
4. n1n<1+—> = 1——+0<—) et donc
n/ n—+oo 2n n

1 1
u, = e—elmmto(n) = 6(1*1+7+0<*>> ¢ > 0.
n

~
n n—+oo 2M

2o 222 € . 2.2 22 .
La série de terme général o diverge et la série de terme général u,, diverge.
n

(0%

~ @=A)® ; 2
5. ~ a1 (e*?)" = CVssia<2. 8 ~ lﬁ . v

3 9. CV si, et seulement si |a| # 1.
6. ~——3 = CV. 0 < (=Dl 2
S (n + 2)! S(n+1)(n+2)

1
7. ~— = CV. Donc CV.
n

2
11. Pourn >4, — = — x
n n

6
Or, Z 3 est convergente.

n! ) :
Donc E —- est aussi convergente par comparaison.
n

(en = 1)

est

J !
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12.

13.

14.

15.

16.

17,

n24+n+1

Pour n > 1, on pose u,, = In ( ) Vn > 1, u,, existe

Comme la série de terme général —. N > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant a > 1), la
n

série de terme général u,, converge.

1 1
P > 9 = Vn>2 i | ~
our n > 2, on pose u,, nt (D) n > 2, u,, existe et de plus u,, oo

. 1 . . .
Comme la série de terme général —, n > 2, diverge et est positive, |la série de terme général u,,
n

diverge.

3
Pour n > 1, on pose u,, (n—{—

Inn
2n+1) .Pourn>1,u, >0et

In(u,, ) = In(n)In (;;:_i) In(n) (hl (;) +1n (1 + 2) —ln <1 * an>>

= In(n) (—ln2+O (;)) = —In2In(n) + o(1).

n—-+oo —+00

Donc u, = eln(un) ~ e In2lnn _ ]
n—+00 nin2

Comme la série de terme général n > 1, diverge (série de RIEMANN d'exposant o < 1) et est

pmz "
positive, la série de terme general u,, diverge.

Pour n > 1, on pose u,, ﬁ u,, existe et u,, # 0 pour n > 1.
n—1)!
De plus,
uwlz(n+D2xﬁhﬂﬂ:(n+D2 N e
U, n? n! n3  notoo M n—too '

D’apres la regle de d’ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

1
lim n? x n""e~vV® = (0 donc n""e V" = o =) ..
n—+o0o n—+oo n2

1
Pour n > 2, on pose u,, m Pour tout n > 2, u,, existe.
De plus, In(chn) 1(&)_ In2 t L -0
eplus, In(chn) ~ In{—|=n-In2 ~ mne u”na+oonln(n) i
Or, la série de terme général n > 2, diverge.
nlnn

Donc wu,, est positif et équivalent au terme général d'une série divergente.

La série de terme général u,, diverge.
.
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2

/2
cos“ x
18. Pour n > 1, on pose u,, = / ————dz.
o n< + cos“x
. cos? z . 7T . .
Pour n > 1, la fonction = — T . est continue sur [0, —} et positive et donc, u,, existe et
n® + cos? x 2

est positif.

De plus, pourn > 1,

R T
0<u, < de = .
Un / n2 40 T o2

Yo 7 7 7-(- Yo 7 7 .
La série de terme général onZ converge et donc la série de terme général u,, aussi.
n

1
19. Pour n > 2, posons u,, = —8S(n). Pour n > 2,
n

0<S(n+1)=

2
et donc Vn > 2, S(n) < 2875_2 Par suite,

1 5(2) 1
n S _0527172 n—>:+oo © (ﬁ '

S

Pour tout réel «, la série de terme général u,, converge.

Exercice 4 (Constante d’Euler) : On considere Vn > 1,

&
S
I
7\
[
| =
N———
|
E
3

1. Montrer que la suite (u,,),,c) converge.

Sa limite est notée v et appelée constante d’Euler.

o=

2. En déduire un équivalent, lorsque n tend vers +oo de H,, =
k=1

Correction :

1 1 1
1. unH—un:n+1—ln(n+1)+ln(n): n—|—1_1n<1_n—|—1)

1 1 1 1
n—+00 n+l_ (n+1+0<§>> n—:&-ooO(ﬁ)'

La série de terme général u, ., — u,, est donc convergente. La suite (u,,),c, étant de la méme
nature, elle converge également.

2. On vient de montrer que H,, ~ In(n).
n—-+0oo
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Séries Feuille d’exercices n°28

Exercice 5 : Etablir la convergence de la suite définie par

Vn>1, wu,= (i&) —2y/n.

k=1

Correction : Etudions la nature de la série de terme général v,, = u,, .| —u,,.

Ona:
Up = Upi1 — Uy
- —2vVn+1+4+2yn= L 2
Vn+1 v+l Vn+1l+yn
I 2
C Vn+1 1
1+4/1———
n+1
1 2
% =
%n+1)+0<n+1)
B 1 1 1
n—+oo v/ + 1 ) 1 N ( 1 )
————+o0
4(n+1) n+1
1 1 1
= 1—1
n—r+00 n—i—l( +4(n+1)+0(n+1>)
1 1

n—;\-‘?-oo 4(n + 1)«/7;! +1 n—;\-&J-oo 477,% ’
terme général de signe positif d'une série de Riemann convergente (5 > 1).

D’apres les criteres de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme v,, est convergente.

Etant de méme nature que la suite (u,,),,c), cette derniére converge également.

Exercice 6 (Cas limite du critére de D’Alembert) : Soit, pour tout entier n > 1,

_Ix3x5x--x(2n—1)

Un = TONAX6x - x (2n)

1. Quelle est la limite de Unti o
un
2. Montrer que la suite (nu,,)
divergente.

o €st croissante. En déduire que la série de terme général u,, est
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Séries
Correction :

Upt1

2 1 1
1.0namzi:1— . La suite
Uy, 2n + 2 2n + 2

) converge donc vers 1.
w neN

1 2 1
2. En outre, (nt Dty _ 20 +

nu,, 2n

> 1.

Par conséquent, la suite (nu est croissante, et comme (u est positive, on a :
N n/neN

u
1
nu, = u; — un>?.

La série de terme général positif u,, est donc divergente (minorée par une série divergente)

(=1)"Inn
Exercice 7 : Etudier la convergence des séries Z nn
n>1 n>1
Exercice 8 : Par comparaison & une intégrale, donner un équivalent de
400 2n n
1 1 1
Ly = — 3. :
2
k=n+1 k k=n+1 VE k=2 St
Correction :
; 1 2. 2(vV2—1)v/n. 3. In(lnn).
n
E ice 9 : Calculer li S !
xercice 9 : Calculer niglm; iR 1
|
1. En utilisant le fait que Z — = Inn+~v+o0(1)
P
. . 1l 7
2. En utilisant le fait que — = —
= B 6
1))
()]
Correction :

k
k(k+1)(2k+1
1. Soit k un entier naturel non nul. On sait que Zz (R gk

. Déterminons alors trois
réels a, b et c tels que, pour entier naturel non nuI k,

: 0
Kkt )2kt 1) K kE+l 2k+1 7
é,

Pour k entier naturel non nul donn
h
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Séries Feuille d’exercices n°28

a b L a(k4+1)(2k+1) + b2k + 1)+ ck(k+1)  (2a+2b+c)k* +Ba+b+c)k+a
k' k+1 2k+1 k(k+1)(2k +1) B k(k+1)(2k + 1) ‘
Par suite,

2a +2b+c¢c=0 a==6
(x) =4 3a+b+c=0 <4 b=6 ,
a:6 =

et donc,

n

- 6
vn e N , —6<
© kz::lk(k—i-l)(%—i-l)

n
1
Ensuite, comme, quand n tend vers +oo, Z — =1Inn+ v+ o(1) puis

k=1 k

k=1 k=1

n 1 n+1 1 1
Z — = —=H, ,—1=—14+In(n+1)+v+o(1) = Inn+ln (1 + —)—l—v—l—l—o(l) = Inn+vy—1+o0(1).
ikl Sk w
Enfin,
n 1 2n+1 n 1 1
-1 SN - 14H,., --H
;2k+1 +;k k;% T Hane1 5%

1 1 1 1
:ln(2n—|—1)—|—7—§(lnn+7)—1+0(1):1n2+lnn—|—ln<l—|—%> +'y—§lnn—§’y—1+o(1)

1 1
:§1nn+ln2+§’y—l+o(1)

Finalement, quand n tend vers +o0, on a

n 1 1 |
; PR P =6 (1nn+'y+lnn+v—1—4 <§lnn+ln2—|—§7—1>> = 6(3—41n2)+o(1).

Donc,
i 1
ngglook 112+22+...+k2 :6(3_41112)'

. 6 6 24 2n+1 (_1)k+1
. Sogpae—m= :>Sn:18_24z
P2+ 4k ko E+l 2k+1 =

lorsque n — oo.

6
18 —241n2
A +n+1—>8 n
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Séries

II/ Semi-convergence (un peu HP)

_1)n
Exercice 10 : On pose Vn >2, wu, = #

" VRt ()

" 1 1
1. Montrer que u,, = (\/ﬁ) - +0 <n§>
2. En déduire la nature de Z Uy,

Correction : Dans le cas proposé ici, on ne peut pas appliquer le critére spécial des séries alternées

o _ . I .
puisqu’on vérifie que la suite (u,,),,c,y définie par u,, = 7\f+ =i n'est pas décroissante.
n —

On a recours ici a un développement limité pour établir la nature de la série :

(="

T VR e
e = S (- )

T
Dt 1 ey (1
~n n e T an'

U

Etudions chacun des termes de ce développement limité :

(="

o Tn est le terme d’une série alternée convergente.
n

o — est le terme d'une série divergente.
n

(="
nvn

o v, =0 (\f) est le terme d'une série convergente d'apres les criteres de comparaison.
ny/n

o est le terme d'une série (absolument) convergente.

Par somme de séries convergentes avec une série divergente, on en déduit que la série E u,, diverge.

Remar : =
que : u, n—)r:-oo o

un bon contre-exemple de séries dont les termes généraux sont équivalents mais pas de signe constant.

terme général d'une série alternée convergente sans que g u,, le soit. C'est

.

Exercice 11 : Comparer la convergence des séries de terme général

w=h o w1 ) = S o
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Séries Feuille d’exercices n°28

Correction : Rapidement,

® U ~ v
n n——+oo

° E u,, converge d'apres le critére des séries alternées.
neN*

n-

° g v,, diverge comme somme d'une série convergente et de la série g divergente.

= =n In(n)

Exercice 12 (Semi-convergence) : Nature des séries de terme général :

n? Inn
1. sin 3. (—1)"—
sin (72 (~1n
P(n) . .
n 4. (-1)» ou P et Q sont deux polyndmes
o (14 &Y Q(n)
: ne non nuls

Correction :

1. Pourn € N, ,

2 2_1 1
u,, = sin ™ = sin T —1+1) :sin( T +(n—1)7r> = (=1t sin( T >
n+1 n+1 n+1 n+1

s
n+1
décroissant. La série de terme général wu,, converge donc en vertu du critere spécial aux séries
alternées.

La suite ((—1)”*1 sin( )) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en
neN
20

1 1-—1
2. Pour x €]0, +o0], posons f(z) = e f est dérivable sur |0, +oo[ et Vz > e, f'(z) = “— 1T o
x i

. .. L . Inn )
Donc, la fonction f est décroissante sur [e, +00[. On en déduit que la suite (—) est une suite
n
n>3

L : y L ,nn o .
décroissante. Mais alors la série de terme général (—1)" —— converge en vertu du critére spécial
n

aux séries alternées.

3. = Si degP > degQ, u,, ne tend pas vers O et la série de terme général u,, est grossiérement
divergente.

1
» Si degP < degQ — 2, un:O<

—2> et la série de terme général u,, est absolument convergente.
n

. " domP
= SidegP =degQ— L u, = (-1)"

généraux de séries convergentes et la série de terme général u,, converge.

1
+0 (—2) u,, est alors somme de deux termes
n

En résumé, la série de terme général u,, converge si, et seulement si degP < degQ.
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Exercice 13 (En vrac) : Déterminer la nature des séries suivantes :

1. ZnQinn(n) 5. Zln (COS (;)) 9. Zcos" (\/lﬁ> — \}E

n>1 n>1 1
2 Zivnﬂ 6. Y Vn+1—n 10. Y (In(n))~ ™
. s n? lng(m n>1 n>2
arctan () 7. 3 52 1, 3= (et Dsingn)
3. 7; nz 7; n2 ; nQ\/ﬁ
1 1 1 1 —1)"1
4 Z*—ln (1—1-*) 8. Zsin (—) — tan (—) 12. ZM
n n n n ca
n>1 n=>1 n=1

p —1)"
Exercice 14 : Etudier la convergence de la série de terme général u,, = In (1 + 2( —i-) 1).
n

Correction :

1)
ATTENTION Comme u,, ete 2<n _~_) 7 n’est pas de signe constant, on ne peut utiliser les

criteres de comparaison des séries a terme du méme nom.

On va devoir « pousser » un petit peu plus loin i.e. le développement limité de u,, donne :

(—1)" 1 2 +O< 1 ) (—1)" . 1

"ntoo 2n+1  2(2n + 1) w2) S omyl U oMY 8n2

s .

" potoo 8n2

(_ n
2n+1

la série E v,,, a terme général de signe constant, converge elle aussi (série de Riemann).

Maintenant, la série alternée E converge par application du critére spécial des séries alternées, et

La série E u,, est convergente comme somme de deux séries convergentes.

éries
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