Test n°36

1. On donne
f: [R3 — |R3
(x3y;2) — (Br—2y—22z;20—y—22;20 —2y —2).

Caractériser géométriquement f. (On ne demande pas les espaces caractéristiques)

f est un endomorphisme de R3 et vérifie 2 = I, donc c’est une symétrie de R3.
Soient F = {(z;y;2) ER¥ |z —y—2=0} et G={(z;y;2) ER} |z —2=0 et z—y=0}.

2. Montrer que F et G sont des sev de R? dont on précisera la dimension et une base que I’on notera

€1, €y et es.
r =y+z 1 1
(z;y;2) EF <= 2—y—2=0 <= <y =y < (xz;y;2)€vect |e; =11],e5=10
z =z 0 1

In fine, F est un sev de R? de dimension 2 et de base (e;, e,).

De méme,

1
r—z=0
(z;y;2) € G <= 0 S r=y=z < (z;y;z)Evect [ e3=1]1
Tr—1y =
Y 1
Conclusion, G est aussi un sev de R? de dimension 1 et de base (es).
3. Soit u (z;y;2) € R3. Exprimer u en fonction de ey, e, et es.
Par analyse-syntheése, supposons qu’il existe (a; 8;7) € R3 tel que u = ae; + Bey + ves.
a+pf+vy=u a=x—=z
u € vect (eq,€q9,63) < Sat+vy=y = (f=x—y (XXVL1)
B+~v=z Y=—x4+Yy+=z

Réciproquement (ou dans la synthése), on vérifie que 1’on a bien :

u(r;y;z) = (r—2)e; + (r —yeg + (—x +y + 2)es.

4. En déduire que R? = F @ G et préciser une base autre que la base canonique.

9|genbuewas sawsiydiowopug

Le systéme (XXVI.1) étant compatible, on a R?* = F + G.

Etant de Cramer, la décomposition est unique i.e. la somme directe donc R?* = F @ G. En particulier,

(eq,€49,€5) en est une base.
5. (a) Rappeler 'expression de la symétrie de base E; parallelement a E, lorsque E = E; ® E,.
Soit u =z + x5 € E ot (21 ;2,) € E; X E,.

Alors f(u) = 2y — xy.
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(b) On considére f dans R?, la symétrie de base F parallelement G.
Donner f(e;), f(ey) et f(es).
Par définition, e; € F = ker (f —I) donc f(e;) = e; de méme que f(ey) = e,.

De méme, e € G = ker (f + 1) donc f(eg) = —es.
(c) Compléter :

D’aprés les questions précédentes, tout u (x;y;z) € R? s’écrit de maniére unique sous la forme :

= (@ —2)e; + [t —yey+ (—w +y+ ey
eF eG

Donc, par linéarité de f,

fu)=(z—2)e; + (x —yles — (—x +y + 2)es.

1 1 1 3r — 2y — 2z
=@—2)|1|+@—-—y|0|—(—z+y+2)|1]|=]| 20 —y—2=
0 1 1 20 — 2y — z

Donc,

(x;y;2) +— (Br—2y—2z;20—y—2z;20—2y—2).

Endomorphisme remarquable
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