Chapitre

)., 9.4 Matrices et applications
linéaires

La Matrice est universelle. Elle est omniprésente.

Elle est avec nous ici, en ce moment méme. Tu la vois chaque fois que
tu regardes par la fenétre, ou lorsque tu allumes la télévision.

Morpheus

Il est temps pour cet avant-dernier chapitre d’algebre linéaire de ’année de faire le lien entre les espaces
vectoriels et le calcul matriciel, qui constitue un puissant outil d’étude, notamment pour les applications
linéaires.

N
A tel point d’ailleurs qu’une grande partie de votre programme d’algebre de deuxieéme année sera
consacrée a la diagonalisation de matrices et a ses applications. Pour cette année, nous nous contenterons
de constater qu’une application linéaire entre espaces de dimension finie peut étre représentée par une
matrice, et que le calcul matriciel (puissances de matrices notamment) s’interpréte simplement dans ce
cadre.

[J ne application linéaire de R™ dans RP étant caractérisée par les images des vecteurs de la base
canonique de R™, ou encore par les coordonnées de ces images dans la base canonique de RP, on peut tout
savoir d’une application linéaire en connaissant simplement n fois p coordonnées.

C’est ce qui va permettre de créer un lien entre applications linéaires et matrices, et de justifier
I'introduction du calcul matriciel effectuée dans un précédent chapitre, toutes les opérations sur les
matrices s'interprétant naturellement en termes d’applications linéaires. Tout sera dit au théoreme (2).
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Dans tout le chapitre K désignera R ou C et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
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I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES PTSI VINCI - 2025

I/ Représentations matricielles

1.1 Matrice d’un vecteur

Définition 1 : Soient E et un K-ev B = (eq, €, ..., €,,) une base de E.

(Lﬁ Soit x = z,e; + ... + x,,e,, € E, un vecteur de E.
0—: On appelle matrice de x dans la base B, notée Matz(z), la matrice colonne de .Z,, ;(K) constituée
B n,l
\5 des coordonnées de x dans la base B :
2 1
-l Lo
u) Mat$< > = .
2 Ty,
o B
|—
<
m I Les matrices dépendent de la base B choisie.
Q
: :
x
- En pratique, on identifiera souvent une matrice colonne ‘2 € M, 1(K) au n-uplet (zy,...,7,) de ses
" :
xn
tﬁ éléments dans K™.
O
(a'd Exemple 1 : Dans I'espace des vecteurs 53 muni d’une base B = (Z,f, 7%), si on considere 4 = 32?4—2]?—7%,
- alors
< 3
= Mati(i) = | 2
-1
D’une maniére générale, dans R muni de sa base canonique B = (e;, e,,€5), pour tout vecteur
x
w(z;y;2) €R3 onaMatg(u)= |y
z

Proposition 1 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E.

CHAPITRE XXX.

Alors, I'application :
Qg E > My (K) = K"

x +—— Matg(x)

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.

!

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

Preuve : Notons B = (e, ..., e, ) une base de E.

L'application @4 est linéaire car les applications coordonnées dans une base le sont. Elle est de plus
Ty

x
bijective car la donnée d'un vecteur colonne X = | détermine un et un seul vecteur de E, a savoir

le vecteur x = z,e; + ... + z,€,.

Remarque : En reconnaissant ¢§31 du chapitre précédent, la démonstration était, bien siir, inutile.

De méme, entre espaces de méme dimension finie, la surjectivité ou |'injectivité seule suffisait a prouver la
bijectivité.

Exercice 1 : Dans R;[X] muni de sa base canonique (1,X, ..., X?), déterminer Mat ((X + 1)5>.

Méme question dans la base de Taylor centrée en —1: (1,X +1,(X 4+ 1)%, ..., (X +1)?).

1.2 Matrice d’une famille de vecteurs

Définition 2 : Soient E et un K-ev B = (eq, e, ..., €,,) une base de E.

Soit F = (uy, ..., u,) € EP une famille de vecteurs de E.

On appelle matrice de la famille (uy, ..., u,) dans la base B, notée Matyz(F ) = Matg(uy, ..., u,), la
matrice de ./, ,(K) dont la 4™ colonne est Matg(u;) :

Q11 Q1o - Q14
CI/ a v
2,1 X 2,p .
Matg(uy, ug, ..., u,) = . ‘ . <= Vje[lp], u; = aq €+ +a, e,
a’n,l an,2 an,p

Exemples 2 :
— Dans le plan vectoriel é 5 muni d’une base B = (f, f), si on considere u = 247, 0=3i—jet
w = 44 alors : “ooo
[2113114) i
MatB(ﬁ,T),fw):< RN ) .
171110/ J
L\ T B GV B G

—1
.

— Dans &; muni de sa base canonique B, si on considére @ = (1;2;3) et ¥ = (2;0;1) alors :

1 2
3 1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

XXX JHLIdVHD

-

S3UIVANIT SNOILVIITddV 13 S3ADINHLVIN

'



-

MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

CHAPITRE XXX.

ATTENTION I Dans la base canonique de R,[X], les coordonnées de aX? + bX + ¢ sont (c;b;a)!

I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

PTSI VINCI - 2025

— Si B = (eq,...,€,) est une base de E alors B = Maty(3B) =1,.

Exercice 2 : Ecrire la matrice des polynémes P;(X) = (X + a)? pour tout 0 < i < n dans la base
canonique (1,X,...,X™) de K,,[X] puis dans celle de Taylor centrée en —a.

1.3 Matrice d’une application linéaire

Définition 3 : Soient deux K-espaces vectoriels :
— E de dimension p muni d'une base B = (e;, ey, ..., €,)-
— F de dimension n muni d'une base B = (f, fy, ..., f,,)-

Soit u € Z (E;F).

On appelle matrice de l’application linéaire u dans les bases B et B’, notée Maty 5 (u), la matrice de
la famille (u(e,),u(ey), ..., u(e,)) dans la base B’.

my 2 my

P
Mo Moo = Mg,
Mat g 5 (u) = Mat g (u(e;), u(ey), ... ,u(ep)) = : : : € M, ,(K).
mn,l mn,2 mn,p
BB
Viellpl, wule;)=my fi +myifo+-+m, f,
Commentaires :
— Comprenez bien que pour remplir la matrice, 1_[(_( '_)] 1_L<f2_)‘ ff(_elj)
on a calculé les images u(e), u(ey), .., u(e,) M1 Mgy mipN\ fi
des éléments de la base B de E et que 'on a :m2 1: :mgz: :m2p: £
décomposé chacune d’elle dans la base B’ de F L ] - : L : )
(disposé en colonne dans la matrice). AR Lo AR
Imn,l: My 2! I’rn’n,pI fn
l

_— | S,

— dim (E) = nombre de colonnes de la matrice, dim (F) = nombre de lignes de la matrice.
— Si u est un endomorphisme de E, on note Matz(u) au lieu de Matg 5(u). C’est une matrice carrée.

— Si u est une forme linéaire (F = K), on a n = 1. La matrice de u est une matrice ligne, élément de

M ,(K).

0
Exemple 3 : Ecrire « Soit f1’endomorphisme de R, [X] de matrice 1 dans la base canonique »
4

(SARS N V)

1
3
0
f()=3X+1, fX)=4X2+X et f(

signifie alors que : X?) =5X2 +4X + 2.

F. PUCCI
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PTSI VINCI - 2025 I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

Exercice 3 : Pour A = ( Z _01 ;) ) et fa : R3 — R?, donner sans calcul, f,(1,0,0), f4(0,1,0) et

fa(0,0,1) et calculer f,(1,2,3) et fo(—1,3,2) en utilisant les colonnes de A.

Exemple 4 : Pour tout K-ev E de dimension finie n et pour toute base B de E, Matg(Idg) =1,.

Exemple 5 (Forme linéaire) : Soient ¢ € £ (E;K) une forme linéaire et B = (e, ..., ¢,,) une base
de E.

On prend (1) pour base de K.

En notant, Vj € [1;n], a; = ¢(e;), on a :

Maty(p) = (01 - @) € My,(K).
Exemple 6 :
. i 2 3 N B= (61762) .
1. Soit u : R — R ou B (o o) sont les bases canoniques
(xay)B — (15+Z/72$—Z/73y)29’ a b
de R? et R3.
On a
|
1 1
‘U(61)=U<<0> >= 2 =1f1 +2f,+0f5
B 0 . 1 1
— MatB7BI(U> = 2 _1 .
0 ! b 37w
e u(ey) =u 1 = ! =1f1 —1f,+3/f; o7
B 3
B J

1 =l
2. Soit€:<6’1:<2> :61—1-262;6;:(1) =—61+62).
B B

Alors :

r — Ma‘te’B/(u) = 0 _3

3. 81t &' = (fi =fi+ fas fo=Ffa—f35f3=Fs).

.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES PTSI VINCI - 2025

Alors :
|
1
e u(ey) =1f; +2f,+0f3 =12
0
3/
=h+ht+fo—fs+fs
- f{ + fé + f?/> =11 1 1
1 e’ — MatB’@/ <'LL> = 1 _2
1 1 B,e’
euley) =1fy —1f,+3f; =|[-1
3
B/
1
=fi-2f3+fs =|-2
1
8,
4. Enfin,
3
e u(e;) =3f1 +6f3 =0
6
B/
3
=3fi=3f+3fs =|-3
3 o 3 0
e Mate’e/ (u) = —3 —3
0 3 0/
ou(ep) =—3f+3f; =|-3 o
3
B/
0
=—3f; =| -3
0
@/
La matrice d'une application linéaire dépend des bases choisies au départ ET a
larrivée!
.
Exercice 4 : On définit I'application u : R3 +— R?, (2,9, 2) — (x +y + 2,2 — y).
On note B = (e, 4, €5) la base canonique de R® et € = (f;, f5) la base canonique de R?.
1. Déterminer Mate 5(u).
2. On considere €] = (1,0,0), e5 = (1,1,0) et e5 = (1,1,1).
Justifier que B" = (e], €5, e3) est également une base de R?, et déterminer Mate 5 (u).
3. On pose €’ = (fi, f5) avec fi = (1,1) et f5, = (1,—1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




PTSI VINCI - 2025 I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

En admettant que €’ est une base de R?, déterminer Mate, 5(u).

Expliquer pourquoi les calculs sont plus compliqués quand on choisit une autre base que la base
canonique de R?.

Exemple 7 (Projecteur et symétrie) : Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E,
Bp = (€1,...,€,), Bg = (€41, ,€,) des bases respectives de F et G.

Notons B = (By ; Bg) une base de E adaptée a E=F & G.

e Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors :

I’f‘ 07‘ n—r
Mat = 7 .
Zg(p) OTL*T',T' Onfr,nfr

e Soit s la symétrie par rapport & F parallelement a G. Alors :

IT‘ OT‘ n—r
Matz(s) = ’ .
B< ) Onfr,r _Infr

Remarque : Dans la base B’ = (B ; By) ces endomorphismes ont pour matrices :

Mat ( ) Onf'r;nfr Onf'r;r t Mat ( ) _IH—T OTL—TJ
al.g/ == (§] alg/(S) = .
B p 0 Ir B 0 I

r,n—r r,n—r P

1.4 Isomorphisme structurel

Théoréme 2 :
Soient

— E un K-ev de dimension p muni d’une base 3 ;

— F un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

Alors l'application @4 5 : Z(E,F) — 4, ,(K) est un isomorphisme.

u > Matg 5 (u)
- j— 4 j— H
Preuve : Notons B = (e, €y,...,¢,) et B' = (g1,¢,,...,€,) des bases respectives de E et I.
ay1 Q1o o Q1,4
. Qg1 Qg2 *+ Qg4
— Soit A = : € M, ,(K)
an,l an,Q an,p

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES PTSI VINCI - 2025

Vj € [1;p], posons f; = ay ;&1 + ag jeq + - +a, &, €F.

D’apres le chapitre précédent, on sait qu'il existe une unique application u € .Z (E;F) telle que,
Ve [l;p], ule;) = f;.

Par construction, ®(u) = A et ® est bijective.
— Reste a montrer que @5 5 est linéaire.

Soient A € K et Vu,v € Z(E,F).

P g (Au+v) est une matrice dont la j*™ colonne est définie par les coordonnées de (Au + v)(e;)

dans la base B’.
Or, (Au+v)(e;) = Au(e;) + po(e;).

Donc, .5 5 (At + v) = AD(u) + D(v) et By € g(z(E, F) ;,///n’p([K)).
En conclusion Z(E, F) ~ ., ,(K).

En particulier, la linéarité de ®5 5 s’écrit notamment sous la forme :

VAeK Vu,ve Z(E;F), Maty 5 (Au+v) = AMatyg 5 (u) + Matg 5 (v).

A retenir 1 :
Ce théoreme signifie que :

Unicité de la matrice associée :
VfeZ(E;F), 3A e, ,(K) tel que A = Matg 5 (f).
Unicité de I’application linéaire associée :

VA e, ,(K), 3f € Z(E;F) tel que A = Matyg 5 (f).

On pourra ainsi (souvent) raisonner indifféremment sur les matrices ou sur les applications linéaires.

I Cette isomorphisme est non canonique i.e. il dépend des bases B et B’ choisies.

L’isomorphisme de ®4 5 nous permet de redémontrer un résultat connu :
k)

Corollaire 2.1 :
Si E et F sont deux K-ev de dimension finie alors .Z (E; F) aussi et on a :

CHAPITRE

dim (Z (E;F)) = dim (E) x dim (F) .

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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II. MATRICE(S) D’UNE APPLICATION LINEAIRE

II/ Matrice(S) d’une application linéaire

I1.1 Image d’un vecteur par une application linéaire

3
Exercice 5 (Introduction) : Soit u € Z(E,F) tel que Matyg z(u) = | 1 1| olt B = (eg,¢ey) et
=1 2
B" = (f1, [, [5) sont respectivement des bases de E et F.
Soit = 10e; — Te,. Déterminer u(x).
Correction : Par linéarité de u, on a :
1 3 100x1—-7x%x3 —11
u(z) = u(10e; — Tey) = 10u(e;) —Tu(ey) =10 1 | =71 | =] 10x1-=7x1 =] 3
1 2 10x (—1)—7x2 —24
1 3 —11
10 . : . 10
En posant X = e on reconnait le produit matriciel AX =] 1 1 - = 3

-1 2

Théoréme 3 :

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie respectivement rapportés aux bases B et
B etue Z(E;F).

Alors :
MatB/(u(:v)> — Matg g (u) x Maty()

Y = A x X.

Ou 'Y = Mat g (u(x)), A =Matg 5 (u) et X = Maty(x).

La relation Y = AX est une généralisation de la fonction linéaire y = ax en dimension 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Preuve : Soient B = (e, ¢eq,...,¢,) et B = (f1, fo, .., [,,)

ay1 ap ;
. . 42,1 42,5
On considére u: E, B,p — F, B’ 'n ou on pose A = ' _
x — u(x) s an,
Ty
T p
et X=| | =Matg(z) ie z = Zx]-ej.
: ‘=
ﬂfp

u(x) =u <Z acjej> = iju(ej) = ij (Zn: ai,jfi> = i (Z ai’jx]) fi-

j=1 i=1

Les coordonnées de u(x) sur la base B’ sont donc

P p p
<Z Qy D Ay g ) anu’%’) = ((AX)D (AX)g,, (AX)n) :
j=1 =1 j=1

sP

= Matg,zg/ (U)

p
Z 1,55
j=1
» (AX)I al,l a17j aLp :1.:1
- ag ;T (AX) Gg1 v Aoy v gy || Ty
D'ot Mat g (u(x)) = ]Z:; N =" : : J=ax
» (AX)n an,l an J ay D ﬂfp
%
j=1
J‘
Exemple 8 : Reprenons l'application u:  R? — R3 de I’ exemple (6) ou
(x7y>23 — ($+%2ﬂf—y73y>3/
1 1
Mat37$/(u) = |2 —1 | dans les bases canoniques respectives de R? et R3.
0 3
On peut calculer I'image de (5;—2) de deux maniéres maintenant :
1. u((5;-2)) =(3;12;—6).
1 1 5 3
2. u((5;-2))=12 —1] x ( 2> =112
0 3 —6
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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A retenir 2 :
Si A € A, ,(K) est une matrice alors sa j*"° colonne C, s’obtient par le produit matriciel C; = A - E;

ou E; la §m¢ matrice de la base canonique de M, 1 (K).

Exemple 9 :
0
2 1 3 = 1
4 5 6 \5
—_— \0 =2
A Ay C,
B,

11.2 Matrice d’'une composée d’applications linéaires

Exercice 6 (Introduction) : On munit respectivement R3, R* et R? des bases B = (eq,eq,e3),

8 = (f15f27f37f4)7 et D = (.91792)’

On considere :

o ue.Z(R?;R?) telle que Maty o(u) = A = .

0

S
= O = O

1
2
1
2

1 2 3 4
€ Z (R*;R?) telle que Mat =B= .
S ( ) qu e,n(v) <5 6 7 8)

Déterminer Matg (v o u).

Théoréeme 4 :

Soient
— E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;
— F un K-ev de dimension ¢ muni d’'une base C;

— G un K-ev de dimension n muni d’une base 2.

On consideére deux applications linéaires u € Z(E, F) et v € Z(F,G).

Alors :
Matg 5 (vou) = Mate 5(v) X Matg e(u).

Preuve : Le théoréme (3) démontré, celui-ci ne se résume plus qu'a utiliser I'associativité du produit
matriciel.

Soit x € E. Posons y = u(x) et z = v(y).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II. MATRICE(S) D’UNE APPLICATION LINEAIRE PTSI VINCI - 2025

On consideére le diagramme fonctionnel :

B,p

On note X = Matg(z), Y = Mate(y), Z = Mate(z), A = Matg o(u), B = Mate 5(v).
D’aprés le théoreme (3), Y = AX et Z = BY.

Dot Z = B(AX) = (BA)X

La matrice de v o u dans les bases B et D est donc :

MatB72)(’U o U) = BA = Mat@72)<’l)) X Matz’@(u).

Remarque : On pouvait aussi le démontrer directement si nécessaire.

On pose encore :

o B=(e,...,e,) C=(f1,..., f,) et D=(gq,...,9,) des bases de E, I et G respectivement.

o A =Matye(u) = (q ]>1<k<q B = Mate 5 (v) = (b; 1) 1<i<n €t C = Matg 5 (vou) =

1<j<p 1<k<q
D'une part,

VJE[[lvp]] ’UOU Zcz]gz'

D'autre part,

(C )1<7,<n'
1<y<p

(U ° U)(€j> = U(“ = (Z ak,gfk) Zak,jv (fx) = Zak,j (i bi,in)
k=1 i=1

k=1

n n

= <Z bz kak,]> g; = (BA)Z’] gi

1= =1

Par unicité des coordonnées, on a ainsi :

vV (i37) € [1sn] x [15p], ¢ szkak1<:>0 B x A.

k=1
.

Corollaire 4.1 :
Soient u € .Z(E), B une base de E de dimension finie n et A = Matz(u).
Alors,

B u est un projecteur si, et seulement si A2 = A.

B v est une symétrie si, et seulement si A2 =1,,.
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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II. MATRICE(S) D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Exercice 7 : Soit f € .Z(R?) défini par f(z;y) = (3z + 6y; —x — 2y).

Ecrire la matrice M de f dans la base canonique de R2, et en déduire que f est un projecteur.

Correction : Pas trop compliqué ..

OnaM-(3 6>etM2—M:>fof—f.

Donc, f est bien un projecteur.

11.3 Matrice de la réciproque d’un isomorphisme

Théoreme 5 :
Soient

— E un K-ev de dimension n muni d’une base 3.
— F un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

On considere u € .Z (E; F).
u est un isomorphisme = Matg 5 (u) est inversible.

Et dans ce cas,
—il
I\/Iat$/72;<u_1> = <Mat372;/ (U)) 0

Preuve : On note n = dim = dimF et A = Maty 5 (u).

1

(=) : Si u est bijective alors u™! ou =Idy et uou™! = Idp.

D’apres le théoreme (4), en terme matriciel cela s'écrit :
MatB,Z;(’Ufl o U) = Mat3,$<IdE) S MatB/’B(uil) X MatB’B/ (U) = In
Mais aussi,

Matg’g(u o ui]') = Matngg/ (IdF> <~ MatBVB/ (U) X MatB/’B(ufl) = In.
La matrice Mat 5 (u) est donc inversible, d'inverse Mat g 5(u™").
(<) : Supposons que A € ¢41,(K), et montrons que u est bijective. Tout repose sur le théoreme (2).

Posons v I'application linéaire de F dans E telle que Maty 5(v) = A~ ; elle existe car . (F; E)
et ., (K) sont isomorphes.

On transpose encore les deux égalités matricielles AA™! =1, et A™'A =1, d'un point de vue
application linéaire.
AAil = In — MatB7B/ (U) X Mat$/73(v> = MatB/7B/ (IdF)

<~ Matg/ﬁ/ (U o 'U) = Mat3/7$/ (IdF)
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Comme Z(F) et 4, (K) sont isomorphes, on en déduit que uov = Idy i.e. u est inversible a droite
ou surjective.

De la méme maniere A™'A = I entraine que Maty 5(v o u) = Maty 5(Idg) puis, grace a

I'isomorphisme Z(E) ~ ., (K), que vou = Idy i.e. u est inversible a gauche ou injective.

En conclusion, u est bijective.

Exercice 8 : Soit f ’application linéaire définie par :

f: R — RyX]
(a;b;e) — a+b+bX+ (b+c)X2

Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

Corollaire 5.1 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et (uq,...,u,) € E" une famille
d’éléments de E. Alors :

Matg(uq, ..., u,) est inversible <= (uq,...,u,) est une base de E.

Autrement dit, une matrice carrée est inversible si, et seulement si les vecteurs formés par ses colonnes
forment une base de E.

Preuve : Notons B = (ey, ..., ¢,) et u € Z(E) I'endomorphisme ! vérifiant

Vie[l;n], ule) =u;.

1

Par construction, on a alors Matgz(u) = Matg(uy, ..., u,).

Matg(uq, ..., u, ) est inversible <= Matz(u) est inversible

<= u est inversible d'aprés le théoreme (5)

= (u(el), ,u(en)> = (uq, ..., u,) est une base de E.

Exemple 10 (Matrice de Vandermonde) : Soient ag, a, .., a, € K des scalaires deux a deux dis-
tincts, (Lg, ..., L,,) les polynomes de Lagrange associés.
On rappelle que, dans les cas ot les a; sont distincts, (L, ..., L,,) forme une base de K, [X] et que

tout polynéme P € K,,[X] se décompose donc de maniére unique dans cette base sous la forme :

P = P(ay)Ly + P(a;)L; + ... + P(a,,)L

n

|1]. Je vous rappelle que 'on sait qu’un tel morphisme existe et est méme unique d’aprés le chapitre précédent d’algebre
linéaire.
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La matrice de la base canonique de K, [X] dans la base (L, ...,L,,) des polynomes de Lagrange est
donc :

1 ag - ag

1 a; - af

M(ay, ..., a,) =

1 an e aﬁ
On en déduit que si agy, ay, .., a, sont deux a deux distincts alors la matrice M(ay, ..., a,,) est
inversible.

ITI/ Changement de bases

II1.1 Matrice de passage

Définition 4 : Soit E un K-ev de dimension finie n.
On considére deux bases B et B’ de E.

On appelle matrice de passage de B a B’, notée Pg ou Py 5, la matrice de la famille 3" dans la
base B :
PZ = Maty(B').

Exemple 11 :

1. Dans le plan 2 muni de la base B = (7,7), on considére % = 3i + j et ¥ = —i + 2.

La famille B = (&, ) forme une base de 7 et PZ = <i’ _21> :

2. Dans le plan vectoriel £,, la matrice de passage de la base canonique (e, ; €,) & la base (u(0);v(8))
ot u(f) = cos(f)e; + sin(f)e, et v(0) = —sin(f)e; + cos(f)ey est :

b (COS(9> —Sin(e)) .
sin(@)  cos(6)
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Figure XXX.1 — La matrice de passage P = (cos(@) 7Si"ée>)) de la base B = (e, ;e,) a la

sin(0) cos(
base B, = (u(0);v(0)) est une matrice de rotation.

Exercice 9 : On se place dans le R-ev R2.

e; =(1;0)
es =(1;1)

&1 = (=151
0;1)

On note B = (e; ;e5) ol { et € = (e;;€5) OU {

€9

1. Montrer que B et € sont des bases de R?.
2. Déterminer P = P% et Q= Pg.
3. Vérifier que PQ = QP = 1,.

Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

Proposition 6 :
Soit E un K-ev de dimension finie n. On considere B, B’ et B” des bases de E. Alors :

B”

P I B B
% = Matg 5z(ldg). 3. P =Pz Py
1

B B’ . . ‘B B
2=l . 1. P% est inversible et (PQ; ) =12z

—_
—
9

[\)

[eo]

O
SNSESS

n

N5

Preuve : Notons B = (e, €, ...,¢,) et B' = (€], €5, ...,€),).

1. Par définition,

Mat 5(Idg) = Mat 5 (Idg (e}), Idg (€5), ..., Idg(€},)) = Mat (e}, €5, ... ,e,) = PZ .

rn

2. D’apres le résultat précédent, P2 = Maty 5(ldg) =1,
3. PE'PZ) = Maty (Idg)Mat g g (Idy) = Mat g 5(Idg o 1dyy) = Matgr 5(1dy;) = PZ.
4. On applique le résultat précédent avec B” = B, et on obtient :

PZP%, =P5=1, et PLPY =PF =1,

Par conséquent P% € @1,,(K) et (PE) ' = P%,.

a l'ordre des bases dans Mat 5 (Idg)!
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Exemple 12 : En reprenant les exemples précédents :

=il
-1 3 —1 12 1

1. PZ, = (P2 = = .
5 =(P3) (1 2) 7(-1 3)

> 2, 1,
I = =i— =1
D’ou, 7 ’
- 14Jr 3
=—U+ =7
T

5 (ps'\"! cos(f) —sin(0) B - cos(f) sin(6)
2. Py = (PB> a (Sin(ﬂ) cos(6) - —sin(f) cos(0)
Dot {el = wuslE(E) F e
" ey =—sin(8)u(6) + cos(8)v(6)

II1.2 Formules de changement de bases

Dans une soirée, une matrice propose d une matrice in-
versible de danser avec elle :

Ah non, désolée je ne reste pas, je suis de passage !

Proposition 7 :
Soit E un K-ev de dimension finie n muni de deux bases B et B’.

B B’ o s N G 'a \ 'a
On note P = P la matrice de passage de B a B’ et, pour tout x € E, X = Matg(z) et X" = Mat g ()
les matrices respectives des coordonnées de x dans B et B’.

Alors :
X = PX".
Idg
B8 —>FE, 5
—1
X P X’
Preuve : On a PX’ = Maty (Idg) x Maty (z) = Matg 5(Idg(z)) = Matg(z) = X. |

Remarque : la matrice de passage de B a B’ donne les anciennes coordonnées (dans B) en fonction des
nouvelles (dans B’)! Si I'on veut les nouvelles en fonction des anciennes, il faut inverser la matrice de
passage : X' = P71X.
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Dans le cas d’'une famille F de vecteurs de E, on vérifiera que I'on a encore :

Théoréeme 8 :
Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux bases de E, € et €’ deux
bases de F et u € Z (E; F).

Notons P =P2, Q=P§, A = Maty o(u) et A’ = Maty e (u).

Alors :
A’ =Q1AP.

Vocabulaire : On dit alors que les matrices A et A’ sont équivalentes.
On pourra vérifier que la relation d’équivalence est une relation d’équivalence sur I’ensemble des matrices
de A, ,(K).
U
E,B——> F,.C

ldg | P Q' Q|ldp

u
E,B — > F ¢
A/

Preuve : |l suffit de suivre le diagramme fonctionnel ci-dessus :

Q7'AP = P%, x Matg o(u) x PZ = Mate o (Idp) x Maty ¢(u) x Mat g 5(Idg)
= Mat3/7€/ (IdF ouo IdE> = Matg/ﬁ/ ('LL)
= A

Exemple 13 (Cas d’une forme linéaire) : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux
bases de E, € = (1y) une (LA) base de K et u € .Z (E;K).

Notons P = PZ', A = Maty o(u) et A’ = Mat g o(u).

Alors, Q =P =1, = (1) puis
A" = AP € A, ,(K).

Corollaire 8.1 (Cas d’'un endomorphisme) :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux bases de E et u € Z(E).

Notons P = PZ', A = Matyg(u) et A’ = Matg (u).
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Alors :
A’ =P 1AP.

Posons Y = A’X’ et Y = AX. On a alors Y = A’X’ = (P7!AP)(P1X) = P }(AX) = P"'Y et on

I

n

retrouve Y = PY’. La est cohérente.

Vocabulaire : On dit alors que les matrices A et A’ sont semblables.

On pourra vérifier que la relation de similitude est également une relation d’équivalence sur ’ensemble

des matrices carrées ., (K).

Exercice 10 : On se place dans le R-ev R3.
On note B = (e ;€4 ;e3) la base canonique de R3 et B’ = (g, ;65 ;€5) la famille de R? définie par :
g1 =1(-1;2;0), e =(1;—-1;0) et e = (—2;3;1).

1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Soit P la matrice de passage de B a B’. Déterminer P et P~ 1.

3. Soit f € g(ﬂ??)) définie par f : R3 —3 [R3
(z;y52) = (—3z—2y—4z;4z + 3y + 52;22)

Déterminer la matrice de f dans la base B’.

1 0 0
Correction : Matgz (f)=]10 —1 0
0 0 2

Nous venons en fait d'effectuer sans le dire notre premiere diagonalisation de matrices, mais vous attendrez
I’an prochain pour en apprendre (beaucoup) plus sur ce sujet.

Remarque : Un vecteur non nul u vérifiant f(u) = Au pour un certain réel \ est appelé vecteur propre de
I'application f, et le réel A est la valeur propre associée a u. Chercher une base dans laquelle la matrice de
f devient diagonale revient exactement a chercher une base constituée de vecteurs propres de f. L'année
prochaine donc ...
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IV/ Noyau, image et rang d’une matrice

IV.1 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Rappel 1 : Soit (a; ;)ic[1:n] € 4, ,(K).
jeltpl

On appelle application linéaire canoniquement associée a A V'application u, € Z(KP,K™) définie par :

Ty

up: Kl (K) — K'>~ o, (K)  on X=

D,
X — AX p

Quel est I'intérét de cette application ?

Notons & = (E;);<;<, une base de .#, | (K), B une base de ., ;(K) et C; la j*™¢ colonne de A € ., ,(K)
écrite entre les bases & et B.

Par définition,
Mate 5(up) = (UA(El)"‘UA(Ep)> = (AEl ---AEp>

= (Cl--.cp>3 — A

B B

Moralité : V A € ., ,(K), la matrice dans les bases canoniques de ., ; (K) et .Z,, ;(K) de u, coincide
avec A.

Exercice 11 : Soit A = noo = .
-1 2 3

Déterminer uy .

IV.2 Noyau, image et rang d’une matrice

Définition 5 : Soient A € ., ,(K) et u, I'application canoniquement associée a A.

— On appelle noyau de A, et on note ker (A), le noyau de u, :
ker (A) = ker (u,) .

— On appelle image de A, et on note Im (A), I'image de uy, :
Im(A) =Im (uy) .

— On appelle rang de A, et on note rg(A), le rang de u, :

rg (A) = rg (ua).
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Remarques :

— Notons A = (a; ;)1<icpn €t X = (215...52,).
1<y<p

p
E al’i l'i == O
i=1

= =
p
=1

X eker(A) < AX = (0)

n,l

Qi Ty

.

Les lignes d’une matrice donnent un systéme d’équations de son noyau.

Exemple 14 (Noyau d’'une matrice) : Le noyau d’une matrice se lit souvent bien sur ses coefficients.

1 2 3 —6
Notons par exemple A la matrice [0 1 1 —2 | et C;,C,,Cy,C, ses colonnes.
11 2 —4

Assurez-vous que vous comprenez parfaitement les observations suivantes :

— Dr’abord, C4 = C; + C,, donc C; + Cy —C3 =0, et on a :

1
1 0
A ) =|0|ze € ker (A).
0

0 0

1
— De méme, C; + C, + C3 + C, = 0, donc 1 € ker (A).

1

Exemple 15 : La dérivation polynomiale D : P — P’ sur K[X] a pour noyau ker (D) = K,[X].

Exemple 16 : Soit f: R3 — R?
('f?yaz) — (2x+y—z,x—y)

Alors,

ker (f) = ker <i 11 _01> = vect
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En effet, il est déja clair que C; + C, — 3C5 = 0. En résolvant le systéme f(z) = 0, on a aussi :

2z4+y—2 =0 v
(z,y,2) € ker (f) <= = y=ux
£y =0 z =3z

Enfin, ker (f) = vect ((1;1;3)) = {($,$,31‘) /x € [R}.

— Notons (ey, ..., ¢,) la base canonique de K? et A = <C1 Cp> € M, ,K).

Par définition du rang d’une matrice, on a :

Im (A) =Im (uy) = vect (up(eq), ... ,up(e,)) = vect (Cq,...,C,,) .
Les colonnes d’une matrice engendrent son image.

En particulier,

rg (A) =1g (up) =rg(up(ey),...,up(e,)) =rg(Aeq,...,Ae,) =1g(Cq, ..., C,,).

Pour ces raisons, I'image d’une matrice peut étre calculée rapidement par des opérations élémentaires

sur les COLONNES.

Exemple 17 (Image d’une matrice) :

1 2 4 0 00 1 0 1
Im |1 -1 0 = Im 34 1l=Im|1 1 = Im|o0
Cy+2C—Cy C1+C,-Cy
2 1 Cz+4C,—Cy 3 4 1 2 1

Corollaire 8.2 :
Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs colonnes.

Exemple 18 : L’application f : R3 — R3 est canoniquement associée a la

(f)’J,y,Z) i <5U+ya—93+y72)

1 10
matrice | —1 1 0 | dont les vecteurs colonnes sont clairement libres.
0 01

On en déduit que f est de rang 3 donc surjective, donc bijective. En somme, un automorphisme de
R3.
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— Le rang d’une matrice a déja été défini : c’est le nombre de pivots d’'une matrice échelonnée réduite
équivalente par lignes a A. On verra que ces deux définitions sont cohérentes.

Théoréme 9 :
Soit A € A, (K).

n,p

e rg(A) < min(p;n). o dimker (A) +rg(A) =p.
(Théoréeme du rang)

Preuve : |l suffit d’appliquer le théoréme du rang a u,, I'application linéaire canoniquement associée a A.

Remarque : Le rang d’une matrice vaut donc p — dim ker (A).
Or, ker (A) est obtenu en résolvant le systeme AX = 0.

Si 'on note r le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite équivalente par lignes a A, on a vu
qu’on avait r inconnues principales, donc p — r degrés de liberté.

Ainsi dimker (A) = p — r et donc p — dim ker (A) = r. La cohérence des deux définitions est assurée.

1 2 -1
Exercice 12 : Soit A= |3 —1 0
4 1 -1
Déterminer :
1. ker (A). 2. Im(A) et rg(A).
Correction :
1. Soit (z;y;2) € R3.
73 z+2y—z =0
(x;y;2) Eker(A) <= Ay | =0 <= <3z—y =0
Z dr+y—z =0
49 — g
z4+2y—z =0 Tx—z =0
= = <= Jy=3z
3r—y =0 3r—y =0
B = T
<= (z;y;2) € vect ((1;3;7)).
Donc ker (A) = vect ((1;3;7)).
2. Comme dim (ker (A)) = 1, d'aprés le théoréme du rang rg (A) = 2.
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1 2
Les deux premiers vecteurs colonnes | 3 | et | —1 | ne sont pas colinéaires donc libres dans un
4 1
espace de dimension 2. lls en forment une base et on a :
1 2
Im (A) = vect 315 -1
4 1

IV.3 Caractérisation des matrices inversibles

Théoréme 10 :

Ae¥9l (K) < ker(A)={0} <= Im(A)=K" < rg(A)=n

Preuve :

Ae¥l,(K) <= upy € 9I(K") < ker(up) ={0} <= Im(uy) =K" <= rg(u,)=n.

IV.4 Invariance du rang

Proposition 11 :
Soit A e A, . (K).

“n,p

1. SiPe¥l (K), alors rg (AP) =rg (A).

P

2. 51 Q e ¥9l,(K), alors rg (QA) =rg (A).

Preuve : Il suffit de raisonner sur les applications canoniquement associées a A, P, et QQ et d'utiliser les
résultats correspondants portant sur les applications linéaires.

Notons u, v et w les applications linéaires canoniquement respectivement associées a A, P et Q.
Notons B, et B,, les bases canoniques de K” et K".

Alors AP = Maty 5 (u)Maty (v) =Maty 5 (uowv).

Ainsi, u o v est canoniquement associée a AP.

De méme, w o u est canoniquement associée a QA.

Comme P et Q sont inversibles, v et w sont des isomorphismes.
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Or, on a déja vu dans un chapitre précédent que, dans ce cas, rg (uov) =rg(u) = rg (uo w).

Donc, rg (AP) =rg(A) =rg(QA).

Les manipulations élémentaires sur les lignes ou les colonnes représentant le produit & gauche ou a droite
par des matrices inversibles, on en déduit un résultat jadis admis :

Corollaire 11.1 :

Toute opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’une matrice en préserve le rang.

VA,Be.,,K), A~,B ou A~-B = rg(A)=rg(B).

Autrement dit, le rang d’une matrice est invariant lorsqu’on effectue des opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes. Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes ont donc le méme rang.

En pratique, on se contente souvent de mélanger opérations sur les lignes et les colonnes jusqu’a obtenir
une matrice dont le rang est évident.

Théoréeme 12 (Rang de la transposée) :
Soit A € A, ,(K). On a :
rg (AT) =rg (A).

Preuve : Par I'algorithme du pivot de Gauss, on sait que A est équivalente par lignes a une unique matrice
échelonnée réduite par lignes J,. de la forme :

IT‘ 07’,}777’
=1, . .
p—r,r p—r,p—r

On a donc A =PJ,, ou P est un produit de matrices de transformations élémentaires, donc inversible.
Donc AT = (PJ,)* = JIPT = J PT.

La matrice PT restant inversible, on obtient donc le résultat voulu : rg (AT) =g (J,) = rg(A).

On obtient alors I’homologue du corollaire (8.2) :

Corollaire 12.1 :
Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs lignes.
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Exemple 19 : Revenons sur la matrice de Vandermonde de 1" exemple (10) :

n
1 aO e aO
1 a; - af
1 1
M(ay, ..., a,) =
n
1 an e an

On a montré a I’ exemple (10) qu’elle était inversible si les a; étaient deux & deux distincts. Montrons
la réciproque.

En effet, s'il existe deux indices distincts i et j de [0;n] tels que a; = a; alors les lignes L, et L, sont
identiques et rg (A) < n <n+ 1.

En particulier M(ay, ..., a,,) n’est pas inversible.

Par la contraposée on a donc montré que si M(ay, ..., a,,) est inversible alors ag, a;, .., a,, sont deux
a deux distincts. C’est donc une équivalence.

Remarque : Nous verrons au prochain chapitre d’algebre linéaire comment retrouver ce résultat
d’une autre maniere.

1 2 -1
Exercice 13 : Onpose A=12 —1 8
1 1 1
3
A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes de A, montrer que ker (A) = vect —2 et
-1
1 2
Im (A) = vect 21, -1
1 1

Correction :

Noyau : Pour varier les plaisirs, calculons ker (A) matriciellement par des opérations élémentaires sur les
LIGNES de A. Plutét que des opérations sur les lignes d'un systéme linéaire homogene, pourquoi ne
pas faire les mémes opérations directement sur A ?

C'est facile :

Ly+2L;,— 01 —2

1 2 -1 1 2 -1 1 9 1
ker(A)=ker [2 —1 8 | =ker [0 5 —10 = ker ( B >
11 1 D 1 =0 Lol

10 3
= ker ={(z,y,2) ER® |2 +32=0ety—22=0

={(—32,22,2) | z € R} = vect ((—3,2,1)).
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Image : Im (A) = vect ((1,2,1),(2,—1,1),(—1,8,1)) et dimIm (A) = 3 — dimker (A) = 2 d'apres le
théoréme du rang.

La famille ((1,2,1),(2,—1,1)) étant libre, elle constitue ainsi une base de Im (A).
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d’une composée, 11
de passage, 15
de Vandermonde, 14, 26
semblable, 19
équivalente, 18, 25

Noyau
d’une matrice, 20, 21

Opération
élémentaire, 25

Polynéme
de Lagrange, 14
Projecteur, 7, 12

Rang

d’une matrice, 20

de la transposée, 25
Relation

d’équivalence, 18, 19

Symétrie, 7, 12

Théoréme

du rang, 23
Valeur

propre, 19
Vecteur

propre, 19
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