Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 30




© Représentations matricielles
© Matrice(S) d’une application linéaire
© Changement de bases

O Noyau, image et rang d’une matrice




La Matrice est universelle. Elle est omniprésente.

Elle est avec nous ici, en ce moment méme. Tu la vois chaque fois que tu
regardes par la fenétre, ou lorsque tu allumes la télévision.

Morpheus

1 est temps pour cet avant-dernier chapitre d’algebre linéaire de ’année de

j@ﬁ faire le lien entre les espaces vectoriels et le calcul matriciel, qui constitue
~

un puissant outil d’étude, notamment pour les applications linéaires.

tel point d’ailleurs qu’une grande partie de votre programme d’algebre
de deuxieme année sera consacrée a la diagonalisation de matrices et
a ses applications. Pour cette année, nous nous contenterons de constater
qu’une application linéaire entre espaces de dimension finie peut étre
représentée par une matrice, et que le calcul matriciel (puissances de matrices
notamment) s’interpréte simplement dans ce cadre.

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 30 3/72



ne application linéaire de R” dans R? étant caractérisée par les images
des vecteurs de la base canonique de R™, ou encore par les coordonnées
de ces images dans la base canonique de RP, on peut tout savoir d’une
application linéaire en connaissant simplement n fois p coordonnées.

’est ce qui va permettre de créer un lien entre applications linéaires
== et matrices, et de justifier I'introduction du calcul matriciel effectuée
dans un précédent chapitre, toutes les opérations sur les matrices

s'interprétant naturellement en termes d’applications linéaires. Tout sera
dit au théoreme (2).
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ne application linéaire de R” dans R? étant caractérisée par les images
des vecteurs de la base canonique de R™, ou encore par les coordonnées
de ces images dans la base canonique de RP, on peut tout savoir d’une
application linéaire en connaissant simplement n fois p coordonnées.

’est ce qui va permettre de créer un lien entre applications linéaires
== et matrices, et de justifier I'introduction du calcul matriciel effectuée
dans un précédent chapitre, toutes les opérations sur les matrices

s'interprétant naturellement en termes d’applications linéaires. Tout sera
dit au théoreme (2).

Dans tout le chapitre K désignera R ou C et E un K-espace vectoriel de
dimension finie.
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° Représentations matricielles

@ Matrice d’un vecteur

@ Matrice d’une famille de vecteurs

@ Matrice d’une application linéaire

@ [somorphisme structurel
o Matrice(S) d’une application linéaire
0 Changement de bases

o Noyau, image et rang d’une matrice




Soient E et un K-ev B = (e, €, ..., €,,) une base de E.

Soit © = x,e; + ... + x,¢,, € E, un vecteur de E.

On appelle matrice de = dans la base B, notée Matz(z), la matrice colonne de
M, 1(K) constituée des coordonnées de z dans la base B :




Soient E et un K-ev B = (e, €, ..., €,,) une base de E.

Soit © = x,e; + ... + x,¢,, € E, un vecteur de E.
On appelle matrice de = dans la base B, notée Matz(z), la matrice colonne de
M, 1(K) constituée des coordonnées de z dans la base B :

2

L2
Matg(z) =

Les matrices dépendent de la base B choisie.




Ly

L2
En pratique, on identifiera souvent une matrice colonne [ = | € M, ;(K) au

n-uplet (z,...,x,) de ses éléments dans K.




Ly

L2
En pratique, on identifiera souvent une matrice colonne | = | € M, ;(K) au

n-uplet (z,...,x,) de ses éléments dans K.

Exemple | :

Dans 'espace des vecteurs 53 muni d’une base B = (;,f, %), si on considere
=31+ 2]_"—%, alors

3
Matg(d) = | 2
-1
D’une maniére générale, dans R? muni de sa base canonique B = (eq, e, €3), pour tout
4z
vecteur u (z;y;2) € R®, on a Matg(u) = | ¥

z




Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E.

Alors, I'application :
Oy: B — M, (K)~K"
z +— Matg(x)

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.




Dans R;[X] muni de sa base canonique (1,X, ..., X%), déterminer

MatB((X + 1)5).




Dans R;[X] muni de sa base canonique (1,X, ..., X%), déterminer
Mat,, ((X + 1)5) .

Méme question dans la base de Taylor centrée en —1 :
(LX+1,(X+1)% ..., (X+1)%.




Soient E et un K-ev B = (e, €,, ..., €, ) une base de E.

Soit I = (uy, ... ,u,) € E? une famille de vecteurs de E.

On appelle matrice de la famille (uy, ..., up) dans la base B, notée
Mat.(F) = Matg(uy, ..., u,), la matrice de M, ,(K) dont la j°™¢ colonne est
Matg(u;) :

ar1 Q12 - A1,

Agq Qo =+ Qg

Matg (g, ug, ..o s u,) =




Soient E et un K-ev B = (e, €,, ..., €, ) une base de E.

Soit I = (uy, ... ,u,) € E? une famille de vecteurs de E.

On appelle matrice de la famille (uy, ..., up) dans la base B, notée
Mat.(F) = Matg(uy, ..., u,), la matrice de M, ,(K) dont la j°™¢ colonne est
Matg(u;) :

ar1 Q12 - A1,

Agq Qo =+ Qg

Matg (g, ug, ..o s u,) =

ap1 Gpa @

<= Vjellp], U; = Qg j€q + 0+ Gy e,




Exemples 2 :

m Dans le plan vectoriel £, muni d’une base B = i,j}, si on considére @ = 27 + j,

T=3i—jet w=4i alors : i v

2 M T 3 Al 4
Matg(d,5,@) = |~ 12 1
\ JJ




Exemples 2 :

m Dans le plan vectoriel £, muni d’une base B = i,j}, si on considére @ = 27 + j,
T=3i—jet w=4i alors : i v w

2 ~N T 3 AT e 4
- o 121
Mat z(t, v, w) = I I:
1 0—110/
C_n_ I )

m Dans 53 muni de sa base canonique B, si on considére 4 = (1;2;3) et ¥ =(2;0;1)
alors :
1

2
Matg(i,3) = | 2 0
31




Exemples 2 :

m Dans le plan vectoriel £, muni d’une base B = i,j}, si on considére @ = 27 + j,

T=3i—jet w=4i alors : i v

2 ~N T 3 AT e 4
- o 121
Mat z(t, v, w) = I I:
1 0—110/
C_n_ I )

m Dans 53 muni de sa base canonique B, si on considére 4 = (1;2;3) et ¥ =(2;0;1)
alors :
1

2
Matg(’l_l:, ’U) = 2 0
3 1
m Si B=(ep,...,e,) est une base de E alors B = Matg(B) =1,.




Ecrire la matrice des polynémes P;(X) = (X + a)’ pour tout 0 < i < n dans la

base canonique (1,X,...,X") de K, [X] puis dans celle de Taylor centrée en —a.




Soient deux K-espaces vectoriels :

m E de dimension p muni d’une base B = (e, €y, ..., ¢€,).

m F de dimension n muni d’une base B" = (fy, fo, .., [,,)-
Soit u € £ (E; F).

On appelle matrice de I'application linéaire u dans les bases B et B’, notée
Mat s 5 (u), la matrice de la famille (u(e,),u(ey), ..., u(e,)) dans la base B’

Mat g 5 (u) = Matg (u(eq), uley), ..., u(ep))

Mmyp Mo - My

5 D
Mgy Moo = Mo,
= S Mn’p(ﬂ().
mn,l mn,Z mn,p
B,B’

Viell,pl, wule;)=my ;fi+my;fo+-+my, ;f,




Commentaires :

m Comprenez bien que pour remplir la u(e;) u(ey)
matrice, on a calculé les images it Tl
u(ey), u(ey), -, u(e,) des éléments LGN [ e
de la base B de E et que 'on a | m,

décomposé chacune d’elle dans la ] :
base B’ de F (disposé en colonne T TR |
dans la matrice). My 1 1My, o :

u(e,)
i\ h




Commentaires :

m Comprenez bien que pour remplir la u(e;) u(ey) u(e,)
matrice, on a calculé les images tutt Tt it
u(ey), u(ey), -, u(e,) des éléments My M2y M fi
de la base B de E et que 'on a | m,

décomposé chacune d’elle dans la ] :
base B’ de F (disposé en colonne T TR |
dans la matrice). My 1 1My, o :

m dim (E) = nombre de colonnes de la matrice, dim (F) = nombre de lignes de
la matrice.




Commentaires :

m Comprenez bien que pour remplir la u(e;) u(ey) u(e,)
matrice, on a calculé les images tutt Tt it
u(ey), u(ey), -, u(e,) des éléments My M2y M fi
de la base B de E et que 'on a : M

décomposé chacune d’elle dans la ] :
base B’ de F (disposé en colonne T TR |
dans la matrice). M1 111, :

m dim (E) = nombre de colonnes de la matrice, dim (F) = nombre de lignes de
la matrice.

m Si u est un endomorphisme de E, on note Matz(u) au lieu de Matg 5(u).
C’est une matrice carrée.




I. Représentations matricielles

3. Matrice d’une application linéaire

Commentaires :
m Comprenez bien que pour remplir la u(ey) wu(ey) u(e,)
matrice, on a calculé les images vttt Tt St
7172 m m e m
u(ey), u(ey), .., u(e,) des éléments 1,1 :l 1,2 : | Mp | fi
b
de}z la base,B de E et (}ue l'on a : My I: Mas | : Moy | £y
décomposé chacune d’elle dans la | I | | |
base B’ de F (disposé en colonne I I I I [
dans la matrice). My 1 :l My : My )
t

m dim (E) = nombre de colonnes de la matrice, dim (F) = nombre de lignes de
la matrice.

m Si u est un endomorphisme de E, on note Mat z(u) au lieu de Mat g 5(u).
C’est une matrice carrée.

m Si u est une forme linéaire (F = K), on a n = 1. La matrice de u est une f
matrice ligne, élément de M ,(K). \
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Exemple 3 :

Ecrire « Soit f ’endomorphisme de Ry[X] de matrice

canonique » signifie alors que :

Ff(1)=3X+1, f(X)=4X2+X et

oS W o=
=~ = O

2
4 | dans la base
5

f(X2) =5X2+4X +2.




Exemple 3 :

1 0 2
Ecrire « Soit f I’endomorphisme de Ry[X] de matrice | 3 1 4 | dans la base
4 5

0
canonique » signifie alors que :

fD)=3X+1, f(X)=4X2+X et  f(X2)=5X2+4X+2.

Dans la base canonique de Ry[X], les coordonnées de aX? + bX + ¢
sont (¢;b;a)!




Pour A = i _01 ; ) et fu : R® — R2, donner sans calcul,
fA(17 07 0)7 fA(O7 17 0) et fA(07 07 1) et calculer fA(L 27 3) et fA(_]-a 37 2) en

utilisant les colonnes de A.




Pour tout K-ev E de dimension finie n et pour toute base B de E, Matg(Idg) =I,.

Exemple 4 : J




Exemple 4 :

Pour tout K-ev E de dimension finie n et pour toute base B de E, Matg(Idg) =I,.

Exemple S (Forme linéaire) :
Soient ¢ € £ (E;K) une forme linéaire et B = (eq, ..., €, ) une base de E.
On prend (1) pour base de K.

En notant, ¥V j € [1;n], a; = ¢(e;), on a :

Matg(p) = (al an) € My (K).




Exemple & :

@ Soit u: R?

(-T,y)g

canoniques de R? et R3.

On a :

—

—

|R3
(x+y,2x —y,3y) 5

o {B = (e1,€3)
B = (f17f27f3)

1
=12 =1f+2f,+0fs
1 1
3/
— MatB’B/(u) =12 -]
1 o 3y
= || =l =1f1 —1fy+3f5 )
3
B/

sont les bases




Exemple b :

— RS

B —
@ Soit u: R2 ol { (ex,€2)

sont les bases

B = (f17f27f3)

(z,9)s +— (2+9,22—y,3y)n

canoniques de R? et R3.

1 -1
eSoit€=(ei=(2> =€1+262;eé=<1> =—61+e2).
B

B
Alors :
. 3
om(()-
6 .
= Mate g (u) =
—1 0
o u(ey) =u (( , )) =|-3
3
3/

3 0
0 -3
6 3




Exemple & :
@ Soit " = (fi = fi + fas fa=fo—f5;f5 = f3)
Alors :
1
e u(e)) =1f1 +2f, +0f3 =12
B/
:f1+f2+f2_f3+f3
1
! @ = Matg e (u) = [1 2) .
1 1 1 e
euler) =1f1 —1f+3f3 =[-1
D
B/
1
—fi-2pr sy = |2




Exemple & :

@ Enfin,
3
e u(e}) =3f1 +6f3 =10
6
B/
3
—3f—3f5+3f4 =|-3
3 3) 0
C’/
= Matee/(u) = | -3 =3
0 30 )
u(ey) = —=3f, +3f3 =|-3 &
3
B/
0
= -3f; =1 -3
0
@/




Exemple L :

La matrice d’une application linéaire dépend des bases choisies au
départ ET a Darrivée!




On définit Iapplication u : R® — R2, (2,9,2) — (z +y + 2,2 — y).

On note B = (e;, e, €5) la base canonique de R? et € = (f,, f,) la base
canonique de R2.

@ Déterminer Mate 5(u).

a1 oy ey 50 Y



On définit Iapplication u : R® — R2, (2,9,2) — (z +y + 2,2 — y).

On note B = (e;, e, €5) la base canonique de R? et € = (f,, f,) la base
canonique de R2.

@ Déterminer Mate 5(u).

© On considére e} = (1,0,0), e5 = (1,1,0) et ef = (1,1,1).
Justifier que B’ = (e}, €5, €4) est également une base de R?, et déterminer
MataB/ (’LL) °

a1 oy ey 50 Y



I. Représentations matricielles

3. Matrice d’une application linéaire

On définit Iapplication u : R® — R2, (2,9,2) — (z +y + 2,2 — y).

On note B = (e;, e, €5) la base canonique de R? et € = (f,, f,) la base
canonique de R2.

@ Déterminer Mate 5(u).

@ On consideére e] = (1,0,0), e5 = (1,1,0) et ef = (1,1,1).
Justifier que B’ = (e}, €5, €4) est également une base de R?, et déterminer
Mat€73/ (’LL) o

@ On pose &' = (f], f4) avec f = (1,1) et f5 = (1,~1).
En admettant que €’ est une base de R?, déterminer Mate: 5(u).
Expliquer pourquoi les calculs sont plus compliqués quand on choisit une
autre base que la base canonique de R?.
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Exemple T (Projecteur et sywé-trie) :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E, B = (eq, ...

Bg = (€741, €,) des bases respectives de F et G.

Notons B = (Bp; Bg) une base de E adaptée a E=F @ G.
e Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors :

I

T OT,n—T

Matg(p) =

n—r,r On—r,n—r




Exemple T (Projecteur et sywé-trie) :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E, B = (eq, ...

Bg = (€741, €,) des bases respectives de F et G.

Notons B = (Bp; Bg) une base de E adaptée a E=F @ G.
e Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors :

I

T OT,n—T

Matg(p) =

n—r,r Onfr,nfr
e Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G. Alors :

I

T Or,nfr

Matg(s) =

n—r,r 7In77‘




Exemple T (Projecteur et sywé-trie) :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E, B = (eq, ...
Bg = (€741, €,) des bases respectives de F et G.

Notons B = (Bp; Bg) une base de E adaptée a E=F @ G.
e Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors :

I

T OT,n—T

Matg(p) =

n—r,r Onfr,nfr
e Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G. Alors :

I

T Or,nfr

Matg(s) =

n—r,r 7In77‘

Remarque : Dans la base B” = (B ; By) ces endomorphismes ont pour matrices :

n—r,r —I

Matg (p) = et Matg (s) =

n—r Onfr,r




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;

m I un K-ev de dimension n muni d’une base B’.




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;

m F un K-ev de dimension n muni d’une base 3.
Alors Papplication ¢4 5 : L(E,F) — M, (K) est un isomorphisme.

u F—  Matg 5 (u)




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B

m F un K-ev de dimension n muni d’une base 3.
Alors Papplication ¢4 5 : L(E,F) — M, (K) est un isomorphisme.

u F—  Matg 5 (u)

En particulier, la linéarité de ®5 5 s’écrit notamment sous la forme :

VAeK Vu,ve £(E;F), Maty 5 (Au+v) = AMatyg 5 (u) + Maty 5 (v).




Ce théoreme signifie que :

Unicité de la matrice associée :

VfeL(E;F), 3A e M, ,(K) tel que A = Maty 5 (f).

o Syt E

26 /72



Ce théoreme signifie que :

Unicité de la matrice associée :
VfeL(E;F), 3A e M, ,(K) tel que A = Maty 5 (f).
Unicité de ’application linéaire associée :

VAeM,,(K), 3f € L(E;F) tel que A = Maty 5 (f).

TSl (2 oy Syt E




Ce théoreme signifie que :

Unicité de la matrice associée :

VfeL(E;F), 3A e M, ,(K) tel que A = Maty 5 (f).
Unicité de ’application linéaire associée :

VAeM,,(K), 3f € L(E;F) tel que A = Maty 5 (f).

On pourra ainsi (souvent) raisonner indifféremment sur les matrices ou sur les
applications linéaires.

TSl (2 oy Syt E

26/72



Ce théoreme signifie que :

Unicité de la matrice associée :

VfeL(E;F), 3A e M, ,(K) tel que A = Maty 5 (f).
Unicité de ’application linéaire associée :

VAeM,,(K), 3f € L(E;F) tel que A = Maty 5 (f).

On pourra ainsi (souvent) raisonner indifféremment sur les matrices ou sur les
applications linéaires.

TS Cette 1somorg)hlsn.1§ est non canonique i.e. il dépend des
bases B et B’ choisies.

TSl (2 oy Sy E

26 /72



L’isomorphisme de ® 5 » nous permet de redémontrer un résultat connu :
)

Si E et F sont deux K-ev de dimension finie alors £ (E;F) aussi et on a :

dim (£ (E;F)) = dim (E) x dim (F).




o Représentations matricielles

© Matrice(S) d’une application linéaire
@ Image d’un vecteur par une application linéaire
@ Matrice d’'une composée d’applications linéaires

@ Matrice de la réciproque d’un isomorphisme
o Changement de bases

o Noyau, image et rang d’une matrice




1 3
Soit u € £(E,F) tel que Maty 5 (u) = | 1 1| olt B=(eg,ey) et
=1 2

B" = (f1, [, f3) sont respectivement des bases de E et F.

Soit © = 10e; — 7e,. Déterminer u(x).

TSl (= oy ey 50 D



Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie respectivement
rapportés aux bases B et B’ et u € £ (E;F).

Alors :

Mat g/ (u(x))
Y = A x X

Matg 5 (u) x Matg(z)

Ou Y = Maty (u(:c)), A =Matyg 5 (u) et X = Maty(z).




Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie respectivement
rapportés aux bases B et B’ et u € £ (E;F).

Alors :

Mat . (u(a:)) Matg g (u) x  Maty(z)

Y = A x X

Ou Y = Maty (u(w)), A =Matyg 5 (u) et X = Maty(z).

La relation Y = AX est une généralisation de la fonction linéaire y = ax en

dimension 1. @




Exemple 8 :

Reprenons ’application v : R2 — R de 1" exemple (6) ou
(@95 —  (C+y,25—y,3y)p
1

1
Matg 5/(u) = | 2 —1 | dans les bases canoniques respectives de R? et R3.
0 3

On peut calculer 'image de (5;—2) de deux maniéres maintenant :

Q u((5;-2))=(3;12;—6).




Exemple 8 :

Reprenons ’application v : R2 — R de 1" exemple (6) ou
(@95 —  (C+y,25—y,3y)p
1

1
Matg 5/(u) = | 2 —1 | dans les bases canoniques respectives de R? et R3.
0 3

On peut calculer 'image de (5;—2) de deux maniéres maintenant :

Q u((5;-2))=(3;12;—6).

11 . 3
Q u((5;-2))=1]2 -1 ><< 2>= 12
0 3 N -6




Si A € M, ,(K) est une matrice alors sa j*™° colonne C; s’obtient par le produit

matriciel C; = A -E; ot E; la 7°™¢ matrice de la base canonique de M ».1(K).

TSl (& oy Sirevesiin 50 S



Si A € M, ,(K) est une matrice alors sa j*™° colonne C; s’obtient par le produit

matriciel C; = A -E; ot E; la 7°™¢ matrice de la base canonique de M ».1(K).

Exemple 9 :

0
2 1 3 = 1
4 5 6 =5

SR

0 —
A —— C2

BEo

TSl (= oy Sirevesiin 5 S



On munit respectivement R?, R* et R? des bases B = (e, ey, €3),

C= (f17f25f37f4)7 et D= (glvg2)'

On considere :

e u€ £(R*;RY) telle que Maty p(u) = A =

1 2 3 4
e ve £ (R*;R?) telle que Matp 5(v) =B = ( >

Déterminer Mat g (v o u).

TSl (= oy Syt E




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;
m F un K-ev de dimension ¢ muni d’'une base C;

m G un K-ev de dimension n muni d’une base 2D.

On considére deux applications linéaires u € L(E,F) et v € L(F,G).




Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base B ;
m F un K-ev de dimension ¢ muni d’'une base C;

m G un K-ev de dimension n muni d’une base 2D.

On considére deux applications linéaires u € L(E,F) et v € L(F,G).

Alors :
Mat g 5 (v o u) = Mate 5 (v) X Maty o(u).




Soient u € £(E), B une base de E de dimension finie n et A = Matz(u).
Alors,

B u est un projecteur si, et seulement si A2 = A.




Soient u € £(E), B une base de E de dimension finie n et A = Matz(u).
Alors,

B u est un projecteur si, et seulement si A2 = A.

B v est une symétrie si, et seulement si A2 =1,,.




Soient u € £(E), B une base de E de dimension finie n et A = Matz(u

Alors,

B u est un projecteur si, et seulement si A2 = A.

B v est une symétrie si, et seulement si A2 =1,,.

Soit f € £(R?) défini par f(z;y) = (3z + 6y; —x — 2y).

Ecrire la matrice M de f dans la base canonique de R?, et en déduire que f est
un projecteur.

TSl (= oy Sirevesiin 5 Y



Soient

m E un K-ev de dimension n muni d’une base 3.

m I un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

On considere u € £ (E;F).




Soient

m E un K-ev de dimension n muni d’une base 3.

m I un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

On considere u € £ (E;F).

u est un isomorphisme < Maty 5 (u) est inversible.




Soient

m E un K-ev de dimension n muni d’une base 3.

m I un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

On considere u € £ (E;F).
u est un isomorphisme < Maty 5 (u) est inversible.

Et dans ce cas,
=il
Matz;/yﬂ(u_l) = (MatB’B/ (u)) o




Soit f lapplication linéaire définie par :

i 8 R3 — Ry[X]
(a;bje) +— a+b+bX+ (b+c)X2

Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.
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Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et
(uq,...,u,) € E™ une famille d’éléments de E. Alors :

Matg(uy, ..., u,) est inversible <= (uy,...,u, ) est une base de E.




Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et
(uq,...,u,) € E™ une famille d’éléments de E. Alors :

Matg(uy, ..., u,) est inversible <= (uy,...,u, ) est une base de E.

Autrement dit, une matrice carrée est inversible si, et seulement si les vecteurs
formés par ses colonnes forment une base de E.




Exemple IO (Matrice de Vandermonde) :

Soient ag, ay, .., a, € K des scalaires deux & deux distincts, (L, .
de Lagrange associés.

..,L,,) les polynomes
On rappelle que, dans les cas ot les a; sont distincts, (L, ..., L, ) forme une base de

K, [X] et que tout polynoéme P € K, [X] se décompose donc de maniére unique dans cette
base sous la forme :

P =P(ag)Ly + P(ag)Ly + ... + P(a, )Ly,




Exemple IO (Matrice de Vandermonde) :

Soient ag, ay, .., a, € K des scalaires deux & deux distincts, (L, ..., L,,) les polynomes
de Lagrange associés.

On rappelle que, dans les cas ot les a; sont distincts, (L, ..., L, ) forme une base de
K, [X] et que tout polynoéme P € K, [X] se décompose donc de maniére unique dans cette
base sous la forme :

P =P(ag)Ly + P(ag)Ly + ... + P(a, )Ly,

La matrice de la base canonique de K, [X] dans la base (L, ...,L,,) des polynémes de
Lagrange est donc :

1 ay - ag

1 a - af




Exemple IO (Matrice de Vandermonde) :

Soient ag, ay, .., a, € K des scalaires deux & deux distincts, (L, ..., L,,) les polynomes
de Lagrange associés.

On rappelle que, dans les cas ot les a; sont distincts, (L, ..., L, ) forme une base de
K, [X] et que tout polynoéme P € K, [X] se décompose donc de maniére unique dans cette
base sous la forme :

P =P(ag)Ly + P(ag)Ly + ... + P(a, )Ly,

La matrice de la base canonique de K, [X] dans la base (L, ...,L,,) des polynémes de
Lagrange est donc :
1 ay - ag
1 a - af
M(ag, ..., a,) =
1 a, an
On en déduit que si ag, aq, .., a, sont deux a deux distincts alors la matrice

M(ay, ..., a,,) est inversible.




0 Représentations matricielles

© Matrice(S) d’une application linéaire

o Changement de bases
@ Matrice de passage

@ Formules de changement de bases

Q Noyau, image et rang d’une matrice




Soit E un K-ev de dimension finie n.

On considere deux bases B et B’ de E.

On appelle matrice de passage de B a B’, notée Pg/ ou Pg 5, la matrice de la
famille B’ dans la base B :
PZ’ = Mat4(B').




Exemple |l :

@ Dans le plan 7 muni de la base B = (;,f), on considére 4 = 3{+fet T=—i+ 2;.

— ’ 3 -1
La famille B’ = (i, %) forme une base de P et P35 = ( ) .
1 2




Exemple |l :

@ Dans le plan 7 muni de la base B = (Z,j), on considére 4 = 3{+fet T=—i+ 2f.

e / 3 _1
La famille B’ = (i, %) forme une base de P et P35 = ( ) .
1 2

@ Dans le plan vectoriel &,, la matrice de passage de la base canonique (e; ;e5) & la
base (u(6);v(0)) ot u(f) = cos(f)e; + sin(f)ey et v(0) = —sin(f)e; + cos()e, est :

cos(f) —sin(h)
P =
sin(f)  cos(f)

cos(0) —sin(6)
sin(0) cos(6)
By = (u(0);v(0)) est une matrice de rotation.

Figure 1 — La matrice de passage P = ( ) de la base B = (e, ;e,) & la base




On se place dans le R-ev R2.

e; =(1;0)

On note B = (e, ;€5) ou {62 — (1)

@ Montrer que B et € sont des bases de R2.
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On se place dans le R-ev R2.

e; =(1;0)
e = (1;1)

g =(=1;1)

On note B = (e; ;e,) ol { gy =(0;1)

et C = (g1;€9) ol {

@ Montrer que B et € sont des bases de R2.
© Déterminer P = PG, et Q = PZ.
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On se place dans le R-ev R2.

e; =(1;0)
e = (1;1)

g =(=1;1)

On note B = (e; ;e,) ol { gy =(0;1)

et C = (g1;€9) ol {
@ Montrer que B et € sont des bases de R2.

© Déterminer P = PG, et Q = PZ.

@ Vérifier que PQ = QP =1,.

TSl (7 oy Sirevesiin 50 Y



Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

Soit E un K-ev de dimension finie n. On considére B, B’ et B” des bases de E.
Alors :

@ PZ = Maty 5(Idg).




Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

Soit E un K-ev de dimension finie n. On considére B, B’ et B” des bases de E.
Alors :

@ PZ = Maty 5(Idg).
@ PZ=1,.

a Pordre des bases dans Matg 5(Idg)!

J
&




Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

Soit E un K-ev de dimension finie n. On considére B, B’ et B” des bases de E.
Alors :

@ PZ = Maty 5(Idg).
QPi=1,
o PZ =PZ'P7.

a Pordre des bases dans Matg 5(Idg)!

J
&




Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

Soit E un K-ev de dimension finie n. On considére B, B’ et B” des bases de E.
Alors :

@ PZ = Maty 5(Idg).
QPi=1,
o PZ =PZ'P7.

/ !
Qo Pg est inversible et (Pg ) = Pg/.

ATTENTION

a l'ordre des bases dans Matg 5(Idp)!

J
&




Exemple 2 :
En reprenant les exemples précédents :

-1
7\ —1 & —1 1 2 1

QP2 =(P7) = == .
»=("3) 1 2 7T\-1 3

D’oil,




Exemple 12 :

En reprenant les exemples précédents :

/\—1 3 -1 1
orz-e)"-(; ;) -1

=il
- cos(f) —sin(0) cos(f)  sin(6)
P2, = (PZ) " =
© s ( ’ ) (sin(@) cos(6) ) (
{ e; = cos(0)u(f) + sin()v(0)
D’ou,

ey =—sin(@)u(f) + cos(0)v(0)




Dans une soirée, une matrice propose d une matrice inversible

de danser avec elle :

Ah non, désolée je me reste pas, je suis de passage!

Soit E un K-ev de dimension finie n muni de deux bases B et B’.

On note P = Pg la matrice de passage de B a B’ et, pour tout z € E,
X = Matg(z) et X’ = Maty () les matrices respectives des coordonnées de x
dans B et B'.

Alors :
X = PX'.




E,B ——> E, B

Remaraue :la matrice de passage de B a B’ donne les anciennes coordonnées
(dans B) en fonction des nouvelles (dans B’)! Si I'on veut les nouvelles en
fonction des anciennes, il faut inverser la matrice de passage : X’ = P~1X.




E,B ——> E, B

Remaraue :la matrice de passage de B a B’ donne les anciennes coordonnées
(dans B) en fonction des nouvelles (dans B’)! Si I'on veut les nouvelles en
fonction des anciennes, il faut inverser la matrice de passage : X’ = P~1X.

Dans le cas d’une famille & de vecteurs de E, on vérifiera que ’on a encore :

Matg(?) =P MatB/ (.?-).




Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux bases
de E, € et ¢ deux bases de F et u € £ (E;F).

Notons P =P%, Q =PS', A = Maty o(u) et A" = Maty o (u).
Alors :

A’ = QAP.




Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux bases
de E, € et ¢ deux bases de F et u € £ (E;F).

Notons P =P%, Q =PS', A = Maty o(u) et A" = Maty o (u).

Alors :
A’ = QLAP.
U
E,3 — > F,C
A
ldg | P Q' Q| ldg

u
EB — > F,¢
AI 9




Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux bases
de E, € et ¢ deux bases de F et u € £ (E;F).

Notons P =P%, Q =PS', A = Maty o(u) et A" = Maty o (u).

Alors :
A’ = QLAP.
U
E,3 — > F,C
A
ldg | P Q' Q| ldg

u
EB — > F,¢
A/ @

Vocaerulaire :On dit alors que les matrices A et A’ sont équivalentes.




Exemple [3 (Cas dune forme linéaire) :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B” deux bases de E, € = (1) une
(LA) base de K et u € £ (E;K).

Notons P = Pg/, A = Matge(u) et A" = Maty o(u).

Alors, Q =P$ =1, = (1) puis A ——
- € 1,n o




Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux bases de E et
u € L(E).

Notons P = P% , A = Matg(u) et A’ = Mat (u).

Alors :
A’ =P 1AP.




Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux bases de E et
u € L(E).

Notons P = P% , A = Matg(u) et A’ = Mat (u).

Alors :
A’ =P 1AP.

Vocearulaire : On dit alors que les matrices A et A’ sont semblables.




On se place dans le R-ev R3.

On note B = (e; ;e ;e5) la base canonique de R® et B’ = (g ;4 ;¢5) la famille
de R? définie par :

e =(-1;2;0), g5 = (1;-1;0) et e5 = (—2;3;1).

@ Montrer que B’ est une base de R3.

S
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On se place dans le R-ev R3.

On note B = (e; ;e ;e5) la base canonique de R® et B’ = (g ;4 ;¢5) la famille
de R? définie par :

e =(-1;2;0), g5 = (1;-1;0) et e5 = (—2;3;1).

@ Montrer que B’ est une base de R3.
© Soit P la matrice de passage de B & B’. Déterminer P et P~1.

S
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On se place dans le R-ev R3.

On note B = (e; ;e ;e5) la base canonique de R® et B’ = (g ;4 ;¢5) la famille
de R? définie par :

e =(-1;2;0), g5 = (1;-1;0) et e5 = (—2;3;1).

@ Montrer que B’ est une base de R3.
© Soit P la matrice de passage de B & B’. Déterminer P et P~1.
@ Soit f € £(R®) définie par
78 R3 — R3
(z5y52) +— (=3z—2y—4z;4a 4 3y + 52;2z2)

Déterminer la matrice de f dans la base B’.

TSl (= oy Syt E
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o Représentations matricielles

o Matrice(S) d’une application linéaire

o Changement de bases

e Noyau, image et rang d’une matrice
@ Application linéaire canoniquement associée & une matrice
@ Noyau, image et rang d’une matrice
@ Caractérisation des matrices inversibles

@ Invariance du rang




Soit (aiyj)ieﬂl;n]] E M’n,p([K)‘
Jeltpl

On appelle application linéaire canoniquement associée a A 'application
uy € L(KP,K™) définie par :

up: KPR M, (K) — KPe~M, (K)  on X=
X —  AX ?




Quel est l'intérét de cette application ?




Quel est U'intérét de cette application ?

Notons & = (E;);<;c, une base de M, (K), B une base de M,, ;(K) et C; la jom°
colonne de A € M, ,(K) écrite entre les bases & et B.

Par définition,
Matg’B(uA) = (UA(El) ...uA(EP))ﬂ = (AEl ...AEP)

= (cl---cp)ﬂ —A.

B




Quel est U'intérét de cette application ?

Notons & = (E;);<;c, une base de M, (K), B une base de M,, ;(K) et C; la jom°
colonne de A € M, ,(K) écrite entre les bases & et B.

Par définition,
Matg’B(uA) = (UA(El) ...uA(EP))ﬂ = (AE1 ...AEP)

= (cl---cp)ﬂ —A.

B

Moralité : V A € M, ,(K), la matrice dans les bases canoniques de M, ; (K) et

M, 1(K) de u, coincide avec A. @




2 —2
Soit A = o .
-1 2 3

Déterminer w, .




Soient A € M, ,(K) et u, I'application canoniquement associée a A.

m On appelle noyau de A, et on note ker (A), le noyau de u, :

ker (A) = ker (u,) .




Soient A € M, ,(K) et u, I'application canoniquement associée a A.

m On appelle noyau de A, et on note ker (A), le noyau de u, :
ker (A) = ker (u,) .
m On appelle image de A, et on note Im (A), 'image de uy :

Im (A) =Im (uy).




Soient A € M, ,(K) et u, I'application canoniquement associée a A.

m On appelle noyau de A, et on note ker (A), le noyau de u, :
ker (A) = ker (u,) .

m On appelle image de A, et on note Im (A), 'image de uy :
Im (A) =Im (uy).

m On appelle rang de A, et on note rg (A), le rang de u, :

rg (A) = rg (uy).




Remaraques :

m Notons A = (a, ;)1<icn €t X = (21;..-;2,).
1<j<p

Xeker(A) <= AX=(0),; < =
p

Ap i T;
=1 ’

K3

Les lignes d’une matrice donnent un systéme d’équations de son
noyau.




Exemple 4 (Noyau d'une matrice) :

Le noyau d’une matrice se lit souvent bien sur ses coefficients.

1 2 3 —6
Notons par exemple A la matrice [0 1 1 =2 | et C;,Cy,C3,Cy ses colonnes.
1 1 2 —4

Assurez-vous que vous comprenez parfaitement les observations suivantes :

m D’abord, C3 = C; 4+ Cy, donc C; +C5 —C3 =0, et on a :

1 1
0
1
A . =10|zie € ker (A).
0




Exemple 4 (Noyau d'une matrice) :

Le noyau d’une matrice se lit souvent bien sur ses coefficients.

1 2 3 —6
Notons par exemple A la matrice |0 1 1 —2| et Cy,C,y,Cy,Cy ses colonnes.
1 2

1 —4
Assurez-vous que vous comprenez parfaitement les observations suivantes :

m D’abord, C3 = C; 4+ Cy, donc C; +C5 —C3 =0, et on a :

1 1
0
1 1
A =10]| e € ker (A).
=1l =1l
0
0 0

m De méme, C; +Cy + C3 +C, =0, donc

1
1
1
1




La dérivation polynomiale D : P+ P’ sur K[X] a pour noyau ker (D) = K[X].

Exemple IS : J




Exemple |6 :

Soit f:  R3 — R?
(%y,z) — (2~'l7+y_z7l‘_y)

Alors,




Exemple |6 :

Soit f:  R3 — R?
(%y,z) — (2~'l7+y_z7l‘_y)

Alors,
1
2 Il =
ker (f) = ker = vect 1
1 -1 0 3

En effet, il est déja clair que C; + C5 —3C3 = 0.




Exemple |6 :

Soit f:  R3 — R?
(%y,z) — (2~'l7+y_z7l‘_y)

Alors,
1

ker (f) = k oo t] |1
er = Ker = vec
1 -1 0 ;

En effet, il est déja clair que C; + C5 —3C3 = 0. En résolvant le systéme f(z) =0, on a
aussi :

r=x
(z,y,2) € ker (f) < { 2§iy_z ;8 = { y=z
Yy % = 3B




Exemple |6 :

Soit f:  R3 — R?
(%y,z) — (2~'l7+y_z7l‘_y)

Alors,
1

ker (f) = k oo t] |1
er = Ker = vec
1 -1 0 ;

En effet, il est déja clair que C; + C5 —3C3 = 0. En résolvant le systéme f(z) =0, on a
aussi :

r=x
(z,y,2) € ker (f) < { 2§iy_z ;8 = { y=z
Y % = 3B

Enfin, ker (f) = vect ((1;1;3)) = {(m,m,&t)/a: € [R}.




m Notons (ey, ..., ¢,) la base canonique de K? et
A=(C ~ C))en,, K.

Par définition du rang d’une matrice, on a :

Im (A) =Im (uy) = vect (up(€q), ..., up(e,)) = vect (Cq, ..., C,) .

Les colonnes d’une matrice engendrent son image.




m Notons (ey, ..., ¢,) la base canonique de K? et
A=(C ~ C))en,, K.

Par définition du rang d’une matrice, on a :

Im (A) =Im (uy) = vect (up(eq), ..., up(e,)) = vect (Cy,...,C,,) .

Les colonnes d’une matrice engendrent son image.

En particulier,

rg (A) =rg (uA) =1T1g (uA(el)7 7uA(en)) =T1g (Aelv 000 g Aen) =T1g (017 900 g Cn)




m Notons (ey, ..., ¢,) la base canonique de K? et
A=(C ~ C))en,, K.

Par définition du rang d’une matrice, on a :

Im (A) =Im (uy) = vect (up(eq), ..., up(e,)) = vect (Cy,...,C,,) .

Les colonnes d’une matrice engendrent son image.

En particulier,

rg(A) =rg(up) =18 (up(er), -, uple,)) =rg(Aey, ..., Ae,) =1g(Cy, ..., Cp).

Pour ces raisons, I'image d’une matrice peut étre calculée rapidement par

des opérations élémentaires sur les COLONNES.




Exemple [1 (Inace d'une matrice) :

4 0
Imjfj1 -1 0 1
4 1




Exemple [1 (Inace d'une matrice) :

Cp¢2C;—Cy

4 0
Im |1 -1 0 1 = Im |1
4 1/ C3¢4C1-C3 2

w w o
= k= O
e =]




Exemple [1 (Inace d'une matrice) :

1 2 4 0 1
Im |1 -1 0 1 — Im
Cy+2C1—Cy
2 1 4 1/ C3+4C1-C3 2




Exemple [1 (Inace d'une matrice) :

1 2 4 0 1 0 0 0 1 0

Im|1 -1 0 1 = Im 3 4 1|=Im|1 1
Cg¢2C1—Cy

2 1 4 1) Csc4C1-Cy 2 3 4 1 2 1

1 0
= Im [0 1
Chne=Ch=C




Exemple [1 (Inace d'une matrice) :

1 2 4 0 1
Im |1 —1 0 1 = Im |1
Oy =207 —Ck
2 1 4 1) C3¢+4C1-C3 2
1
= Im
©h=Cq =G
0




Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs
colonnes.




Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs
colonnes.
Exemple 18 :
L’application f : R3 — R3 est canoniquement associée a la
(I,y,Z) — (I+y,7£13+y72)

1 1 0

matrice | —1 1 0| dont les vecteurs colonnes sont clairement libres.
0 0 1




Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs
colonnes.
Exemple 18 :
L’application f : R3 — R3 est canoniquement associée a la
(I,y,Z) — (I+y,7£13+y72)
1 1 0
matrice | —1 1 0| dont les vecteurs colonnes sont clairement libres.
0 0 1
On en déduit que f est de rang 3 donc surjective, donc bijective. En somme, un

automorphisme de R3.




m Le rang d’une matrice a déja été défini : c’est le nombre de pivots d’une
matrice échelonnée réduite équivalente par lignes & A. On verra que ces

deux définitions sont cohérentes.




m Le rang d’une matrice a déja été défini : c’est le nombre de pivots d’une
matrice échelonnée réduite équivalente par lignes & A. On verra que ces
deux définitions sont cohérentes.

Soit A € M, ,(K).

m rg(A) < min(p;n).




m Le rang d’une matrice a déja été défini : c’est le nombre de pivots d’une
matrice échelonnée réduite équivalente par lignes & A. On verra que ces
deux définitions sont cohérentes.

Soit A € M, ,(K).

m rg(A) <min(p;n).
m dimker (A) +rg(A) = p. (Théoréme du rang)




Remaraue : Le rang d’une matrice vaut donc p — dimker (A).




Remaraue : Le rang d’une matrice vaut donc p — dimker (A).

Or, ker (A) est obtenu en résolvant le systéeme AX = 0.




Remaraue : Le rang d’une matrice vaut donc p — dimker (A).

Or, ker (A) est obtenu en résolvant le systéeme AX = 0.

Si 'on note r le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite équivalente
par lignes & A, on a vu qu’on avait r inconnues principales, donc p — r degrés de
liberté.




Remaraue : Le rang d’une matrice vaut donc p — dimker (A).

Or, ker (A) est obtenu en résolvant le systéeme AX = 0.

Si 'on note r le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite équivalente
ar lignes & A, on a vu qu’on avait r inconnues principales, donc p — r degrés de
) 7
liberté.

Ainsi dimker (A) = p — r et donc p — dimker (A) = r. La cohérence des deux
définitions est assurée.




1 2 -1

Soit A=13 —1 0

4 1 —1
Déterminer :
@ ker(A).
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1 2 -1
SoitA=13 —1 0
4 1 -1
Déterminer :
@ ker(A). © Im(A) et rg (A).

TSl (= oy ey 50 3






Soit A € M,, ,(K).

Q Si P € Gl,(K), alors 1g (AP) = rg (A).




Soit A € M,, ,(K).

Q Si P € Gl,(K), alors 1g (AP) = rg (A).
Q Si Q € Gl,,(K), alors rg (QA) =g (A).




Les manipulations élémentaires sur les lignes ou les colonnes représentant le
produit & gauche ou a droite par des matrices inversibles, on en déduit un
résultat jadis admis :

Toute opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’une matrice en
préserve le rang.

VA BeM,,K), A~;B ou A~:B = rg(A) =rg(B).




Les manipulations élémentaires sur les lignes ou les colonnes représentant le
produit & gauche ou a droite par des matrices inversibles, on en déduit un
résultat jadis admis :

Toute opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’une matrice en
préserve le rang.

VA, BeM,,K), A~;B ou A~:B = rg(A) =rg(B).

Autrement dit, le rang d’une matrice est invariant lorsqu’on effectue des
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Deux matrices
équivalentes par lignes ou par colonnes ont donc le méme rang.
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Soit A € M, ,(K). On a :

rg (AT) =rg(A).

On obtient alors ’homologue du corollaire (5) :

Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille formée
de ses vecteurs lignes.




Exemple 9 :

Revenons sur la matrice de Vandermonde de 1’ exemple (10) :

1 ayg - ag
1 a; - af
1
M(ag, ..., a,) =
1 a, - a}

On a montré a I’ exemple (10) qu’elle était inversible si les a; étaient deux a deux
distincts. Montrons la réciproque.




Exemple 9 :

Revenons sur la matrice de Vandermonde de 1’ exemple (10) :

n
1 ay - ag
1 a; - af
1
M(a07"' 7an) -
1 a, ap

On a montré a I’ exemple (10) qu’elle était inversible si les a; étaient deux a deux
distincts. Montrons la réciproque.

En effet, s’il existe deux indices distincts i et j de [0;n] tels que a; = a; alors les lignes
L; et L; sont identiques et rg(A) <n <n+ 1.

En particulier M(ay), ..., a,,) n’est pas inversible.




Exemple 9 :

Revenons sur la matrice de Vandermonde de 1’ exemple (10) :

1 ayg - ag
1 a; - af
1
M(a’07 7an) -
1 a, - a}

On a montré a I’ exemple (10) qu’elle était inversible si les a; étaient deux a deux
distincts. Montrons la réciproque.

En effet, s’il existe deux indices distincts i et j de [0;n] tels que a; = a; alors les lignes

L; et L; sont identiques et rg(A) <n <n+ 1.

En particulier M(ay), ..., a,,) n’est pas inversible.

Par la contraposée on a donc montré que si M(ay, ..., a,,) est inversible alors ag, aq, ..

a,, sont deux a deux distincts. C’est donc une équivalence.

)




1 2 -1
Onpose A=|2 —1 8
1 1 1

A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes de A, montrer que
3

ker (A) = vect )
-1

TSl (= oy ey 50 Y



1 2 -1
Onpose A=|2 —1 8
1 1 1

A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes de A, montrer que

3 1 2
ker (A) = vect =9 et Im (A) = vect 21, -1
=1 1 1

TSl (= oy ey 50 Y
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