Matrices et applications linéaires Feuille d’exercices n®30

Matrices eéapp&'caé&m@ lineaires

Exercice 1 : Soient B = (e, eq,e3) et C = (f1, fa, f3, f1) les bases canoniques respectives de R et
R*.

Déterminer I’expression de I'application linéaire f : R3 — R* dont la matrice sur ces deux bases
s
s’ecrit :

-3 2 -1
0 1 -1
Mat =
se=| 0 o &
0o 2 -1
T
Correction : Soitu | ¥ | € R3, on a:
z
T
Y| = flwey +yey + ze3) = xf(ey) +yflez) + 2f(e5)
z

=x(=3f1) +y2fi + fo+2fs) +2(— fLr — fa— fa)
—3r+2y—=z

=(—3m+2y—z)f1+(y—z)f2+0f3+(2y—z)f4 = s

29—z

Exercice 2 : Soient E est un K-e.v. de dimension 2, et u € .Z(E) nilpotent d’indice 2 i.e. u? =0 et

u # 0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est ( 8 (1) )
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Feuille d’exercices n®30 Matrices et applications linéaires

Exercice 3 : Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f sui-

vantes :
1. f: R? — R3 4. f: K, [X] — K,[X]
(z;y) +— (z+y;y—2z;—2+2y) P +— (X2—1)P' —nXP
2. f: R? — R 5. f: C4[X] — C4[X]
z;y) — (z,z+y,z—y,y) P — P(X+1)—-P(X)
3. f+ Rg[X] — Ry[X]
P +— PX+1)

Exercice 4 : On donne I’'endomorphisme f : (z,y) — (—13z + 6y, —9z + 8y) de R2.

1. Déterminer sa matrice dans la base canonique 3.
2. Soient u = (1,3) et v=(2,1).

Vérifier que B” = (u,v) est une base de R?.
3. Déterminer Mat 5 (f).

Exercice b : Soit A = 2 -1 .
-2 1 2

7))

Q

= On note B la base canonique de R3, € celle de R? et f € £ (R?;R?) tel que A = Maty o(f).

) .C

‘8 1. Soit u = (x;y;2) € R3. Déterminer f(u).

= 2. Déterminer ker (f) et Im (f).

)]

c

lg

"é Correction :

S Lsweafe]=( 5P

o Cfw)=Aly| = .

o . —2x 4y + 22

©

e x x z
2y — =0

v 2. u|y| €ker(f) < flu) =0 <= rhy—2 = <y =0

0 —2zx+y+2z =0

Q z z =z

S )

.E 1

C ker (f) = vect 0

= 1

D’apres le théoréme du rang, f est donc de rang 2 dans R? donc surjective et Im (f) = R2.

H
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Matrices et applications linéaires Feuille d’exercices n®30

2 —1 0
Exercice 6: Soit A=| -2 1 -2
1 1 3

On note B la base canonique de R? et f € Z(R?) tel que A = Mat(f).
1. Soit u = (z;y;2) € R3. Déterminer f(u).
2. Déterminer ker (f) et Im (f).

Correction :
z 20—y
L fuy=Aly|=|2z+y—22
z T +y+3z
x 2z —y =0 2c—y =0
2. uly| €eker(f) < f(u)=0rs <= < 22+y—22 =0 < <z =0
Z z+y+ 3z =0 z+y =0
r =0
< Sy =0 < ker(f) ={0gs} <= festinjective.
z =0

D’apres le théoréme du rang, f est donc de rang 3 dans R? donc surjective et Im (f) = R3.

Exercice 7 : E est un Kev de dimension finie non nulle n. Soit f un endomorphisme de E.

1. On suppose que f est nilpotent d’indice p (p € N*), c’est-a-dire :

fP=0et P71 40

Soit € E tel que fP~1(z) # 0.
Démontrer que (z, f(z), f2(z), -, fP"1(x)) est libre dans E.

En déduire que p < n.

2. On suppose désormais que p = n.

Démontrer qu’il existe une base B de E dans laquelle :

Mat 5(f) = ((1]:;,__0>

0 10

Exercice 8 : Soit f et g les applications linéaires définies par :

f: R3 — R? et g: R* — R3
(;9;2) +— (z—y;2z+2) (39) +— (z+y;3z—y;—x+2y)
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Matrices et applications linéaires

1. Déterminer A et B les matrices respectives de f et g dans les bases canoniques de R? et R3.

2. En déduire I'expression de g o f.

Correction : go f: R3 — R3
(x;y;2) — Bzr—y+z;0—3y—2z;3x+2y+22)

Exercice 9 : Soit ¢ 'application linéaire définie par :

p: RiX] — Ri[X]
aX+b — —aX+0b—2a.

Montrer que ¢ est une symétrie et déterminer sa base et sa direction.

Exercice 10 : On considére f € Z(R?) définie par :

f: R? — [R?
(x3y) +— (Ax+y;7z+2y)

1. Ecrire la matrice M de f relative & la base canonique de R2.

2. Calculer M? — 6M + I, puis en déduire que f est un automorphisme de R2.

3. Soit u = (z;y) € R%. Déterminer f'(u).

0 1 n
0 0 0
0 1 n
Exercice 11 : Soit M = 1)
n
1. Déterminer I’endomorphisme ¢ de K, [X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X2, ..., X")
est M.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.
3. En déduire que M est inversible et déterminer M.

Remarque : La matrice M étant une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls,

l'inversibilité de M est assurée.
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Exercice 12 : On se place dans le R-ev R3.
On note B la base canonique de R3 et B’ = (g1 ;¢4 ;¢3) la famille définie par :
g1 =1(1;0;0), e =(1;2;3) et g5 =(2;1;2).

1. Montrer que B’ est une base de R>.
2. Déterminer la matrice de passage de B a B’.
3. Soit u = (z;y;2) € R®. Déterminer les composantes de u dans la base B’.

[RQ
(5x + 6y; —3z — 4y)

[R2
(z5y)

Exercice 13 : Déterminer la matrice de f : — dans

L
B =((2;-1);(1;-1)).

Exercice 14 : On pose v; = (1;0;0), v, = (1;1;0) et v3 = (1;2;3).

1. Montrer que B = (v ;vy;v3) est une base de R3.

On pose alors F = vect (v; ;v5) et G = vect (v3) de sorte que R®* = F & G.
2. Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G. Déterminer Mat z(s).
3. Déterminer la matrice de s dans la base canonique de R3.
4. En déduire I'expression de s.

Exercice 15 : On considére 'endomorphisme de R? défini par :

— R3
(10 —y — z;—6x + 9y — 3z; —2x —y + 112)

E R3

(z;y;2) —

1. Déterminer A = Maty_ (u), ot B, est la base canonique de R3.

2. Montrer que la famille B = ((1;3;1);(1;0;—2);(0;1;—1)) est une base de R3.

Déterminer B = Mat 5(u).
3. Calculer A™ pour n € N.

Correction :
10 —1 -1
1. On adirectement A=| -6 9 —3
-2 —1 11
2. Notons P = Mat (B).
Ona:
1 1 0
P=13 0 1
1 -2 -1
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Feuille d’exercices n®30 Matrices et applications linéaires

On applique la méthode de Gauss-Jordan :

i1 1

1 1 0|1 0 0 100 35 5 3
2 1 1

1 -2 —210 0 1 1 1
001 -1 -1 -1

On en déduit que P~ I, donc P est inversible et B est une base de R3.

Ainsi P = P2 et P! se lit dans le membre de droite de la matrice augmentée.

On utilise la formule de changement de base : B = P! AP. Ainsi, aprés calcul, on obtient :

6 0 0

B=P!'AP=(0 12 0

0 0 12
6" 0 0 1 0 0
3. B étant une matrice diagonale, on obtient B =1 0 12 0 [ =6"]0 2® 0
0 o0 127 0o o0 27
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Apreés calcul, on en déduit :

2.6" +4.12" 6" —12" 6" — 12"
A"=516.6"—6.12" 3.6"—3.12" 3.6"—3.12"
26m —212" 6"—12" 6" —5.12"

Exercice 16 : On désigne par u, v, w les trois endomorphismes de R,,[X] définis par :
u:Pr—P(X—-1), v:Pr—PX+1) et w:Pr—>P.

On rapporte R, [X] & sa base canonique 3.
1. Déterminer les matrices U, V, W de u, v, w dans la base 5.
2. Calculer UP, VP, WP pour tout entier naturel p.
3. Montrer que U est inversible et donner U™,

Exercice 17 : Dans R4[X] muni de sa base canonique B, on considere :

Qp=1+X+X2+X3Q =X+X2+X3 Q,=X2+X3 et Q; = X3.
1. Démontrer que € = (Q, Q;, Qs, Q3) est une base de R4[X].
2. Déterminer P% et Pg.
3. Soit P = a 4 bX 4 ¢X? + dX3.

Déterminer les coordonnées de P dans la base C.
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Matrices et applications linéaires Feuille d’exercices n°30

Correction :

1. La famille € = (Qq, Q, Qq, Q3) est échelonnée en valuation. Elle est donc libre.

De plus, elle compte 4 vecteurs, et dim R5[X] = 4, donc € = (Q, Q;,Qs, Q3) est une base de

Rs[X].
1 000 1 0 0 0
1 1 00 1 1 0 0
2. P¢ = et PZ = (PS) 1 =
B 1110 e = (Pz) 0 —1 1 0
1 1 1 1 0 0O -1 1
Qy=1+X+X%2+X3 1=Qy—Q
= X+ X2+ X3 X = —
Remarque : Q * 2+ , = ) Q= Q
sz X*+X X :Q2_Q3
Qs = X? X3:Q3
3. Soit P = a + bX + X2 + dX3.
a
Posons U = Mat4(P) = l; et V = Matp(P).
d
1 0O O a a
1 1 0 0]]bd —a+b
D’aprés le cours, on a V = (PS)1U = =
P ! (P5) 0 -1 1 o]]c —b+c
0 0 -1 1 d —c+d

Donc,
P=aQy+ (b—a)Q; + (c—b)Qy + (d —¢)Q;.

Vérification :

aQp+ (b—a)Q; + (¢ =0)Qy + (d —¢)Q3 = a(Qy — Q) +b(Q; — Qy) +¢(Qy — Q3) +dQ;
= al +bX + X2 4 dX3
=P.

Exercice 18 : On rapporte E = R? & sa base canonique 5.

Soient la droite D = vect (1,2,1) et le plan II = {(z,y,2) € R,z — 2y + 52 = 0}.
1. Montrer que E =D @ II.
2. Soit p la projection vectorielle sur II parallelement a D.

Ecrire la matrice de p dans la base B.
3. Ecrire la matrice dans la base B de :

(a) la symétrie vectorielle par rapport a II parallelement a D ;
(b) la projection sur D parallélement & IT;
(c) la symétrie vectorielle par rapport a D parallelement a II.
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Matrices et applications linéaires

Correction :

1.

2.

3.

Posons u = (1,2,1). Alors D = vect (u).

De plus,
(,y,2) €l <= =z —2y+52=0
= xr=2y—>52
<= (x,y,2) = (2y — 52,y, 2)
= (z,9,2) =y(2,1,0) + 2(—5,0,1)
— ((L’, Y, Z) € vect ((27 17 0)7 (_57 07 1))
En posant, v = (2,1,0) et w = (—5,0,1).

IT = vect (v, w).
u=(1,21)
La famille € = | v=(2,1,0) | est libre (3 montrer!) a 3 vecteurs en dimension 3, donc
w=(—5,0,1)

€ = (u,v,w) est une base de R3.
D’apres un théoréme du cours, vect (u) @ vect (v, w) = R3.

Donc,
DaIl =R3.

p est la projection vectorielle sur II parallelement a D.

On a donc Mate(p) =

o O O
S = O
= O O

D’apres le cours, Mat4(p) = PMate(p)P L.

1 2 =5 (1 2 05
ouP=P3=1[2 1 0 etP*1:§ -2 6 —10
10 1 -1 2 =3
Donc,
(12 b
A =Matg(p) =5 | -2 6 —10
-1 2 -3

Remarque : On vérifiera que A? = A.
(a) Soit S est la symétrie par rapport a II parallélement a D.

—1 0 0 0 2 =5
On adonc Matz(S)=P| 0 1 0|P'=]|—-2 5 —10
0 01 -1 2 —4

Remarque : On vérifiera que la relation Id+S = 2p i.e. S = 2p—Id se transpose matriciellement
et Matg(s> =2A — 13.

J !
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Feuille d’exercices n°30

(b) Soit p” la projection sur D parallélement a II.

1 00 1 -2 5
/ —1 / 1
Matgz(p’) =P |0 0 0|P :Matz;(p>:§ 2 —4 10
0 00 1 -2 5
Remarque : p+p’ =1d ie. p’ =1d —p et Matz(p') =15 — A.
(c) Soit S’ la symétrie par rapport a D parallélement a II.
1 0 0 0 —2 5
Matgz(S)=P |0 —1 0 |[Pt=[2 —5 10
0 0 -1 1 -2 4
Remarque : S+ S" =0 ie S" = —S et Maty(S") = —A.
Exercice 19 : Dans E = K* muni de sa base canonique, on définit :
— F={(z,y,2,t) e K*/z =t =0}.
— G={(z,y,2,t) eK/z+y =2+t =0}
1. Montrer que F et G sont supplémentaires.
2. Ecrire la matrice de la projection sur G parallélement & F.
1 8 —2 =2
Exercice 20 : Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a A=—-|—-2 5 —4
-2 —4 5
Montrer que f est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
Correction : f est par construction une application linéaire.
Donc,
f est un projecteur <= fof=f
< AxA=A
Or, on a bien A% = A (par calcul) donc f est un projecteur.
De plus,
T 0
(2,y,2) € ker (f) = f((z,9,2)) =(0,0,0) <= A|y|=]0
z 0
<= (z,9,2) € R(1,2,2)
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Donc, ker (f) = R(1,2,2).

Ensuite,

Im (f) = vect ({f((1,0,0)), £((0,1,0)), £((0,0,1)})
= vect ({(8,—2,—2), (=2, 5, —4), (=2, —4,5)})

Or, (8,—2,—2) = —2(—2,5,—4) — 2(—2,—4, 5)
= vect ((—2,5,—4), (—2,—4,5)) en arrangeant un peu, on trouve finalement
= vect ((Oala_l)a<2747 _5)) = vect ((071a_1)a(2707_1))'

eg—eg—4e
e<glei—ey) 2RC 1

Remarque : Comme Im (f) = ker (f —Id), on peut également résoudre un systéme pour trouver la

méme chose.

Donc, f est le projecteur sur le plan dirigé par (0,1,—1) et (2,0,—1) parallélement a la droite R(1,2,2)

Exercice 21 : Montrer que A = (sin(i + j)) € .#,, est de rang au plus 2.

Exercice 22 : Déterminer le rang des matrices suivantes :

11111
1 0 O 3 4 -1 4 1231 9
1. A=| 4 -3 —-2]. 2. B=1]1 2 3 3 3. C=
4 2 0 4 2
—4 4 2 23 2 3
1 21 2 1

Exercice 23 : Pour d # 0, on considére 1’équation différentielle (Hf 1 ) 3

y'(2) — oy (@) + y(z) =0,

d’inconnue une fonction réelle y définie, deux fois dérivables sur un intervalle ouvert de R.

L’objectif de cet exercice est de prouver qu’il existe admet au moins une solution polynomiale non
nulle & (H_1 ).

On note R;[X] I’espace vectoriel réel des polynémes de degré inférieur a d, et on considére 'application
h: Ry[X] — R,[X] définie par

1
VP € Ry[X], h(P)=P” - —XP'+P.
. Montrer que, pour tout P € R;[X], on a degh(P) < d — 1.

. Montrer que h est un endomorphisme de R;[X].
. Montrer que 'application linéaire h n’est pas surjective.

N R

. En déduire I'existence d’une solution polynomiale non nulle de I’équation différentielle homogene

(Ho3)-
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Exercice 24 : Soit f: R[X] — R[X]
P > PX)+P(X+1)
1. Montrer que f est un automorphisme de R[X].

Aide : Pour la surjectivité, on pourra chercher a se ramener a un probleme en dimension finie.

2. Montrer qu’il existe un unique polynéme P, tel que
P,X)+P,(X+1)=2X"

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.

3. Etablir que pour tout n € N*, P, = nP,,_,.

4. En déduire une expression de P,,(X) comme combinaison linéaire de Py(X —1), P, (X —1), -
P, (X—1).

Correction :
1. D'apres les lois du R-ev R[X], f est linéaire iie. VA € R, P,Q € R[X],

fOAP+Q) = (AP + Q)(X) + (AP +Q)(X +1)
=APX)+ QX))+ A\P(X+1)+Q(X+1)
=APX)+P(X+1)+QX)+Q(X+1)
=M (P) + f(Q).

Donc f € .Z (R[X]).

Commedeg (f(P)) < max (degP;degP) =degP,Vn e N, f € Z(R,[X]) i.e. un endomorphisme
de R, [X].

Soit P € R[X] un polyndme de monéme dominant aX™ tel que f(P) = Ogx|.
Si P est non nul alors a # 0 et m > 0.
Cependant, le monéme dominant de f(P) est alors 2aX™ qui ne peux &tre nul si m > 0.

Conclusion, m < 0 i.e. P est le polynéme nul et f est injectif.

Commentaires : On verra plus tard qu’alors la matrice de f (dans la base canonique est donc une matrice triangulaire
supérieure dont les termes diagonaux sont égaux a 2. En particulier, elle est inversible et f est un automorphisme de
R,,[X] donc de R[X].

. D'aprés la question précédente, pour tout n € N, 2X™ € R, [X], espace sur lequel f est bijective,
donc il existe un unique polynéme P,, € R, [X] tel que

F(P,) =P, (X)+P,(X+1) =2X".

Le polynéme P,, est de degré n et son coefficient dominant est 1. Autrement dit P est normalisé.

1
. Pour tout n € N*, d'aprés la question précédente, P/, € R, ;[X] et vérifie — f(P}) = 2X"!
n

1
Par unicité des polynémes P,, on a donc — f(P;) = f(P,_,) < f(P,) = f(nP,_;) par
n

linéarité.

.
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Par injectivité de f, on en déduit P;, = nP

n—1-

Commentaires : La relation, P/, = nP, , entraine que Vk € [1;n], PY =n(n—1)-(n—k+1)P

Py =P

n"

n—k avec

La famille (PO(X -1),P,X-1),,P, (X— 1)) de polynémes non nuls est étagée par les degrés

donc forment une base de R, [X].

n
Pour tout n € N, il existe un unique (n + 1)-uplet (ag, -, a,) tel que P,, = ZakPk(X —

Par définition des P,, et linéarité de f, on a:

2Xn = f(P) =3y f(PL(X—1))
k=0

a, (Pr(X —1) +P4(X))

§(Z>< S

En identifiant les coefficients sur la base de Taylor centréeen 1 (1,X—1,...,(X—1)"), on obtient :

ak:(g)
P - " P (Xx—1).
n e <k> k( )

Finalement,

Commentaires : Je n'utilise pas la relation sur les dérivées donc voila une autre méthode plus moche mais dans |'esprit

de |'exercice :

La famille (PO(X -1),P,(X—-1),-P, (X — 1)) de polyndmes non nuls est étagée par les degrés

donc forment une base de R, [X].

Pour tout n € N, il existe un unique (n + 1)-uplet (a,, ,",a,, ) tel que P, ZamkPk(X— 1).
k=0
En dérivant membre a membre et considérant que P;, = nP,_; et P, = 1, on obtient :
n n n—1
P = Z a1 Pp(X—1) = Z ka,  Pr1(X—1) =) (k+1)ay, 1 Pp(X—1).
k=0 k=1 k=0
n—1
Or, P, =nP, ;=n ZanflykPk(X —1).
k=0
J‘
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Par liberté de la famille (PO(X ~1),P,(X—1),P, (X — 1)), I'écriture est unique et on obtient :

VEe[0;n—1], (k+1)a, x1 =na, 1 < Yke[l;n], a,,

n
Par récurrence, on en déduit que Vk € [1;n], a, ;, = <k‘> k0 PUIS

Pn = Z <Z> Ap—k,0 Pk(X - 1)

k=0

Il ne reste plus qu'a trouver a,,_; . On revient a I'égalité fonctionnelle :

2X"=P,(X)+P,(X+1)

n n
= Z ap 1 Pp(X—1) + Z Ay 1, P (X)
k=0 k=0

- I

a1 (Pe(X = 1) + P4(X))

ap (2(X — 1)F)

i}
(e}

On évalue en 1 pour trouver :

2 = 2an70 <~ a/n70 = 1

n
= % Ap—1,k—1-

n
Commentaires :  Si on écrit X™ = Z <k> (X —1)* on peut trouver tous les a,, ,, ¥V k € [0;n].

k=0

Finalement,
" (n
2 = P.(X—1).

k

F. PUCCI
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