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Matrices et applications linéaires

Exercice 1 : Soient ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) et 𝒞 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) les bases canoniques respectives de ℝ3 et
ℝ4.

Déterminer l’expression de l’application linéaire 𝑓 ∶ ℝ3 ⟼ ℝ4 dont la matrice sur ces deux bases
s’écrit :

Matℬ,𝒞(𝑓) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−3 2 −1
0 1 −1
0 0 0
0 2 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Correction : Soit 𝑢 ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

∈ ℝ3, on a :

𝑓 ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

= 𝑓(𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2 + 𝑧𝑒3) = 𝑥𝑓(𝑒1) + 𝑦𝑓(𝑒2) + 𝑧𝑓(𝑒3)

= 𝑥( − 3𝑓1) + 𝑦(2𝑓1 + 𝑓2 + 2𝑓4) + 𝑧( − 𝑓1 − 𝑓2 − 𝑓4)

= ( − 3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧)𝑓1 + (𝑦 − 𝑧)𝑓2 + 0𝑓3 + (2𝑦 − 𝑧)𝑓4 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧
𝑦 − 𝑧

0
2𝑦 − 𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Exercice 2 : Soient E est un 𝕂-e.v. de dimension 2, et 𝑢 ∈ L (E) nilpotent d’indice 2 i.e. 𝑢2 = 0 et
𝑢 ≠ 0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de 𝑢 est ( 0 1
0 0 ).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 3 : Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires 𝑓 sui-
vantes :

1. 𝑓 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ3

(𝑥 ; 𝑦) ⟼ (𝑥 + 𝑦 ; 𝑦 − 2𝑥 ; −𝑥 + 2𝑦)

2. 𝑓 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ4

(𝑥 ; 𝑦) ⟼ (𝑥, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 𝑦)

3. 𝑓 ∶ ℝ3[X] ⟶ ℝ3[X]

P ⟼ P(X + 1)

4. 𝑓 ∶ 𝕂𝑛[X] ⟶ 𝕂𝑛[X]

P ⟼ (X2 − 1)P′ − 𝑛XP

5. 𝑓 ∶ ℂ3[X] ⟶ ℂ3[X]

P ⟼ P(X + 1) − P(X)

Exercice 4 : On donne l’endomorphisme 𝑓 ∶ (𝑥, 𝑦) ⟼ (−13𝑥 + 6𝑦, −9𝑥 + 8𝑦) de ℝ2.
1. Déterminer sa matrice dans la base canonique ℬ.
2. Soient 𝑢 = (1, 3) et 𝑣 = (2, 1).

Vérifier que ℬ′ = (𝑢, 𝑣) est une base de ℝ2.
3. Déterminer Mat ℬ′(𝑓).

Exercice 5 : Soit A = ⎛
⎝

1 2 −1
−2 1 2

⎞
⎠

.

On note ℬ la base canonique de ℝ3, 𝒞 celle de ℝ2 et 𝑓 ∈ L (ℝ3 ; ℝ2) tel que A = Matℬ,𝒞(𝑓).
1. Soit 𝑢 = (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ∈ ℝ3. Déterminer 𝑓(𝑢).
2. Déterminer ker (𝑓) et Im (𝑓).

Correction :

1. 𝑓(𝑢) = A ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛
⎝

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧
−2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧

⎞
⎠

.

2. 𝑢 ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

∈ ker (𝑓) ⟺ 𝑓(𝑢) = 0ℝ2 ⟺
⎧
⎨⎩

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0
−2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0

⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑧
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑧

ker (𝑓) = vect ⎛⎜⎜
⎝

⎛⎜⎜
⎝

1
0
1

⎞⎟⎟
⎠

⎞⎟⎟
⎠

.

D’après le théorème du rang, 𝑓 est donc de rang 2 dans ℝ2 donc surjective et Im (𝑓) = ℝ2.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 6 : Soit A = ⎛⎜⎜
⎝

2 −1 0
−2 1 −2
1 1 3

⎞⎟⎟
⎠

.

On note ℬ la base canonique de ℝ3 et 𝑓 ∈ L (ℝ3) tel que A = Matℬ(𝑓).
1. Soit 𝑢 = (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ∈ ℝ3. Déterminer 𝑓(𝑢).
2. Déterminer ker (𝑓) et Im (𝑓).

Correction :

1. 𝑓(𝑢) = A ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

2𝑥 − 𝑦
−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧

𝑥 + 𝑦 + 3𝑧

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

2. 𝑢 ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

∈ ker (𝑓) ⟺ 𝑓(𝑢) = 0ℝ3 ⟺
⎧{
⎨{⎩

2𝑥 − 𝑦 = 0
−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = 0

⟺
⎧{
⎨{⎩

2𝑥 − 𝑦 = 0
𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 = 0

⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 0
𝑦 = 0
𝑧 = 0

⟺ ker (𝑓) = {0ℝ3} ⟺ 𝑓 est injective.

D’après le théorème du rang, 𝑓 est donc de rang 3 dans ℝ3 donc surjective et Im (𝑓) = ℝ3.

Exercice 7 : E est un 𝕂ev de dimension finie non nulle 𝑛. Soit 𝑓 un endomorphisme de E.
1. On suppose que 𝑓 est nilpotent d’indice 𝑝 (𝑝 ∈ ℕ∗), c’est-à-dire :

𝑓𝑝 = 0 et 𝑓𝑝−1 ≠ 0

Soit 𝑥 ∈ E tel que 𝑓𝑝−1(𝑥) ≠ 0.

Démontrer que (𝑥, 𝑓(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑝−1(𝑥)) est libre dans E.

En déduire que 𝑝 ⩽ 𝑛.
2. On suppose désormais que 𝑝 = 𝑛.

Démontrer qu’il existe une base ℬ de E dans laquelle :

Mat ℬ(𝑓) = (
0 0
1 ⋱

⋱ ⋱
0 1 0

)

Exercice 8 : Soit 𝑓 et 𝑔 les applications linéaires définies par :

𝑓 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ2

(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ⟼ (𝑥 − 𝑦 ; 2𝑥 + 𝑧)
et 𝑔 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ3

(𝑥 ; 𝑦) ⟼ (𝑥 + 𝑦 ; 3𝑥 − 𝑦 ; −𝑥 + 2𝑦)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1. Déterminer A et B les matrices respectives de 𝑓 et 𝑔 dans les bases canoniques de ℝ2 et ℝ3.
2. En déduire l’expression de 𝑔 ∘ 𝑓.

Correction : 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ3

(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ⟼ (3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 ; 𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 ; 3𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧)

Exercice 9 : Soit 𝜑 l’application linéaire définie par :

𝜑 ∶ ℝ1[X] ⟶ ℝ1[X]
𝑎X + 𝑏 ⟼ −𝑎X + 𝑏 − 2𝑎.

Montrer que 𝜑 est une symétrie et déterminer sa base et sa direction.

Exercice 10 : On considère 𝑓 ∈ L (ℝ2) définie par :

𝑓 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ2

(𝑥 ; 𝑦) ⟼ (4𝑥 + 𝑦 ; 7𝑥 + 2𝑦)

1. Écrire la matrice M de 𝑓 relative à la base canonique de ℝ2.
2. Calculer M2 − 6M + I2 puis en déduire que 𝑓 est un automorphisme de ℝ2.
3. Soit 𝑢 = (𝑥 ; 𝑦) ∈ ℝ2. Déterminer 𝑓−1(𝑢).

Exercice 11 : Soit M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎝

0
0
⎞
⎠

⎛
⎝

1
0
⎞
⎠

⋯ ⎛
⎝

𝑛
0
⎞
⎠

0 ⎛
⎝

1
1
⎞
⎠

⋯ (
𝑛
1
)

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 (𝑛
𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1. Déterminer l’endomorphisme 𝜑 de 𝕂𝑛[X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X2, … , X𝑛)
est M.

2. Montrer que 𝜑 est un isomorphisme.
3. En déduire que M est inversible et déterminer M−1.

Remarque : La matrice M étant une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls,
l’inversibilité de M est assurée.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 12 : On se place dans le ℝ-ev ℝ3.

On note ℬ la base canonique de ℝ3 et ℬ′ = (𝜀1 ; 𝜀2 ; 𝜀3) la famille définie par :

𝜀1 = (1 ; 0 ; 0) , 𝜀2 = (1 ; 2 ; 3) et 𝜀3 = (2 ; 1 ; 2) .

1. Montrer que ℬ′ est une base de ℝ3.
2. Déterminer la matrice de passage de ℬ à ℬ′.
3. Soit 𝑢 = (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ∈ ℝ3. Déterminer les composantes de 𝑢 dans la base ℬ′.

Exercice 13 : Déterminer la matrice de 𝑓 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ2

(𝑥 ; 𝑦) ⟼ (5𝑥 + 6𝑦 ; −3𝑥 − 4𝑦)
dans

ℬ′ = ((2 ; −1) ; (1 ; −1)).

Exercice 14 : On pose 𝑣1 = (1 ; 0 ; 0), 𝑣2 = (1 ; 1 ; 0) et 𝑣3 = (1 ; 2 ; 3).
1. Montrer que ℬ = (𝑣1 ; 𝑣2 ; 𝑣3) est une base de ℝ3.

On pose alors F = vect (𝑣1 ; 𝑣2) et G = vect (𝑣3) de sorte que ℝ3 = F ⊕ G.
2. Soit 𝑠 la symétrie par rapport à F parallèlement à G. Déterminer M𝑎𝑡ℬ(𝑠).
3. Déterminer la matrice de 𝑠 dans la base canonique de ℝ3.
4. En déduire l’expression de 𝑠.

Exercice 15 : On considère l’endomorphisme de ℝ3 défini par :

𝑢 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ3

(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ⟼ (10𝑥 − 𝑦 − 𝑧 ; −6𝑥 + 9𝑦 − 3𝑧 ; −2𝑥 − 𝑦 + 11𝑧)

1. Déterminer A = Matℬ𝑐
(𝑢), où ℬ𝑐 est la base canonique de ℝ3.

2. Montrer que la famille ℬ = ((1 ; 3 ; 1) ; (1 ; 0 ; −2) ; (0 ; 1 ; −1)) est une base de ℝ3.

Déterminer B = M𝑎𝑡ℬ(𝑢).
3. Calculer A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.

Correction :

1. On a directement A = ⎛⎜⎜
⎝

10 −1 −1
−6 9 −3
−2 −1 11

⎞⎟⎟
⎠

.

2. Notons P = Matℬ𝑐
(ℬ).

On a :

P = ⎛⎜⎜
⎝

1 1 0
3 0 1
1 −2 −1

⎞⎟⎟
⎠

.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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On applique la méthode de Gauss-Jordan :

⎛⎜⎜
⎝

1 1 0 1 0 0
3 0 1 0 1 0
1 −2 −2 0 0 1

⎞⎟⎟
⎠

∼L

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 1
3

1
6

1
6

0 1 0 2
3 −1

6 −1
6

0 0 1 −1 −1
2 −1

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

On en déduit que P ∼L I𝑛, donc P est inversible et ℬ est une base de ℝ3.

Ainsi P = Pℬ
ℬ𝑐

et P−1 se lit dans le membre de droite de la matrice augmentée.

On utilise la formule de changement de base : B = P−1AP. Ainsi, après calcul, on obtient :

B = P−1AP = ⎛⎜⎜
⎝

6 0 0
0 12 0
0 0 12

⎞⎟⎟
⎠

3. B étant une matrice diagonale, on obtient B𝑛 = ⎛⎜⎜
⎝

6𝑛 0 0
0 12𝑛 0
0 0 12𝑛

⎞⎟⎟
⎠

= 6𝑛 ⎛⎜⎜
⎝

1 0 0
0 2𝑛 0
0 0 2𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

Après calcul, on en déduit :

A𝑛 = 1
6

⎛⎜⎜
⎝

2.6𝑛 + 4.12𝑛 6𝑛 − 12𝑛 6𝑛 − 12𝑛

6.6𝑛 − 6.12𝑛 3.6𝑛 − 3.12𝑛 3.6𝑛 − 3.12𝑛

2.6𝑛 − 2.12𝑛 6𝑛 − 12𝑛 6𝑛 − 5.12𝑛

⎞⎟⎟
⎠

Exercice 16 : On désigne par 𝑢, 𝑣, 𝑤 les trois endomorphismes de ℝ𝑛[X] définis par :

𝑢 ∶ P ⟼ P(X − 1), 𝑣 ∶ P ⟼ P(X + 1) et 𝑤 ∶ P ⟼ P′.

On rapporte ℝ𝑛[X] à sa base canonique ℬ.
1. Déterminer les matrices U, V, W de 𝑢, 𝑣, 𝑤 dans la base ℬ.
2. Calculer U𝑝, V𝑝, W𝑝 pour tout entier naturel 𝑝.
3. Montrer que U est inversible et donner U−1.

Exercice 17 : Dans ℝ3[X] muni de sa base canonique ℬ, on considère :

Q0 = 1 + X + X2 + X3, Q1 = X + X2 + X3, Q2 = X2 + X3, et Q3 = X3.
1. Démontrer que 𝒞 = (Q0, Q1, Q2, Q3) est une base de ℝ3[X].
2. Déterminer P𝒞

ℬ et Pℬ
𝒞 .

3. Soit P = 𝑎 + 𝑏X + 𝑐X2 + 𝑑X3.

Déterminer les coordonnées de P dans la base 𝒞.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction :
1. La famille 𝒞 = (Q0, Q1, Q2, Q3) est échelonnée en valuation. Elle est donc libre.

De plus, elle compte 4 vecteurs, et dim ℝ3[X] = 4, donc 𝒞 = (Q0, Q1, Q2, Q3) est une base de
ℝ3[X].

2. P𝒞
ℬ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et Pℬ
𝒞 = (P𝒞

ℬ)−1 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Remarque :

⎧{{
⎨{{
⎩

Q0 = 1 + X + X2 + X3

Q1 = X + X2 + X3

Q2 = X2 + X3

Q3 = X3

⟺

⎧{{
⎨{{
⎩

1 = Q0 − Q1

X = Q1 − Q2

X2 = Q2 − Q3

X3 = Q3

.

3. Soit P = 𝑎 + 𝑏X + 𝑐X2 + 𝑑X3.

Posons U = Matℬ(P) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

et V = Mat𝒞(P).

D’après le cours, on a V = (P𝒞
ℬ)−1U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
−𝑎 + 𝑏
−𝑏 + 𝑐
−𝑐 + 𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Donc,
P = 𝑎Q0 + (𝑏 − 𝑎)Q1 + (𝑐 − 𝑏)Q2 + (𝑑 − 𝑐)Q3.

Vérification :

𝑎Q0 + (𝑏 − 𝑎)Q1 + (𝑐 − 𝑏)Q2 + (𝑑 − 𝑐)Q3 = 𝑎(Q0 − Q1) + 𝑏(Q1 − Q2) + 𝑐(Q2 − Q3) + 𝑑Q3

= 𝑎1 + 𝑏X + 𝑐X2 + 𝑑X3

= P.

Exercice 18 : On rapporte E = ℝ3 à sa base canonique ℬ.

Soient la droite D = vect (1, 2, 1) et le plan Π = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑥 − 2𝑦 + 5𝑧 = 0}.
1. Montrer que E = D ⊕ Π.
2. Soit 𝑝 la projection vectorielle sur Π parallèlement à D.

Écrire la matrice de 𝑝 dans la base ℬ.
3. Écrire la matrice dans la base ℬ de :

(a) la symétrie vectorielle par rapport à Π parallèlement à D ;
(b) la projection sur D parallèlement à Π ;
(c) la symétrie vectorielle par rapport à D parallèlement à Π.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Correction :
1. Posons 𝑢 = (1, 2, 1). Alors D = vect (𝑢).

De plus,

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Π ⟺ 𝑥 − 2𝑦 + 5𝑧 = 0
⟺ 𝑥 = 2𝑦 − 5𝑧
⟺ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑦 − 5𝑧, 𝑦, 𝑧)
⟺ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦(2, 1, 0) + 𝑧(−5, 0, 1)
⟺ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ vect ((2, 1, 0), (−5, 0, 1))

En posant, 𝑣 = (2, 1, 0) et 𝑤 = (−5, 0, 1).

Π = vect (𝑣, 𝑤).

La famille 𝒞 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑢 = (1, 2, 1)

𝑣 = (2, 1, 0)

𝑤 = (−5, 0, 1)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

est libre (à montrer !) à 3 vecteurs en dimension 3, donc

𝒞 = (𝑢, 𝑣, 𝑤) est une base de ℝ3.

D’après un théorème du cours, vect (𝑢) ⊕ vect (𝑣, 𝑤) = ℝ3.

Donc,
D ⊕ Π = ℝ3.

2. 𝑝 est la projection vectorielle sur Π parallèlement à D.

On a donc Mat𝒞(𝑝) = ⎛⎜⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟
⎠

.

D’après le cours, Matℬ(𝑝) = PMat𝒞(𝑝)P−1.

où P = P𝒞
ℬ = ⎛⎜⎜

⎝

1 2 −5
2 1 0
1 0 1

⎞⎟⎟
⎠

et P−1 = 1
2

⎛⎜⎜
⎝

1 −2 5
−2 6 −10
−1 2 −3

⎞⎟⎟
⎠

.

Donc,

A = Matℬ(𝑝) = 1
2

⎛⎜⎜
⎝

1 2 −5
−2 6 −10
−1 2 −3

⎞⎟⎟
⎠

.

Remarque : On vérifiera que A2 = A.
3. (a) Soit S est la symétrie par rapport à Π parallèlement à D.

On a donc Matℬ(S) = P ⎛⎜⎜
⎝

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟
⎠

P−1 = ⎛⎜⎜
⎝

0 2 −5
−2 5 −10
−1 2 −4

⎞⎟⎟
⎠

.

Remarque : On vérifiera que la relation I𝑑+S = 2𝑝 i.e. S = 2𝑝−I𝑑 se transpose matriciellement
et Matℬ(S) = 2A − I3.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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(b) Soit 𝑝′ la projection sur D parallèlement à Π.

Matℬ(𝑝′) = P ⎛⎜⎜
⎝

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟
⎠

P−1 = Matℬ(𝑝′) = 1
2

⎛⎜⎜
⎝

1 −2 5
2 −4 10
1 −2 5

⎞⎟⎟
⎠

.

Remarque : 𝑝 + 𝑝′ = I𝑑 i.e. 𝑝′ = I𝑑 − 𝑝 et Matℬ(𝑝′) = I3 − A.
(c) Soit S′ la symétrie par rapport à D parallèlement à Π.

Matℬ(S) = P ⎛⎜⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞⎟⎟
⎠

P−1 = ⎛⎜⎜
⎝

0 −2 5
2 −5 10
1 −2 4

⎞⎟⎟
⎠

.

Remarque : S + S′ = 0 i.e. S′ = −S et Matℬ(S′) = −A.

Exercice 19 : Dans E = 𝕂4 muni de sa base canonique, on définit :
— F = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝕂4/𝑥 = 𝑡 = 0}.
— G = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝕂4/𝑥 + 𝑦 = 𝑧 + 𝑡 = 0}

1. Montrer que F et G sont supplémentaires.
2. Écrire la matrice de la projection sur G parallèlement à F.

Exercice 20 : Soit 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé à A = 1
9

⎛⎜⎜
⎝

8 −2 −2
−2 5 −4
−2 −4 5

⎞⎟⎟
⎠

.

Montrer que 𝑓 est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.

Correction : 𝑓 est par construction une application linéaire.

Donc,
𝑓 est un projecteur ⟺ 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑓

⟺ A × A = A

Or, on a bien A2 = A (par calcul) donc 𝑓 est un projecteur.

De plus,

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ker (𝑓) ⟺ 𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (0, 0, 0) ⟺ A ⎛⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

0
0
0

⎞⎟⎟
⎠

⟺ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ(1, 2, 2)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Donc, ker (𝑓) = ℝ(1, 2, 2).

Ensuite,

Im (𝑓) = vect ({𝑓((1, 0, 0)), 𝑓((0, 1, 0)), 𝑓((0, 0, 1)})
= vect ({(8, −2, −2), (−2, 5, −4), (−2, −4, 5)})

Or, (8, −2, −2) = −2(−2, 5, −4) − 2(−2, −4, 5)

= vect ((−2, 5, −4), (−2, −4, 5)) en arrangeant un peu, on trouve finalement
=

𝑒1← 1
9 (𝑒1−𝑒2)

vect ((0, 1, −1), (2, 4, −5)) =
𝑒2←𝑒2−4𝑒1

vect ((0, 1, −1), (2, 0, −1)).

Remarque : Comme Im (𝑓) = ker (𝑓 − I𝑑), on peut également résoudre un système pour trouver la

même chose.

Donc, 𝑓 est le projecteur sur le plan dirigé par (0, 1, −1) et (2, 0, −1) parallèlement à la droite ℝ(1, 2, 2)

Exercice 21 : Montrer que A = (sin(𝑖 + 𝑗)) ∈ M𝑛 est de rang au plus 2.

Exercice 22 : Déterminer le rang des matrices suivantes :

1. A = ⎛⎜⎜
⎝

1 0 0
4 −3 −2

−4 4 2

⎞⎟⎟
⎠

. 2. B = ⎛⎜⎜
⎝

3 4 −1 4
1 2 3 3
2 3 2 3

⎞⎟⎟
⎠

. 3. C =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 1 1 1
1 2 3 1 2
4 2 0 4 2
1 2 1 2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Exercice 23 : Pour 𝑑 ≠ 0, on considère l’équation différentielle (H− 1
𝑑
) :

𝑦′′(𝑥) − 1
𝑑

𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0,

d’inconnue une fonction réelle 𝑦 définie, deux fois dérivables sur un intervalle ouvert de ℝ.

L’objectif de cet exercice est de prouver qu’il existe admet au moins une solution polynomiale non
nulle à (H− 1

𝑑
).

On note ℝ𝑑[X] l’espace vectoriel réel des polynômes de degré inférieur à 𝑑, et on considère l’application
ℎ ∶ ℝ𝑑[X] → ℝ𝑑[X] définie par

∀P ∈ ℝ𝑑[X], ℎ(P) = P′′ − 1
𝑑

XP′ + P.

1. Montrer que, pour tout P ∈ ℝ𝑑[X], on a deg ℎ(P) ⩽ 𝑑 − 1.
2. Montrer que ℎ est un endomorphisme de ℝ𝑑[X].
3. Montrer que l’application linéaire ℎ n’est pas surjective.
4. En déduire l’existence d’une solution polynomiale non nulle de l’équation différentielle homogène

(H− 1
𝑑
).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 24 : Soit 𝑓 ∶ ℝ[X] ⟶ ℝ[X]

P ⟼ P(X) + P(X + 1)

.

1. Montrer que 𝑓 est un automorphisme de ℝ[X].

Aide : Pour la surjectivité, on pourra chercher à se ramener à un problème en dimension finie.

2. Montrer qu’il existe un unique polynôme P𝑛 tel que

P𝑛(X) + P𝑛(X + 1) = 2X𝑛

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P𝑛.
3. Établir que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, P′

𝑛 = 𝑛P𝑛−1.
4. En déduire une expression de P𝑛(X) comme combinaison linéaire de P0(X − 1), P1(X − 1), ⋯

P𝑛(X − 1).

Correction :
1. D’après les lois du ℝ-ev ℝ[X], 𝑓 est linéaire i.e. ∀ 𝜆 ∈ ℝ, P, Q ∈ ℝ[X],

𝑓(𝜆P + Q) = (𝜆P + Q)(X) + (𝜆P + Q)(X + 1)
= 𝜆P(X) + Q(X) + 𝜆P(X + 1) + Q(X + 1)
= 𝜆(P(X) + P(X + 1)) + Q(X) + Q(X + 1)
= 𝜆𝑓(P) + 𝑓(Q).

Donc 𝑓 ∈ L (ℝ[X]).

Comme deg (𝑓(P)) ⩽ max (deg P ; deg P) = deg P, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 ∈ L (ℝ𝑛[X]) i.e. un endomorphisme
de ℝ𝑛[X].

Soit P ∈ ℝ[X] un polynôme de monôme dominant 𝑎X𝑚 tel que 𝑓(P) = 0ℝ[X].

Si P est non nul alors 𝑎 ≠ 0 et 𝑚 ⩾ 0.

Cependant, le monôme dominant de 𝑓(P) est alors 2𝑎X𝑚 qui ne peux être nul si 𝑚 ⩾ 0.

Conclusion, 𝑚 < 0 i.e. P est le polynôme nul et 𝑓 est injectif.

Commentaires : On verra plus tard qu’alors la matrice de 𝑓 (dans la base canonique est donc une matrice triangulaire
supérieure dont les termes diagonaux sont égaux à 2. En particulier, elle est inversible et 𝑓 est un automorphisme de
ℝ𝑛[X] donc de ℝ[X].

2. D’après la question précédente, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 2X𝑛 ∈ ℝ𝑛[X], espace sur lequel 𝑓 est bijective,
donc il existe un unique polynôme P𝑛 ∈ ℝ𝑛[X] tel que

𝑓(P𝑛) = P𝑛(X) + P𝑛(X + 1) = 2X𝑛.

Le polynôme P𝑛 est de degré 𝑛 et son coefficient dominant est 1. Autrement dit P est normalisé.

3. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, d’après la question précédente, P′
𝑛 ∈ ℝ𝑛−1[X] et vérifie 1

𝑛
𝑓(P′

𝑛) = 2X𝑛−1

Par unicité des polynômes P𝑛, on a donc 1
𝑛

𝑓(P′
𝑛) = 𝑓(P𝑛−1) ⟺ 𝑓(P′

𝑛) = 𝑓(𝑛P𝑛−1) par
linéarité.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Par injectivité de 𝑓, on en déduit P′
𝑛 = 𝑛P𝑛−1.

Commentaires : La relation, P′
𝑛 = 𝑛P𝑛−1 entraîne que ∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛K, P(𝑘)

𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1) ⋯ (𝑛 − 𝑘 + 1)P𝑛−𝑘 avec
P(0)

𝑛 = P𝑛.

La famille (P0(X − 1), P1(X − 1), ⋯ , P𝑛(X − 1)) de polynômes non nuls est étagée par les degrés
donc forment une base de ℝ𝑛[X].

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, il existe un unique (𝑛 + 1)-uplet (𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑛) tel que P𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘P𝑘(X − 1).

Par définition des P𝑛 et linéarité de 𝑓, on a :

2X𝑛 = 𝑓(P𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 𝑓 (P𝑘(X − 1))

=
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 (P𝑘(X − 1) + P𝑘(X))

= 2
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 (X − 1)𝑘

Or, X𝑛 = (X − 1 + 1)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

(X − 1)𝑘.

𝑛
∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

(X − 1)𝑘 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 (X − 1)𝑘

En identifiant les coefficients sur la base de Taylor centrée en 1 (1, X − 1, … , (X − 1)𝑛), on obtient :

𝑎𝑘 = ⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

.

Finalement,

P𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

P𝑘(X − 1).

Commentaires : Je n’utilise pas la relation sur les dérivées donc voilà une autre méthode plus moche mais dans l’esprit
de l’exercice :

La famille (P0(X − 1), P1(X − 1), ⋯ P𝑛(X − 1)) de polynômes non nuls est étagée par les degrés
donc forment une base de ℝ𝑛[X].

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, il existe un unique (𝑛 + 1)-uplet (𝑎𝑛,0, ⋯ , 𝑎𝑛,𝑛) tel que P𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘P𝑘(X − 1).

En dérivant membre à membre et considérant que P′
𝑛 = 𝑛P𝑛−1 et P0 = 1, on obtient :

P′
𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘P′
𝑘(X − 1) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘𝑎𝑛,𝑘P𝑘−1(X − 1) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑎𝑛,𝑘+1P𝑘(X − 1).

Or, P′
𝑛 = 𝑛P𝑛−1 = 𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑛−1,𝑘P𝑘(X − 1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Par liberté de la famille (P0(X − 1), P1(X − 1), ⋯ P𝑛(X − 1)), l’écriture est unique et on obtient :

∀ 𝑘 ∈ J0 ; 𝑛 − 1K , (𝑘 + 1)𝑎𝑛,𝑘+1 = 𝑛𝑎𝑛−1,𝑘 ⟺ ∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛K , 𝑎𝑛,𝑘 = 𝑛
𝑘

𝑎𝑛−1,𝑘−1.

Par récurrence, on en déduit que ∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛K, 𝑎𝑛,𝑘 = ⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

𝑎𝑛−𝑘,0 puis

P𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

𝑎𝑛−𝑘,0 P𝑘(X − 1).

Il ne reste plus qu’à trouver 𝑎𝑛−𝑘,0. On revient à l’égalité fonctionnelle :

2X𝑛 = P𝑛(X) + P𝑛(X + 1)

=
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘P𝑘(X − 1) +
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘P𝑘(X)

=
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘(P𝑘(X − 1) + P𝑘(X))

=
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘(2(X − 1)𝑘)

On évalue en 1 pour trouver :
2 = 2𝑎𝑛,0 ⟺ 𝑎𝑛,0 = 1.

Commentaires : Si on écrit X𝑛 = ∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

(X − 1)𝑘 on peut trouver tous les 𝑎𝑛,𝑘, ∀ 𝑘 ∈ J0 ; 𝑛K.

Finalement,

P𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

⎛
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎠

P𝑘(X − 1).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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