Chapitre

A Géométrie de 1l'espace

Dans l’espace, personne ne vous entendra crier.

Tagline du film Alien, le huitiéme passager.

Nous continuons dans ce chapitre notre étude des techniques de base en géométrie, mais cette fois-ci
dans l'espace. Rien ne change tres profondément par rapport a ce que nous avons vu dans le plan, il y a
simplement une coordonnée de plus ... et un peu plus de place re...!
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Dans tout le chapitre, on note & 'ensemble des vecteurs de I’espace et & I'ensemble des points de ’espace
et, dans tous les exercices, ’espace sera muni d’un repére (O;4;j; k) orthonormé direct.
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I/ Mode de repérage

Puisque ¢a fonctionne exactement de la méme facon que dans le plan, nous ne reprendront pas toute
la présentation sur les vecteurs faites dans notre premier chapitre de géométrie. Les opérations sont de
toute facon les mémes, et la structure d’espace vectorielle est également présente.

Définition 1 (Vecteurs coplanaires) : Trois vecteurs 4, U et w de Iespace sont dits coplanaires s’il
existe un triplet (a; 3;7) # (0;0;0) de réels tels que :

ot + 6 + W = 0.

Si I'un des trois coefficients, par exemple «, est nul, cela signifie que deux des vecteurs (ici 4 et ¢) sont
colinéaires.

Dans le cas général, w peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs u et ¥, ce qui signifie bien
intuitivement qu’il se situe « dans le plan » défini par les vecteurs 4 et .

I.1 Coordonnées cartésiennes

Définition 2 :
— On appelle base de & tout triplet de vecteurs non coplanaires B = (Z 7 7%)
— On appelle repére (cartésien) de & tout quadruplet (O;7;] ;%), ou O est un point de & et
B = (i;j;k) est une base de €£.

O est appelé origine du repere.

Cas particuliers :

— Le repere et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs 1, f et k sont deux a deux orthogonaux.
— Si de plus, les vecteurs 4, j et k sont unitaires alors le repére et la base sont dits orthonormés.

Proposition 1 :
Soit B = (/' 09 A') une base de &.
c

Tout vecteur u € & s’écrit de maniere unique sous la forme

U= xi + ,1/]+ 2k ol (z: y:z) € R3. (XXXII.1)

On dit que u est une combinaison linéaire des vecteurs i, j et k.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure XXXII.1 — Coordonnées cartésiennes d’un point et d’un vecteur de ’espace.

En particulier, pour tout point M de 'espace &, le vecteur OM se décompose de maniére unique dans la
base B sous la forme

TIXXX JHLIdVHD

OM = zi + yj+ 2k ot (z;y)z € R3. (XXXII.2)
()]
g s . - m
Définition 3 (Coordonnées cartésiennes) : O
— Soient B = (f,f,%) une base de I'espace Eetiel. z
mh
v =
On appelle coordonnées du vecteur % dans la base B, notées 4 (z;y; 2) 5 Ou ul|y| ,letriplet )
z 5 m
(x;y;2) de la décomposition (XXXIIL.1). -,
r m
— On appelle coordonnées du point M dans le repere X, notées M (z;y; 2) 5 O M|y | ,letriplet -
z/ |'|:|
(x;y;2) de la décomposition (XXXII.2). wn
O
>
Vocabulaire : x, y et z sont respectivement appelés, abscisse, ordonnée et cote de M dans le repere X. M

Bien entendu, les coordonnées dépendent de la base et/ou du repeére choisis.

Cette derniere définition constitue en fait une identification entre I’ensemble des points de l’espace,
I’ensemble des vecteurs de 1’espace, et I'ensemble R? des triplets de réels.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Rappel 1 (Coordonnées de vecteurs) : Soit B = (f;f;%) une base de Pespace &.
/
z
— Soient @ | ¥ |, 0|y | et A €R. Alors :
z Z/
x+ax Az
u+v=|y+y et M=y
z+ 7 Az
I — T
— AB= YB — Ya
“B T %A
— Si I est le milieu de [AB] alors I (xB;—xA c yB—;yA c ZB—;ZA )

1.2 Coordonnées cylindriques

La repérage cylindrique consiste tout simplement a remplacer les deux premieres coordonnées cartésiennes
x et y par des coordonnées polaires dans le plan engendré par ¢ et j, sans toucher a la troisiéme coordonnée
z.

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé
(Osi575k).

Soit M € & et M’ son projeté orthogonal sur le
plan (Ozy).

(O ; {,f) est un repere du plan (Ozxy).

M’ admet pour coordonnées polaires [p; 6] dans ce
repere i.e.

-

OM’ = pu, = pcos(8)i + psin(h)j.

Figure XXXII.2 — Coordonnées cylindriques d’un point de ’espace.

Définition 4 (Coordonnées cylindriques) : On appelle coordonnées cylindriques de M tout triplet
(p;0;2) tel que :
OM = pcos(8)i + psin(0)j + zk.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Remarques :

— Comme les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques ne sont pas uniques.

On impose 'unicité si on exige p > 0 et 6 € [0; 27[, ce qui exclut le point O. (sic!)
— Si un point M a pour coordonnées cartésiennes (x ;y; z) et pour coordonnées cylindriques (p;8; z)
dans un repeére orthonormé R(O;i;j;k) alors :

x =pcos(f), y=psin(f) etz est inchangé!

p = v/ 22+ 92 ne correspond pas a la distance du point M a l'origine du repeére,
ATTENTION mais & la distance OM’, ou M’ est le projeté orthogonal du point M sur le plan
(05i7).

1.3 Coordonnées sphériques (Hors-Programme)

Ce dernier repérage utilise désormais une seule distance et deux angles, c’est en fait le repere qu’on utilise
régulierement pour les points situés sur le globe terrestre (ou la distance au centre de la Terre, constante,
n’est pas précisée) quand on donne la latitude et la longitude d’un point. La convention utilisée ici est
légerement différente.

L’espace & est rapporté a un repére orthonormé X = (O; i f ; 7%)

Définition 5 (Coordonnées sphériques) : On appelle coordonnées sphériques de M tout triplet
(r;0; ) tel que :

— r=0M

— Les coordonnées polaires de P, projeté orthogonal de M sur (Ozy), sont [rsin(y) ;6] dans

(05457).

— o= <E7OW) € [0;7]. C’est un angle non orienté.

Figure XXXII.3 — Coordonnées sphériques d’un point de I’espace.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Vocabulaire : r, 6 et ¢ sont respectivement appelés rayon, longitude et colatitude de M dans le repére

(037375 k).

Si un point M a pour coordonnées sphériques (r;0; ) alors P, le projeté orthogonal de M sur (Ozy), a
pour coordonnées polaires [rsin(y) ;6] dans (O i j

-

Ainsi, OP = rsin(¢) cos(0)i + rsin(y) sin(6)].
Or, OM = OP + PM avec PM = r cos(p)k.
On a donc

rsin(p) cos(0)
OM = rsin(p) cos(0)i + rsin(p) sin(6)j + rcos(p)k <= M | rsin(p)sin(6)
rcos(p)
Il n’est en général pas aisé de passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques car il faut
avoir deux angles remarquables a reconnaitre pour obtenir une expression simple.

Il est toutefois bon de connaitre la méthode : on commence par factoriser par r en laissant les deux
premiéres coordonnées groupées, on fait apparaitre 'angle ¢, puis on factorise & nouveau les deux premiéres
coordonnées pour reconnaitre ’angle 6.

Exercice 1 : Déterminer les coordonnées sphériques du point M (1 i1 \/5)

Correction : Comme OM=+v1+1+2=2,0na:

1
OM_z+]+xfk:_2< z+2j)+\2[k:

-5 2 A ™
Sur la derniére coordonnées, on reconnait ¢ = 1

o (5) (2574 ) o ()
= 2ZSIn | — —1 — COS | —
1)\ 2’ " 4
. s
On reconnalt encore 0 = Z :

— D (g) (cos (g) 7+ sin (g) f) 1 cos (g) k

Un triplet de coordonnées sphériques de M est donc (2 ; g ; %)

Ne pas confondre latitude et colatitude! La latitude est un angle appartenant

[543
a ===
2 2

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure XXXII.4 — Coordonnées géographiques.

II/ Produit scalaire

Soient A, B et C trois points de 1’espace alors il existe un plan (£?) contenant les vecteurs AB et AC.

En effet, si AB et AC sont colinéaires, il suffit de prendre un plan contenant la droite (AB), le plan (ABC)
sinon.

11.1 Produit scalaire en dimension 3
Définition 6 (Produit scalaire) : Soient i et ¥ deux vecteurs de &.
Soient A € &, B et C de & tels que % = AB et ¥ = AC et () un plan contenant les vecteurs AB et
AC.
On appelle produit scalaire de 4 et U le produit scalaire de AB et AC calculé dans le plan (22).
Ainsi,
L, ABXACX‘E;;A;\C:‘»XHC‘? siw+0etd+£0
T TG cos( ) [Z] x ||v]|cos (W ;¥) siuw+#0et v+ (PS 1)
0 sii=0o0uv=0
= AB - AH avec H le projeté orthogonal de C sur (AB)
1
= 5 (I +91* - 1@l - 1ol* ) (P.S 2)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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,/

Figure XXXII.5 — Produit scalaire dans 1’espace.

Remarque

: (5,\17) désigne I'angle géométrique formé par les vecteurs 4 et ¥. Il est compris entre 0 et 7.

Le produit scalaire de deux vecteurs de 1’espace se ramenant au produit scalaire de ces deux vecteurs
dans un plan, le produit scalaire conserve ses propriétés, en particulier la bilinéarité et la symétrie :

Vi, b, we &,V (a;f) e R,
(i) 4.5 = ..
(ii) u.(av + fw) = au.v + fu.uw
(ot + V)W = i W + [0

11.2 Expression dans une base orthonormale

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé (O ; iij ,%)

Proposition 2 :
Soient 4 (x;y;2), v (x";y ;2") dans une base B = <i 2 g A‘) de &.
Alors,
i-0=uxr +yy +22. (P.S 3)
lall =
En particulier,
Al = HL\RH = V/(zg—24)? + (yg—Ya)? + (23 — 2a)2.
x x
Preuve : Soient u (y) Gy |ietd=aity+iheti=a'i+yj+7k
z o
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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D’ou,
U-0=(zi+yj+2k).(2'i +y'j+ 2'k)
= zz’ zz—{—yy ]j+ZZ k‘k
i i [
—i—xyz-]—i—ﬂcz’f%—i—g;ff-f—i—gif%—l— o'k -7+ y%-f
=0 par orthogonalité de la base B = ({ 7 %)
=z’ +yy + 22,
Exercice 2 : Dans l'espace muni d’'un repére orthonormé (O,i,7, k) on considére ¢ = i — k et
b=1i+v6j—k
Déterminer une mesure de I’angle non orienté (6,5)

IT1/ Produit vectoriel

II1.1 Orientation de I'espace

TIXXX JHLIdVHD

Une fois choisis deux vecteurs unitaires et orthogonaux i et j de 1'espace, il reste deux pOSSlblhteS pour
compléter la base orthonormée, comme l'indique les deux schémas ci-dessous dans lesquels kl et k2 sont

des vecteurs unitaires orthogonaux aux vecteurs 7 et j. ()
: m

A ] ™
..................... >

kq 7 -

m

J ks @)

..................... ] > - m
i -

m

wnn

=

Figure XXXII.6 — Base directe Figure XXXII.7 — Base indirecte @)

m

Figure XXXII.8 — Bases orthonormées de l’espace.

On convient de dire que (Z; j ,E) est directe alors que (z_"; j ,E;) est indirecte.

Plusieurs moyens pour s’en souvenir :

— Bonhomme d’Ampére : adossé a 7{?, il a son pied droit sur ¢ et son pied gauche sur j.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




-

-

GEOMETRIE DE L’ESPACE

CHAPITRE XXXII.

10

ITII. PRODUIT VECTORIEL PTSI VINCI - 2025

— Reégle des « trois doigts » : le pouce de la main droite sur 7, Pindex sur j et le majeur sur k_£

Figure XXXII.9 — Reégle des trois doigts pour orienter ’espace de maniére directe (avec la
main droite !!!l)

Il faut bien avoir conscience qu’on ne peut pas définir de sens direct pour les plans dans ’espace.

Par exemple, si on considére une base directe, si on regarder le plan engendré par iet 7 « du dessus » (du
coté ou les cotes sont positives), la base (z ; f) de ce plan parait directe.

Mais vue « du dessous », elle semble indirecte.

Pour toute la suite du chapitre, on fixe une bonne fois pour toutes une base orthonormale de 1’espace
(i 17 kl). Cette hypotheése ne sera pas rappelée dans tous les énoncés, qui pour certains seraient faux
dans une base quelconque.

Proposition 3 :

Soit (i;7; /;) une base orthonormale.
Si ’on remplace un des vecteurs par son opposé, la base change d’orientation.
Si on échange deux vecteurs, la base change d’orientation.

— Si on effectue une permutation circulaire sur les vecteurs, la base ne change pas d’orientation.

Remarque : Ces notions restent applicables a toute base de ’espace, méme si elle n’est pas orthonormale.

I11.2 Produit vectoriel en dimension 3

Il n’est pas possible de définir un produit mixte de deux vecteurs dans ’espace de la méme fagon qu’on le
fait dans le plan, car cette définition faisait apparaitre un sinus, dont le signe dépend de 'orientation de
I’angle entre les vecteurs.

Or, comme on ’a vu, 'orientation des plans dans ’espace n’est pas possible. L’outil qui remplace en
quelque sorte le produit mixte est le produit vectoriel.

Définition 7 (Produit vectoriel) : Soient i et ¥ deux vecteurs de €.

On appelle produit vectoriel de 4 et ¥, noté 4 A v, le vecteur défini par :

0 si U et ¥ sont colinéaires
TAD = (P.V1)

|%| x |©]sin (i ;0) k sinon ol k est unitaire et directement orthogonal & (% ; ¥)

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Soient u et ¥ deux vecteurs de &.

UNU=0 < U et U sont colinéaires. I

—_

Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires (4 ;9) désigne 'angle géométrique formé par les vecteurs 4 et 0. Il est
compris strictement entre 0 et 7.

En particulier, sin (4 ;9) > 0 et @ A U a la méme direction et le méme sens que k.

Corollaire 3.1 :
Si 4 et v ne sont pas colinéaires alors (4 ;7 ;4 A U) est une base directe de ’espace.

S —

Remarque : Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires, ||i A | = [|u] x ||J]| X sin (4 ;U) est toujours 'aire du
parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et .

- o o

Exercice 3 : Soit (z o i k) une base orthonormale directe de &.

Déterminer i A 7, i A E et JA k.

I11.3 Propriétés algébriques

Proposition 4 :
Soient u, U et w trois vecteurs de l'espace £ et soient « et [ des réels.

Alors :

l. UANU=—UAU (Le produit vectoriel est anti-symétrique).

o o ) ) \ - ) Le produit vectoriel est
2. (au+PUV) NU=0uNWw+ BUNW

. . \ \ ) i linéaire & gauche et & droite
U N (al+ fw) = ati AU+ Pu AW

On dit que l'application

A ExE — &
(U;0) +— UAD

est bilinéaire (2) alternée (1).

Preuve :

1. Soient 4 et ¥ deux vecteurs de |'espace E.

—

— Si 4 et ¥ sont colinéaires alors 4 A ¥ = U A 4 = 0 et la propriété est vérifiée.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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— Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires, on note k le vecteur unitaire et directement orthogonal a
(U ;0). (ﬁ;ﬁ; k) est alors une base directe de I'espace et

La base (T;;ﬂ;—%) est aussi une base directe de |'espace et le vecteur —F est un vecteur
unitaire directement orthogonal a (¥; ).

D'ou, . —

OAG = ||9] x i sin(F;4) (—k) = — |l x |9] sin (@;7) k = —1i A 0.

2. Résultat admis!

Le produit vectoriel n’est pas associatif.
GADANj=kANj=—i # iA(GA])=iA0=0.

De ce fait, I’écriture u A ¥ A w n’a pas de sens.

Exercice 4 : Soit A, B, C trois points de ’espace. Montrer que pour tout point M de ’espace :

MA A MB + MB A MC + MC A MA = AB A AC.

111.4 Expression dans une base orthonormée directe

Proposition 5 :
Soit (/' 27 A') une base orthonormée directe de &.

/\/ /ﬁ,
T I8 yz —y =z
/

Siu|y|etv|y alors u AU | 2’2 — 12/
/

- xy —x'y

Autrement dit,

/

x 2| |z o

y v

s

Z Zz

Les formules des coordonnées sont en fait des formules de déterminant ot on « oublie » dans les deux

vecteurs la coordonnée qu’on est en train de calculer pour le produit vectoriel. Attention tout de méme
au changement de signe tres piégeux pour la deuxiéme coordonnée !

Exemple 1 : On peut toujours calculer des aires de triangle a ’aide du produit vectoriel.

Par exemple, si A (1;2;3), B(—1;1;—1) et C(0;2;4) alors :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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2 —1 —1
AB|-1|,AC| o0 | puisABAAC| —6
—4 1 —1

V38

Enfin, Axpc = 3 [AB A AQ| = 20,

Figure XXXIL.10 - A 5o = % |[AB A AC|

Preuve : Soit B = (f;f;%) une base orthonormale directe de &.
Il suffit simplement d'utiliser la bilinéarité et |'anti-symétrie du produit vectoriel dans la base 3.
AT = (ayf+ yj + z%) A (a;’?+ y'j+ z’E)

— M + xy/ w+xz/ zl/\jﬁ—ya:’@j%—M +y2 AE

=k ==J =k =i
oa RAT oy B A+ R
- —
=] =1

—

= (y2' —y2)i+ (2’2 — 22" )]+ (zy —z'y)k.

Pour répondre définitivement a la non-associativité, on peut alors démontrer le résultat suivant :

Corollaire 5.1 (Double produit vectoriel) :
Soient u, U et w trois vecteurs de 'espace E.

m(mw) :<ﬁ-w>ﬁ—<vj-ﬁ>w.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Le vecteur 4 A (17 A ﬁ) appartient toujours au sous-espace engendré par v et w, puisqu’il est orthogonal a

Iorthogonal de ce sous-espace. Ce vecteur est donc combinaison linéaire de v et w. La formule du double
produit vectoriel explicite les coefficients de cette combinaison sous forme de produits scalaires.

Preuve : La démonstration n'apporte aucune difficulté dans une base orthonormée directe en utilisant

les expressions des produits scalaires et vectoriels dans cette base.

IV / Déterminant de trois vecteurs

Définition 8 : Soient u, ¥ et w trois vecteurs de ’espace é.

—

On appelle déterminant ou produit mizte de i, ¥ et w, noté det (u;v;w), le réel :

det (a;a;@):(am).w.

Par analogie avec le plan, le produit mixte de u, ¥ et W est également noté [ﬁ; U; Ui} mais cette notation

sera rapidement abandonnée & mesure que 1’on gagnera en dimension de ’espace.

Exemple 2 : Si (Z 7 7%) est une base orthonormée directe alors

et (i:7:%) = (7nf) k=% k= [{ = 1.

IV.1 Interprétation géométrique du produit mixte

Proposition 6 :
Soient u, U et w trois vecteurs de ’espace £ non coplanaires.

Alors, |det (u;;w)

est l'aire du parallélépipede construit sur les vecteurs u, v et w.

Lycée Jules Garnier
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uNT

Figure XXXII.11 - Volume d’un parallélépipede dans I’espace.

Preuve : Soient 4, U et w trois vecteurs de I'espace £ non coplanaires.
On note ABCDA'B’C’D’ le parallélépipéde construit sur les vecteurs i, ¥ et .

Notons a = (w;u A ¥) € [0;7] et H le projeté orthogonal de A’ sur le plan (ABCD).

La hauteur de ce parallélépipéde est A'H = || x |cos af.

IS

La base est un parallélogramme dont I'aire est égale a ||u] x ||J]| x sin (

Le volume du parallélépipede est donc V = |[i A ¥ x ||| x |cosa| = ‘(ﬁ A 6).@‘

= |det (4 ;U;wW)]|.

/;5):Hu/\v.

F. PUCCI
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IV.2 Expression du déterminant dans une base orthonormée directe

PTSI VINCI - 2025

Proposition 7 :
Soit (/' 2 9is /;) est une base orthonormée directe de &.

/ n

7 x 0
Siu|ly|, vy | eew|y"| alors
% ) N
B @ @
7 " ’ " ./ 1
R . y oy T a 1 1
det (u;v;w)=\y vy y'|==x —y +z, (dete. )
o 2 2 2 2" Yy '
. Z/ :Vl
y oy , i e &t
= —g’ +y —z ”‘ (det¢. )
2 ://yl > Z” (/ !/ /2
Y Y ol i e e o2
=K Yy 2 , (detc,)
z 2/ 2 2z y oy ’

On dit que I'on a respectivement développé par rapport a la premiere, deuxiéme ou troisieme colonne.

Preuve : |l suffit de calculer det (4 ;¥;w) = (ﬁ A ﬁ).w dans la base orthonormée directe (f;f;%) :

vy
z 2

P s - =)\ — €T xl 1

det (u;v;w)z(u/\v).wz — , Y
z x
vy

/ 7 /7

T x
:xn y y —y" , +Z" , = (detc3)
z 7z z oz Yy

En I'état de nos connaissances, pour montrer que (det~ )=(det~ )=(det~ ), on ne peut malheureusement
P q Cy Cy oh P
que développer chacune de ces expressions et constater leur égalité. Laissé a I'étudiant courageux.

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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x . x/ x"
N 7
~ 7
AN 7 N
* /// . :ZL'y/Z"+yZ/LU"+ZLU/y'|
Y Yy Yy
\\ 1 \\ 1 _ (Zy/fl7‘l _i_wz/yu _"_yw/zll)
N7 N7
< <
70N 7N _
- A - A Pour calculer un peu plus rapidement les produits mixtes (et
7 7
z Z z" ne pas se tromper dans les signes), on peut appliquer la régle
\\\ /1 \\\ /1 + de Sarrus ). On écrit le diagramme ci-contre :
/<\ /<\ — On additionne les trois produits obtenus le long des
7 7 -
o’ 7 , 7 | diagonales descendantes,
/ xr X . . .
7 ! AN 4 — et on soustrait les trois produits obtenus le long des
g S diagonales ascendantes.
4 N
7 g / ‘ n
Yy ) Yy

+
Figure XXXII.12 — Regle de Sarrus

Corollaire 7.1 :
Soit (2 2 e k) est une base orthonormée directe de &.

det (;,5,7@‘) =1.

TIXXX JHLIdVHD

Exercice 5 : Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs :

-

u(1;2;—-1),9(—1;3;—1) et W(—8;1;0).

-

IV.3 Propriétés algébriques

Proposition 8 :
Soient u, U, w et € des vecteurs de I'espace £ et soient « et [ des réels.

. det (au + B7 ;U ;W) = adet (u;v; W) + Bdet (7;v;W).
det (u;av+ Br;w) = adet (4 ;V;w) + Bdet (w7 :;W).
v

Alors : det (u;v; 0w+ Or) = adet (u;v;w) + fdet (u;0;7).

On dit que le déterminant est trilinéaire dans &.

A2VvdS3.1 3d JIHLINO0ID

|1]. Pierre Frédéric Sarrus, né le 10 mars 1798 a Saint-Affrique et mort le 20 novembre 1861, est un mathématicien
francais.

Ses travaux portent sur les méthodes de résolution des équations numériques et sur le calcul des variations. En 1853, il
résout 1'un des problémes les plus ardus de la mécanique des pieces articulées, celui de la transformation des mouvements
rectilignes alternatifs en mouvements circulaires continus.

Mais il est surtout célebre aupres des étudiants en mathématiques pour une régle de calcul des déterminants d’ordre 3
qui porte son nom. Celle-ci fut explicitée pour la premiere fois dans ’article « Nouvelles méthodes pour la résolution des
équations » publié & Strasbourg en 1833.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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3. det (u:v;w) =det (W;u:;:v) =det (v:w:u).

On dit que le déterminant est invariant par permutation circulaire.

l. det (u:0;wW) = —det (V;u:W) = —det (u:wW:0) = —det (W:V;u).

On dit que le déterminant est anti-symétrique.

Le déterminant change donc de signe si I’'on échange deux vecteurs.

Preuve : Rien de bien compliqué en utilisant les propriétés et définitions précédentes.

IV.4 Condition de coplanarité

Théoréme 9 :
Soient u, ¥ et w trois vecteurs de ’espace &. Alors,

U, U et w sont coplanaires si, et seulement si det (4 ;¥ ;w) = 0.

Preuve : Soient 4, ¥ et W trois vecteurs de |'espace &.

—_—

SoitOeé"etA,BetCteIsquez‘Z:O—A,ﬁ:@etho

= : Supposons que 4, U et W soient coplanaires.

Q

— Si @ et ¥ sont colinéaires alors @ A & = 0 puis det (U;0;w) = (ﬁ A 6).@ =0.
— Si 4 et U ne sont pas colinéaires alors C € (OAB) et W est combinaison linéaire de 4 et v
iie. 3 (a;B) € R? tel que W = aii + B0.

On a alors :

<l

'H.
303

IS

det (u;v;w) =det (u;0;at + V) = adet (u;0;u) + Sdet (

).
Or,

Donc, det (u;9;w) = 0.
< : Supposons que det (4 ;9 ;W) = 0.
— Si 4 et ¥ sont colinéaires alors 4, U et W sont coplanaires.
U

— Si

et ¥ ne sont pas colinéaires, on pose P € & tel que OP =4 A® + 0.
Par définition, OP est directement orthogonal 3 (ii; %) i.e. orthogonal au plan (OAB).
Or, det (i;5;@) =0 < (am).w:o & OP-0C =0 ie Ce (OAB).

Il en résulte que 4, ¥ et w sont coplanaires.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 6 : Soient u(—1,1,1),4(3,1,2),w(1, 1,2) trois vecteurs de ’espace.

(u, U, w) sont-ils coplanaires ? Si non forment-ils une base directe ?

A retenir 1 :

c I —

e un des des vecteurs u, U et w est nul

ou

e deux des vecteurs u, U et W sont égaux

ou - o —
Si < Lo o , alors det (u;9;w) = 0.
e deux des vecteurs u, v et w sont colinéaires

ou

e un des vecteurs 4, U et w est combinaison

linéaire des deux autres

L’application
det : &3 — R

est une forme trilinéaire alternée.

Remarque : On peut prouver a partir du caracteére alterné que le produit mixte est antisymétrique :

En effet,

+ det (4;0;W) + det¥sgiw) =0

)

)

< det (V;u;w
viusw

) +det (u;0;w) =0
7

) = —det (@;7;).

)

)

< det (
Il y a, en fait, équivalence entre les deux propriétés si la caractéristique du corps est différente de 2.
Exercice 7 : Soient u, v, w trois vecteurs de I’espace.
1. Montrer 'inégalité de Hadamard :
(6, 9, @] < [af|5]]].
2. Montrer l'identité de Lagrange :

(@-9)* + (@ A D)|? = Jaf*15]*.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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V/ Droites et plans de I’espace

V.1 Représentations paramétriques

L’espace est muni d'un repére (0;7;7; 7%)

Proposition 10 (Droite) :
Soient A (2 ;ya;24) € & et u(a; ;) € & un vecteur non nul.
La droite (2) = A + Ru passant par A et dirigée par ¢ admet pour représentation paramétrique :
T=x5 + ot
y=yp+pt ,tek
z = Zp + 1
[e%

Figure XXXII.13 — Equations paramétriques d’une droite.

Remarques :

— Les coordonnées (x ;y; z) représentent les coordonnées d’un point M (z;y; z) quelconque qui appar-
tiendrait a la droite (2).

Les points de la droite (2) sont alors obtenus en faisant varier le parametre ¢ dans R.

— En particulier, le couple (A, ) doit étre vu comme un repére de la droite (Z). Le paramétre ¢ est
alors ’abscisse d’un point M de la droite dans celui-ci.

— Pourquoi appeler le parameétre ¢ 7

Tout simplement pour faire référence a la physique ot un mobile M(t) sera représenté a tout instant
t par ses coordonnées, dépendantes elles-mémes de t, par ses « équations-horaires » :

z(t) =z + ta
M(t) S y(t) =ya +tB , t R
z2(t) = z5 +ty

— Enfin, avec une notation plus orientée algebre linéaire,

(7) = A + vect (u).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Preuve : |l suffit simplement de traduire le fait que :

M (z;y;2) € (2) < AM et i sont colinéaires

T—Tp o
— JteR/AM=ti < 3FteR/ |y—ya | =t |8
Z—Zp Y

T—xp =ta T =Ty +ta

= JtER/ S y—yy =18 < TFtcR/ S y=ys +15
Z—zp =ty zZ=zp +1ty

Remarque : Pour une demi-droite, il suffit de remplacer ¢ € R, par ¢ € [a;+oo] ou t € | — 00; f, par
exemple, pour des demies-droites fermée et ouverte respectivement.

Pour un segment il suffira de remplacer ¢ € R par t € [a;b].

Proposition 11 (Plan) :

Soit A (2 ;ya ;24) € & un point et soient 4 (o ;51 ;71) et U (y ; Bs ;75) deux vecteurs non colinéaires
de €&.

an (&) = / i+ Rv, pass: ar / irigé par u et ¥ a 0 csentation paramétri :
Le plan (&) = A+Ru+Rv, passant par A et dirigé par « et v admet pour représentation paramétrique :

représentation paramétrique, de la forme :

T =Tp + 1ty + Sy

TIXXX JHLIdVHD

(P): Sy=1ya +tB; +5By , (t;5) € R?.
z=zp + 1ty + 879 m
mh
o
<
mh
(Z) = A + vect (u; U). -]
s
m
O
m
F-
m
wnn
O
>
(@)
m

Figure XXXII.14 — Equations paramétriques d’un plan.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Preuve : Le point M appartient au plan (£?) si, et seulement si les vecteurs AM, 1 et ¢ sont coplanaires :

M (z;y;z) € (P) < I (t;s) € R2 / AM = tii + s

T —Tp a Qg
< J(t;9)eR/ |y—ya | =t| B | +s]| 5
ZTAA M Y2

T —Tp = tay + sy
= J(t;s) ER? [ qy—ya =1tB1 + 5B,
z—zp =1ty + 57
T =xp +tag + say
= I (t;s) ER?/ qy=ya +tf1 + 35,
z=2zp +1ly; + 87

V.2 Equations cartésiennes de plan

Proposition 12 :
Soit (O;i;7;k) un repere orthonormé direct de &. Soit A (x, ;ya;24) € & un point et soient

U (o ;81 571) et U(ag; By ;,) deux vecteurs non colinéaires de &.

Le plan (£2) passant par A et dirigé par 4 et ¥ admet pour équation cartésienne :

T—Tp O Oy

Y—UYa s‘{/))l e‘"‘l;2 = 0.

> 4 ~ A~
Y. )i

Preuve : Soit (z;y;2) € R3.

M (z;y;2) € (2) < AM, 1 et ¥ sont coplanaires < det (m;ﬁ;ﬁ) .

Proposition 13 :
Soit (O;4;7;k) un repere quelconque de &.

1. Tout plan (&) admet une équation de la forme ax + by + cz +d = 0 avec (a;b;c) # (0;0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan (£2).
2. Réciproquement, soit (a; b; ¢; d) € R* tels que (a;b;c) # (0;0;0) alors 'ensemble des points
M (z;y; 2) dont les coordonnées sont solutions de I’équation ax + by + cz + d = 0 est un plan
a
(Z) de vecteur normal 7 | b

C

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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T
Un point M | ¥ | de l'espace appartiendra donc au plan (&) si, et seulement si ses coordonnées sont

z
solutions de I’équation a 3 inconnues ax + by + cz + d = 0.

Remarque : L’équation cartésienne n’est pas unique. On peut toujours multiplier les coefficients a, b et
¢ par un facteur k£ non nul i.e. remplacer le vecteur normal 71 par un vecteur qui lui est colinéaire.

Preuve : Deux implications a montrer :

— Si M (z;y;2) est un point de I'espace appartenant au plan () passant par A (x5 ;ya ;24) €t de
vecteur normal 71 (a;b;c) alors :

$—.'EA a
AM.n =0 = |Yy=yal.|lb]| =0
Z—Zp c

a(r—xp)+ (Y —ya) +(z—24) =0 < ar+by+cz—(axy +bys +c2,) =0
d

ar +by+cz+d=0.

— Réciproquement, supposons que les coordonnées d'un point M (x;y; z) soient solution de I'équation
ax +by+ cz+d = 0 et montrons qu'il appartient alors a un certain plan (£?) dont on devra trouver
un vecteur normal 7 et un point A.

Comme a, b et ¢ sont non tous nuls, on peut, par exemple, supposer que a # 0. Le point

d
A (_7 ;0;0) appartient donc au plan (£).
a

On peut aussi poser 7i (a;b;c), vecteur non nul car a, b et ¢ sont non tous nuls.

d
T+ = a d
On calcule alors AM.7 = “AAe| = (x + 7) X a4+ by+cz
a
4 c
=ar+by+cz+d=0.
Le point M appartient donc au plan () passant par A et de vecteur normal 7i.
v,
0
Exemple 3 : Les Plans (O; i f), (O; i %) et (O; J: %) passant par O | 0 | et de vecteur normal
0
0 0 1
respectif Elo , j 1]etifo ont, respectivement, comme équation z =0, y =0 et z = 0.
1 0 0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 8 : L’espace est muni d’un repeére orthonormé (O ; e E E)

Déterminer une équation cartésienne et un systeme d’équations paramétriques du plan :
1. passant par A(1,—1,2) et dirigée par les vecteurs 4(2,0,1) et ¥(2,1,0).
2. passant par les points B(—1,1,1),C(1,—1,1) et D(1,1,—1).
3. passant par C et normal au vecteur .

Définition 9 (Equation normale d’un plan) : Soient a, b, ¢ et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0)
et () le plan d’équation ax + by 4+ cz + d = 0.

a
L’équation est dite normale si a® + b2 +c¢? =1 ie. || =1 ou 7 ( ) .
c

Théoreme 14 :
Soient () et (£’) deux plans de I'espace de vecteurs normaux respectifs 7 # 0 et n” # 0.

— Si 7 et n/ ne sont pas colinéaires, les plans () et (2) sont sécants suivant une droite (2)
dirigée par n A n’.
— Si 7 et n’ sont colinéaires et si A est un point quelconque de (2) :

— Si A € (2), les plans (£) et (£?’) sont confondus.
— Si A ¢ (2), les plans (Z2) et (£?) sont strictement paralleles.

— (P) et (P') sont perpendiculaires si, et seulement si 7 et n’ sont orthogonaux.

Ainsi,

—

(P) ) (P) < AT =0 et (P)L(P) < ﬁﬁ:o.l

Petite remarque en passant : deux droites contenues dans des plans perpendiculaires ne sont pas nécessai-
rement perpendiculaires (elles peuvent étre paralleles), et deux droites incluses dans des plans paralléles
ne sont pas forcément paralléles (elles peuvent étre orthogonales).

S

3¢
]

o
(2)

Table XXXII.1 — Position relative de plans.

Preuve :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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— Si 7i et n’ sont colinéaires alors les plans () et (£?’) sont paralléles. Reste a savoir s'ils sont
confondus ou disjoints.

— Si 7 et n’ ne sont pas colinéaires, les plans () et (') sont sécants suivant une droite (2).
Me (2)N(P) < {ﬁig?)
AM L7
{m L/
< AM est colinéaire 3 7i A /.

<= M appartient a la droite passant par A et dirigée par 1. A n.

Pour résumé : i An’ # 0 = (2) = (2) N (P’) est une droite dirigée par L A 1.

Remarque : Dans I’espace, une droite (2) n’est pas représentée par une seule équation cartésienne mais
par deux : celles de deux plans sécants dont elle est 'intersection.

Plus précisément, en posant

(2): ajx+byy+cz+d, =0 un plan de vecteur normal 7y | by | # 0,

(P') ¢ anx + byy + o2 4+ dy = 0 un plan de vecteur normal 75 | by | # 0.

Si iy Ay # 0 alors () et (') sont sécants suivant une droite (2) dont un systéme d’équations
cartésienne est :

a1z +by+cz+d; =0

Ao + boy + oz +dy =0

z=1+2¢
Exercice 9 : Soit A (0;—1;4) et (2): <y=—-2+3t ,teR.
z=3+1%

Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et (2).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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VI/ Distance
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VI.1 Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Définition 10 (Projeté orthogonal sur un plan) : Soient un plan (?) de vecteur normal 7 et un
point A de I'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (£2), I'intersection du plan () et de la droite de vecteur
directeur 7, passant par A.

Figure XXXII.15 — H est le projeté orthogonal de A sur (£).

Remarque : Si A € (&), il est son propre projeté orthogonal.

Méthode 1 (Déterminer un projeté orthogonal sur un plan) :
Soient (£2) un plan et A un point de 'espace.
1. On trouve une représentation paramétrique de la droite (Z) passant par A et de vecteur
directeur le vecteur normal du plan.
2. On trouve le point d’intersection de (2) et de (22).

Exercice 10 : Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan (£2).

1. A(1;—1;0) et (2): 22—y —16 = 0. 2. A(2;1;3) et (P): z+y+2=0.

Définition 11 (Projeté orthogonal sur une droite) : Soient une droite (2) de vecteur directeur 4
et un point A de I'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (2), 'intersection de la droite (2) et du plan de vecteur
normal @ et passant par A.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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U

Figure XXXII.16 — H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Remarque : Ici aussi, si A € (Z), il est son propre projeté orthogonal.

Méthode 2 (Déterminer un projeté orthogonal sur une droite) :
Soient (Z) une droite et A un point de l’espace.

1. On détermine une équation cartésienne du plan (2?) de vecteur normal le vecteur directeur de
(2) passant par A.

2. On trouve le point d’intersection de (2) et de (£2).

V1.2 Distance d’un point a un plan

Définition 12 : Soient (£?) un plan et A un point de I’espace.
On appelle distance de A a (Z?), notée d (A ;(Z?)), la plus petite des longueurs AM ou M € (£).

d(A;(2)) =min {AM, M € (£)}.

Figure XXXII.17 - d (A;(Z?)) = AH.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Remarque : Si A € (£) alors d(A;(#)) =0!

Théoreme 15 :
Soient (&) un plan et A un point de 'espace.

Si H est le projeté orthogonal de A sur () alors d (A;(2?)) = AH.

PTSI VINCI - 2025

Preuve : Soient () un plan, A un point, H son projeté orthogonal sur (7). On considére M un point
quelconque de ().

Par construction, le triangle AMH est rectangle en H dnc, d'aprés le théoréme de Pythagore, on a :

AM? = AH? + HM? = AM? > AH? < AM > AH.

La longueur AH est donc bien la plus petite longueur d'un point de (£?) a A.

Donc d (A;(Z)) = AH.

o | A =
=y

Figure XXXII.18 — Distance d’un point a un plan.

Proposition 16 :
Soient (O;7;7;k) un repéere quelconque et M € &.

Cas d’un plan défini par un point et un vecteur normal :
Soit (&) le plan passant par le point A et de vecteur normal 7.

\nﬁ\

7l

d(M;(2)) = (XXXIL.3)

Cas d’un plan défini par un point et deux vecteurs directeurs :
Soit (Z) le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs 4 et . On note
(P) = A + vect i; .
[w5;3:1]

d(M;(£)) = AT

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



PTSI VINCI - 2025 VI. DISTANCE

Preuve : Soit (O;g;f;%) un repére quelconque.

Soient (&) le plan passant par A et M € &.

1. Supposons que () ait pour vecteur normal 7i. On note H le projeté orthogonal de M sur le plan
() alors :
7i - AM = 71.(AH + HM) = 7 - AH + 7 - HM.
Or, 7 et AH sont orthogonaux i.e. n - AH = 0.

Par ailleurs, 7 et HM sont colinéaires donc 7 - HM = + |71]| x ||WH = 4 ||n]| x HM.

Ainsi, 7+ AM = + [lii] x HM = [+ AM| = [t x HM
= d(M;(2))="—. (XXXIL.4)

2. Supposons que () soit dirigé par les vecteur 4 et ¥.
Le vecteur 7 = 4 A U est un vecteur normal au plan (£).
De plus, par invariance par permutation circulaire,
[AM ;35 9] = [ii50; AM] = (i A ©).AM = 7i - AM.

[l ne reste plus qu'a appliquer la relation (XXXII.4) :

Exercice 11 : Calculer la distance du point B(1;1;1) au plan Q représenté par le paramétrage :

T =2+s5+1
y =3—s+2t s, teR.
z =142s+4t

Cas d’un plan défini par une équation

CorollaireR GEIN( cartésienne dans un RON

) :

—

Soit (O;7;4;k) un repére orthonormé.
Soit (Z) le plan d’équation cartésienne ax + by +cz+d=0oua, b, ¢, d € R et (a;b;¢)(0;0;0).

Pour tout point M (zy;;yp;2) € &, 0n a :

. ’afl:'lw + byM + C2M + d|
Va2 + b2 4 c? '

d(M;(2))
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Preuve : |l suffit d'appliquer la relation (XXXII.4).

Soit M (25 Ypp) 20 € & Alors

[ AM] Jagey — 2p) + bl — ya) + clon — 2a)]

dM; (& — =
(M) = VP E
_ lazyg + byy + ez — (awy + bya + c2y)|

Or, A€ (2) < d=—(axp + by, +czy).

_ lazy + by + c2p

Donc, d(M; (2)) V2t 12

Exercice 12 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O Z,j,%)
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) au plan P d’équation 2z + 3y — 4z — 6 = 0.
2. Déterminer la distance du point B(1,1,1) au plan Q représenté par la paramétrage :

B = DA Mm
y = 3—A+2n MNpeR
z

= 142X+ p

V1.3 Distance d’un point a une droite

PTSI VINCI - 2025

Proposition 17 :
Soient A, M € & et u € £ non nul. On considere la droite (Z2) = A + Ru.

= ¥
dM;(2) ="

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure XXXII.19 — Distance d’un point a une droite.

Preuve : Soit (O;f;f;%) un repére quelconque de &.

Soient (2) la droite passant par le point A et dirigée par i.

Pour M € &, on note H le projeté orthogonal du point M sur la droite (Z) alors :
Par linéarité du produit vectoriel, on a :

AM A G = (AH +HM) At = AH A i + HM A @

Or, % et AH sont colinéaires i.e. AHA % = 0.

On en déduit que Hm A TLH = HW A TLH

Par ailleurs, % et HM sont orthogonaux donc Hﬁﬁ A ﬁH = Hﬁﬁ“ X i) = HM x ||4].
[AM A

Ainsi, [[AM A @] = HM x i = d(M;(2)) =

Exercice 13 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O Z,j,%)
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) a la droite 2 passant par C(0,1,2), dirigée par
u(4,3,1).
2. Déterminer la distance du point E(1,0,—1) a la droite 2’ donnée par le systéeme d’équations

cartésiennes :
rT+y+z = 2
—z+2y+z = 0

VII/ Spheéres

—

Dans ce paragraphe, 'espace est muni d’un repére (O:i;7; k) orthonormé.
) ) b b)
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Y
T f e Vel
xr
Figure XXXII.20 — Spheére de ’espace.
VII.1 Equations cartésiennes de spheres
Proposition 18 :
Soient .7 la spheére de centre Q (z,,;y,,;2,) ot (7,9, ;2,) € R et de rayon R > 0.

Soit M € & un point. Alors,

La sphere de centre Q (z,,;y,,; 2,) et de rayon R, ou la sphere de diametre [AB] est aussi 'ensemble des
points M (x;y; z) de I'espace vérifiant :

OM =R < MA.MB = 0.
Preuve : Soient .7 la sphére de centre Q (z,,;y,,;2,) ou (z,;Y,) 2, € R¥etderayon R > 0et M € &
un point du plan. Soit (7 ;y) € R2.

M(z;y;2) € < OM=R < OM?=R? < (z—2,)°+(y—1y, )%+ (2 —2,)? =R~

Remarques : On appelle boule de centre Q (z,,;y,, ;2,) et de rayon R > 0 I'ensemble

%= {M(w;y52) /(z =2, + (y = 5.)* + (2 — 2,)° <R*}.

Plus particuliérement,

— M (z;y; 2) est strictement a l'extérieur de la sphére . <= (z—z,)?+ (y—y,)?> + (2 —2z,)? > R2.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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— M (x;y;2) est strictement & I'intérieur de la sphere . <= (v —2,)%+ (y—y,)? + (2 — 2,)? < R

Exercice 14 : Reconnaitre dans chacun des cas I’ensemble des points M vérifiant I’équation cartésienne
donnée.

1. $2+y2+z2—2x+4y—|—2z—1020 4. $2+y2+22+62+9:0
2. 22+ 942+ 22 +y—2:+3=0 5. 22+ 9%+ 22— 22 +4y—62—11=0.
3. 4y — 4z + 42 = 222 + 2% 4 222

Proposition 19 :
Soient a, b, ¢ et d des réels et . ’ensemble d’équation :

22 +y?> + 22 —2azx — 2by —2cz+d = 0.

Sid < a®? 4+ b% + ¢ alors est la sphére de centre Q (a;b;c) et de rayon R = \/(12 + b2 +c2—d.
Si d = a? + b? 4 ¢? alors .7 est réduit au point Q (a;b;c).

Sid> a2+ b2+ c2 alors . est vide.

Preuve : Soit (z;y;2) € R3.

M(z;y;2) € S <= 2?2 +y*> + 22 —2ax —2by —2c2+d =0
= (r—a)P+(y—0>2+(z—c)? =a®>+b%>+c* —d.

— Sid < a?+b2+c? alors, en posant R = Va2 + b2 +¢2—d, on a :

M(z;y;2) € <= (z—a)’+(y—0)2?+(2—¢)?=R? &= OM =R, ot Q(a;b;c).

7 est donc la sphere de centre Q (a;b;c) et de rayon R = Va2 + b2+ 2 —d.
— Sid=a®+b*+c? alors

M(z;y;2) €S <= (x—a)’+(y—02 +(z—¢)?=0 < <y=>

z=c
.7 est donc réduit au point Q2 (a;b;c).

— Sid > a®+b* + c? alors I'équation (z —a)? + (y — b)?2 + (2 — 2¢)2 = a®> + b?> + ¢ —d n'a pas de
>0 <0

solutions.

Donc .7 est vide.

Exercice 15 : Soient A (1;2;3), B(2;1;3), C(3;1;2) et D(1;0;—1).

Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.
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VII.2 Intersection Sphére et Droite

Proposition 20 :
Soient .¥ une sphere de centre €2 et de rayon R et (2) une droite de &.

1. Sid(2;(2)) <R alors .% et (2) se coupent en deux points distincts.

On dit que % et (Z) sont sécants.

2. Sid(Q2;(2)) =R alors .¥ et (Z) se coupent en un unique point.

On dit que .7 et (Z) sont tangents.
. Si1d(Q;(2)) > Ralors N (2) = Q.

w

On dit que . et (Z) sont extérieurs.

Figure XXXII.21 — Intersection d’une sphere et d’une droite.

Preuve : Soient . une sphére de centre ) et de rayon R, (Z) une droite de & et H le projeté orthogonal
de Qsur (2) ie. QH =d (2;(2)).

Pour tout point M de (2), le triangle QHM est rectangle en H et, d'aprés le théoréme de Pythagore,
QH? + HM? = OM? < HM? = OM? — QH?2.
D'ou,
Me.¥Y < QM =R = HM? =R? - QH2.
HM? =R2 —d(Q;(2))°. (XXXIL5)

1. Sid(Q;(2)) >R < R2—d(Q;(2))* <0 alors XXXIL5 n'a pas de solution et . N (2) = .
2.Sid(Q;(2)) =R < HM2=R2—-d(Q;(2))* =0alors M = H : .% et (%) se coupent en un
seul point T.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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3. Sid(2;(2)) <R alors XXXIL5 a deux points E et F solutions vérifiant HM = vR? — QH?2.

Remarque : Dans le cas de 2, on redémontre, en particulier, que la tangente a une sphére est perpendiculaire
a son rayon en le point de tangence.

r—1+2¢
Exercice 16 : Déterminer les points d’intersection de la droite (Z) d’équation < y = 2t ,teER
z=1-3t

et de la sphére d’équation cartésienne 22 +y? + 22 — 22 —y + 2 — 3 = 0.

VII.3 Intersection Spheére et Plan

Proposition 21 :
Soient .¥ une sphere de centre €2 et de rayon R et () un plan de &.

1. Sid(Q;(2)) <R alors . et (&) sont sécants

Dans ce cas, . N () est un cercle de rayon VR? — d? et de centre H, projeté orthogonal de €2
sur le plan (&2).

2. 51d(2;(2)) =R alors .7 et (&) se coupent en un unique point.

On dit que . et (&) sont tangents.
3. Sid(Q2;(2)) >R alors N (L) = .

TIXXX JHLIdVHD

On dit que . et (&) sont disjoints. ()
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Figure XXXII.22 — Intersection d’une sphére et d’un plan.
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Preuve : Soient . une sphére de centre Q et de rayon R, () un plan de & et H le projeté orthogonal

de Q sur (£) i.e. QH =d (22;(2)).

Pour tout point M de (), le triangle QHM est rectangle en H et, d’aprés le théoréme de Pythagore,

OH? + HM? = OM? < HM? = QM? — QH2.

D'ou,

Me.” < OQM=R < HM?2=R2-QH? < HM2=R2-d(Q;(2))>.

1. Sid(2;(2)) >R < R? —QH? < 0 alors XXXII.6 n'a pas de solution et . N (P) = .
2.S5id(Q;(2) =R < HM? =R? - QH? =0 alors M = H : .¥ et () se coupent en un seul

point T.

3.Si d(2;(Z)) < R alors XXXIIL.6 a pour solutions tous les points de (2?) vérifiant

HM = /R2 —d (2;(2))"

N (Z) est donc le cercle de centre H et de rayon \/R2 —d(;(2))? inclus dans (2).

(XXXIL6)

y
Exercice 17 : L’espace est muni d’un repere (O ; Z,f,?%) orthonormé.
Montrer que . et () se coupent suivant un cercle dont on donnera le rayon, I’axe et le centre
1. S 2?24+ 9y?+22—-22—-3=0 e (P):z+y—22—2=0.
2. S22+’ +22—-2x—y+2—-3=0 et (FP):z+y—22—2=0.
VII.4 Intersection de deux sphéres
Proposition 22 :
Soient deux spheéres . (2;R) et .7 (2" ;R’) de centres distincts.
Alors :
SN+ < [R—R'|<d(Q2;9)<R+R".
Plus précisément :
Sid(2:Q) =R+ R’ alors les deux spheéres sont tangentes extérieurement.
Leur intersection est réduite & un point de (QQ).
— Sid(2;9) = |R —R’| alors les deux sphéres sont tangentes intérieurement.
Leur intersection est réduite & un point de (QQ).
Si |[R—R/'| <d(©2;9) <R+ R’ alors les deux spheéres sont sécantes.
Leur intersection est un cercle d’axe (Q€).
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure XXXII.23 - d(Q2;Q') >R+ R’.

Figure XXXII.24 - d(2;Q)=R+R’. Figure XXXII.27 -
0<d(Q;Q)<R-R|

Figure XXXII.25 -
IR—R/|<d(2;9)<R+R.

Figure XXXII.28 — Positions relatives de deux spheéres.

Preuve : Soient deux sphéres .7 (2;R) et " (" ;R’) de centres distincts.

- - = — 1—>
Posons d = Q€ et placons nous dans le repére orthonormé direct (€2, 4, j, k) ol i = gQQ’.

Dans ce repére, . a pour équation x2 + y? + 22 = R? et ./ a pour équation (z — d)? + y? + 22 = R2.

Soit x, y et z des réels. On a :

2.,,2, .2 _ R2 2., .2, ,2 _ R2
M(z;y;2) € S NS <= vy = R = vyt R
(r—d)?+y*+2* = R” 2 +y?+2°—2dx = R?—d
> +y?+2*2 = R?
A S R? —R2 +d?
B 2d
Ce systeme exprime le fait que déterminer . N .7’ revient a déterminer . N (&) ol (&) est le plan
d’équatio R* —R” +d°
uation r = ———.
q 2d
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R2 _ R/Q + d2|
2d

Or, d(€2;(2)) = |

On retrouve donc, comme pour les deux cercles dans le plan, les trois cas d'intersection suivant que
|R2 _ R/2 4 d2|
2d

est strictement inférieur, égal ou strictement supérieur a R :
SN+ < [R—R'|<d(Q;Q2)<R+R".
De méme pour les cas de tangence :

|R? —R"? + d°|
2d

=R < [R—R/|=d ou R+R =d.
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