Chapitre

A Géométrie de 1l'espace

Dans l’espace, personne ne vous entendra crier.

Tagline du film Alien, le huitiéme passager.

Nous continuons dans ce chapitre notre étude des techniques de base en géométrie, mais cette fois-ci
dans l'espace. Rien ne change tres profondément par rapport a ce que nous avons vu dans le plan, il y a
simplement une coordonnée de plus ... et un peu plus de place re...!
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Dans tout le chapitre, on note & 'ensemble des vecteurs de I’espace et & I'ensemble des points de ’espace
et, dans tous les exercices, ’espace sera muni d’un repére (O;4;j; k) orthonormé direct.

TIXXX JHLIdVHD

-

-

A2VvdS3.1 3d JIHLINO0ID




PTSI VINCI - 2025 I. MODE DE REPERAGE

I/ Mode de repérage

Définition 1 (Vecteurs coplanaires) : Trois vecteurs 4, U et w de I'espace sont dits coplanaires s’il
existe un triplet (a; 5;) # (0;0;0) de réels tels que :

—

ot + B+ vy = 0.

I.1 Coordonnées cartésiennes

Définition 2 :
— On appelle base de & tout triplet de vecteurs non coplanaires B = (Z ; f ; 7%)
— On appelle repére (cartésien) de & tout quadruplet (O;f 7 ;/?;), ou O est un point de & et
B = (i;j;k‘) est une base de €£.

O est appelé origine du repere.

Cas particuliers :

— Le repére et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs 7, J et k sont deux a deux orthogonaux.
— Si de plus, les vecteurs 1, j et k sont unitaires alors le repere et la base sont dits orthonormés.

Proposition 1 :
Soit B = <i 7 A‘) une base de &.

TIXXX JHLIdVHD

Tout vecteur u € & s’écrit de maniére unique sous la forme

-

G=axi+yj+ 2k ol (z;y;2) € R3. (XXXIIL.1)

-

On dit que u est une combinaison linéaire des vecteurs i, j et k.
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PTSI VINCI - 2025 I. MODE DE REPERAGE

Figure XXXII.1 — Coordonnées cartésiennes d’un point et d’un vecteur de ’espace.

En particulier, pour tout point M de 'espace &, le vecteur OM se décompose de maniére unique dans la
base B sous la forme
OM = zi +yj + 2k ou (x;y)z € R3. (XXXII.2)

Définition 3 (Coordonnées cartésiennes) :
— Soient B = (f,f,%) une base de ’espace Eetiel.
x
On appelle coordonnées du vecteur % dans la base B, notées 4 (z;y; 2) 5 Ou u|y| ,letriplet
“/ g
(x;y;2) de la décomposition (XXXIIL.1).
7

— On appelle coordonnées du point M dans le repeére &, notées M (z;y; 2) 5 O M|y | ,letriplet

B
(x;y;2) de la décomposition (XXXII.2).

Vocabulaire : z, y et z sont respectivement appelés, abscisse, ordonnée et céte de M dans le repeére .

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 I. MODE DE REPERAGE

Rappel 1 (Coordonnées de vecteurs) : Soit B = (f;f;%) une base de Pespace &.
/
z
— Soient @ | ¥ |, 0|y | et A €R. Alors :
z Z/
x+ax Az
u+d=|y+y et Au=|\y
24 2 Az
I — T
— AB= YB — Ya
“B T %A
— Si I est le milieu de [AB] alors I (xB—;xA c yB—;yA c ZB—;ZA )

1.2 Coordonnées cylindriques

La repérage cylindrique consiste tout simplement a remplacer les deux premieres coordonnées cartésiennes
x et y par des coordonnées polaires dans le plan engendré par ¢ et j, sans toucher a la troisiéme coordonnée
z.

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé
(Osi575k).

Soit M € & et M’ son projeté orthogonal sur le
plan (Ozy).

(O ; {,f) est un repere du plan (Ozxy).

M’ admet pour coordonnées polaires [p; 6] dans ce
repere i.e.

-

OM’ = pu, = pcos(8)i + psin(h)j.

Figure XXXII.2 — Coordonnées cylindriques d’un point de ’espace.

Définition 4 (Coordonnées cylindriques) : On appelle coordonnées cylindriques de M tout triplet
(p;0;2) tel que :
OM = pcos(8)i + psin(0)j + zk.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 I. MODE DE REPERAGE

Remarques :

— Comme les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques ne sont pas uniques.

On impose 'unicité si on exige p > 0 et 6 € [0; 27[, ce qui exclut le point O. (sic!)
— Si un point M a pour coordonnées cartésiennes (x ;y; z) et pour coordonnées cylindriques (p;8; z)
dans un repeére orthonormé R(O;i;j;k) alors :

x =pcos(f), y=psin(f) etz est inchangé!

p = v/ 22+ 92 ne correspond pas a la distance du point M a l'origine du repeére,
ATTENTION mais & la distance OM’, ou M’ est le projeté orthogonal du point M sur le plan
(05i7).

1.3 Coordonnées sphériques (Hors-Programme)

—

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé X = (O; i %)

Définition 5 (Coordonnées sphériques) : On appelle coordonnées sphériques de M tout triplet
(r;0; ) tel que :

— r=0M

— Les coordonnées polaires de P, projeté orthogonal de M sur (Ozy), sont [rsin(y) ;6] dans

(O;Z;f).

— o= (%7OW) € [0;7]. C’est un angle non orienté.

Figure XXXII.3 — Coordonnées sphériques d’un point de I’espace.

Vocabulaire : r, 0 et ¢ sont respectivement appelés rayon, longitude et colatitude de M dans le repére
(054;43 k).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 I. MODE DE REPERAGE

Si un point M a pour coordonnées sphériques (r;
pour coordonnées polaires [rsin(y) ;6] dans (O 303 )

—

Ainsi, OP = rsin(¢) cos(6)i + rsin(y) sin(6)].
Or, OM = OP + PM avec PM = r cos(p)k.

On a donc

0; ) alors P, le projeté orthogonal de M sur (Ozy), a

rsin(p) cos(0)

OM = rsin(p) cos(0)i + rsin(p) sin(0)j + rcos(p)k < M | rsin(p) sin(0)

rcos(p)

Exercice 1 : Déterminer les coordonnées sphériques du point M (1 i1 \/5)

ATTENTION

[ 7r7r]
a|—=;—=|.
272

Figure XXXII.4 — Coordonnées géographiques.

Ne pas confondre latitude et colatitude! La latitude est un angle appartenant

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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II. PRODUIT SCALAIRE

II/ Produit scalaire

I1.1 Produit scalaire en dimension 3

Définition 6 (Produit scalaire) : Soient i et ¥ deux vecteurs de .

AC.

Ainsi,

AB-AC =

u-v

- AH avec H le projeté orthogonal de C sur (AB)

AB
1 — =12 —2 =112
= 5 (1@ +31” 1@l - I=1* )

Soient A € &, B et C de & tels que % = AB et ¥ = AC et () un plan contenant les vecteurs AB et

On appelle produit scalaire de 4 et U le produit scalaire de AB et AC calculé dans le plan (£2).

L AB x AC x cos (BAC) = || x 3] cos (; D) s
0 si

(P.S 1)

(PSS 2)

Figure XXXII.5 — Produit scalaire dans ’espace.

—

Remarque : (4;9) désigne 'angle géométrique formé par les vecteurs @ et 4. Il est compris entre 0 et 7.

Le produit scalaire de deux vecteurs de ’espace se ramenant au produit scalaire de ces deux vecteurs
dans un plan, le produit scalaire conserve ses propriétés, en particulier la bilinéarité et la symétrie :

Vi, T, weé, vV (a;f) € R,

(i) 4.0 = V.4.
(ii) d.(a¥ + W) = iV + fu.w
(it + V)W = W + B

F. PUCCI
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PTSI VINCI - 2025 III. PRODUIT VECTORIEL

I1.2 Expression dans une base orthonormale

L’espace & est rapporté & un repére orthonormé (O;i;j ;E).

Proposition 2 :
Soient u (z;y;2), v(z";y";2") dans une base B = (/' 09 A') de &.
Alors,
(P.S 3)
En particulier,
AB = ’;\B = \/(.1‘“—.1,‘:\ )2 4+ (yg—ya)?2 + (25 — 2p)?-
Exercice 2 : Dans l'espace muni d’un repere orthonormé (O,Z, ],E) on considére @ = i — k et
b=1i+V6j—k.
Déterminer une mesure de ’angle non orienté (6,7))

II1/ Produit vectoriel

TIXXX JHLIdVHD

II1.1 Orientation de I'espace ()
mh
Une fois choisis deux vecteurs unitaires et orthogonaux i et f de 'espace, il reste deux possibilités pour )
compléter la base orthonormée, comme l'indique les deux schémas ci-dessous dans lesquels k; et ky sont z
des vecteurs unitaires orthogonaux aux vecteurs ¢ et j. Ill.l‘
: A
: m
A 7 o
m

..................... > ST
Ky 7 r
m
i ks 3
2 O
..................... _I ). e >
i @)
m

Figure XXXII.6 — Base directe Figure XXXII.7 — Base indirecte

Figure XXXII.8 — Bases orthonormées de 1’espace.
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PTSI VINCI - 2025 III. PRODUIT VECTORIEL

On convient de dire que (77, j E) est directe alors que (Z, j ,E) est indirecte.

Plusieurs moyens pour s’en souvenir :

— Bonhomme d’Ampeére : adossé a E, il a son pied droit sur 7 et son pied gauche sur j
— Raégle des « trois doigts » : le pouce de la main droite sur 7, I'index sur f et le majeur sur 171

Figure XXXII.9 — Reégle des trois doigts pour orienter ’espace de maniére directe (avec la
main droite !!!!)

Proposition 3 :
Soit (1' 2 i /") une base orthonormale.
— Si 'on remplace un des vecteurs par son opposé, la base change d’orientation.
Si on échange deux vecteurs, la base change d’orientation.

Si on effectue une permutation circulaire sur les vecteurs, la base ne change pas d’orientation.

I11.2 Produit vectoriel en dimension 3

Définition 7 (Produit vectoriel) : Soient i et ¥ deux vecteurs de .

On appelle produit vectoriel de 4 et ¥, noté u A v, le vecteur défini par :

0 si U et ¥ sont colinéaires
TAT = (P.V1)

p———

|| x || & sin (@ ;%) k sinon ol k est unitaire et directement orthogonal & (

gl
&

Soient 4 et ¥ deux vecteurs de &.

uNU=0 <= u et U sont colinéaires. I

N

En particulier, sin (4 ;9) > 0 et 4 A U a la méme direction et le méme sens que k.

Corollaire 3.1 :

Si 4 et v ne sont pas colinéaires alors (4 ;7 ;4 A U) est une base directe de ’espace.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 III. PRODUIT VECTORIEL

—

Remarque : Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires, i A 9| = ||d]| x |9] x sin (@ ;7) est toujours 'aire du
parallélogramme construit sur les vecteurs u et .

- o o

Exercice 3 : Soit (z 7 k:) une base orthonormale directe de &.

Déterminer i A 7, i A E et FA k.

111.3 Propriétés algébriques

Proposition 4 :
Soient u, U et w trois vecteurs de 'espace & et soient « et 3 des réels.
Alors :
1. uANv=—UAuU (Le produit vectoriel est anti-symétrique).

S S Le produit vectoriel est
2. (i + [U) N = ath AW+ BUNAW

. L L linéaire a gauche et a droite
U (b + W) = ati AU+ P AW

On dit que 'application

A ExE — &
(i;0) +— UAD

TIXXX JHLIdVHD

est bilinéaire (2) alternée (1).

Le produit vectoriel n’est pas associatif. ()]
ATTENTION ) o o m
GADNAT=knj=—i # iA(GA])=iA0=0. 2
mh
Exercice 4 : Soit A, B, C trois points de ’espace. Montrer que pour tout point M de ’espace : -]
s A
MA AMB + MB AMC + MCAMA =ABAAC. E
O
m
F
II1.4 Expression dans une base orthonormée directe rﬁ
wnn
v
Proposition 5 : R

Soit (7:7:k) une base orthonormée directe de &.
(7373F) m

z 75 yz' —y'z

Siu|ly| etv ,1// alors u AU | 22 — 22/

N
N
~
<
~
S
=

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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III. PRODUIT VECTORIEL

Autrement dit,

) |

Par exemple, si A (1;2;3), B(—1;1;—1) et C(0;2;4) alors :

Exemple 1 : On peut toujours calculer des aires de triangle a 1’aide du produit vectoriel.

—2 —1 —1
AB| -1 , AC 0 | puis ABAAC —6
—4 1 —1
1l b= — V38
Enﬁn, AABC = 5 HAB A AC” = T

Figure XXXIL.10 — A, 5o = % |[AB A AC|

Corollaire 5.1 (Double produit vectoriel) :
Soient u, U et w trois vecteurs de ’espace €.

m(mw) :(a.w)ﬁ—(a-ﬁ)w.

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 IV. DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

IV/ Déterminant de trois vecteurs

Définition 8 : Soient 4, U et w trois vecteurs de ’espace é.

— —

On appelle déterminant ou produit mixte de 4, ¥ et w, noté det (u;v;w), le réel :

det (@;7;@) = (am).m

Exemple 2 : Si (Z 7 7%) est une base orthonormée directe alors

det (i:73k) = (7n ) h=F k=i =1

IV.1 Interprétation géométrique du produit mixte

—

Proposition 6 :
Soient u, ¥ et W trois vecteurs de I’espace £ non coplanaires.

Alors, |det (u;¥;w)| est l'aire du parallélépipede construit sur les vecteurs u, U et w.

TIXXX JHLIdVHD
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Figure XXXII.11 — Volume d’un parallélépipede dans I’espace.
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IV. DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

IV.2 Expression du déterminant dans une base orthonormée directe

r

\,

Proposition 7 :

Soit (1 2 9is /f) est une base orthonormée directe de &.

Z x 1
Siu|ly|, vy | eew|y"| alors
z / "
z 2
B @ @

det (4;7;

U U n 1 / X " 1 / T n
=z =Yl, JATEL,
z 2 Yoy
U U” o r x n
e R R I B
z 2" z z Yy oy
! / /
y Yy 4 r X
= " o Uu + 2 (] )
z 2 z Z Yy

(dete, )

(det(fg)

(detcg )

x . :L./ x"
N 7
\\\ -
* // - ::L’y/z"—l—yz/a:"—l—zx/y"
/ n
y y y / n / n / n
SO A (e + Y+ a2
N7 N7
< <
70N 7N _
7 A L7 ™A Pour calculer un peu plus rapidement les produits mixtes (et
z z z" ne pas se tromper dans les signes), on peut appliquer la régle
\\\ /1 \\\ /1 + de Sarrus. On écrit le diagramme ci-contre :
//‘(\* //‘(\* — On additionne les trois produits obtenus le long des
P 7 , 7 | diagonales descendantes,
AN + — et on soustrait les trois produits obtenus le long des
7 S diagonales ascendantes.
s N
7 ’ / ‘ n
y y Yy
+

Figure XXXII.12 — Regle de Sarrus

Corollaire 7.1 :

Soit (f; f ,%) est une base orthonormée directe de &.

det (;,j,ff) = I

F.

PUCCI

Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 IV. DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

Exercice 5 : Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs :

u(1;2;—-1),9(—1;3;—1) et W(—8;1;0).

IV.3 Propriétés algébriques

Proposition 8 :
Soient u, U, w et € des vecteurs de 'espace £ et soient « et 5 des réels.

1. det (ot + p7 ;0 ; W) = adet (4 ;0;w) + Bdet (79 ;W)
det (i;av + B ;W) = adet (4 ;9;W) + Bdet (u;7;W).

1
Alors - det (u;7; 0w + fr) = adet (u;0;wW) + fdet (u;9;7).
On dit que le déterminant est trilinéaire dans &.

3. det (u;v;w) =det (W;u;v) =det (V;wW;u).

On dit que le déterminant est invariant par permutation circulaire.

4. det (u;U;wW) = —det (U;1;w) = —det (u;W;v) = —det (W;7;u).

On dit que le déterminant est anti-symétrique.

\,

TIXXX JHLIdVHD

Le déterminant change donc de signe si I’'on échange deux vecteurs.

(/)

. .. m

IV.4 Condition de coplanarité @)
\

Théoreme 9 : Ill.l
Soient 4, U et w trois vecteurs de 'espace &. Alors, 0
m

U, U et W sont coplanaires si, et seulement si det (4 ;v ;w) = 0. o

m

F

. . . . . , m
Exercice 6 : Soient u(—1,1,1),9(3,1,2),w(1,1,2) trois vecteurs de ’espace. w
v

(4, v, W) sont-ils coplanaires ? Si non forment-ils une base directe ? >
@)

m

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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A retenir 1 :

e un des des vecteurs u, v et w est nul

ou

e deux des vecteurs u, U et W sont égaux

ou P

Si < oL . , alors det (u;9;w) = 0.
e deux des vecteurs u, v et w sont colinéaires

ou

e un des vecteurs u, U et w est combinaison

L linéaire des deux autres

L’application
det : &  — R

est une forme trilinéaire alternée.

Exercice 7 : Soient u, v, w trois vecteurs de I’espace.
1. Montrer I'inégalité de Hadamard :
[4, 9, w] < |[a]]|9]]|@]-

2. Montrer I'identité de Lagrange :

(@-9)* + (@ A D)|* = Jaf* 5]

V/ Droites et plans de I’espace

V.1 Représentations paramétriques

L’espace est muni d'un repére (0;7;7; %)

Proposition 10 (Droite) :
Soient A (x5 ;ys;2a) € & et U (a; ;) € E un vecteur non nul.

\ )

La droite (2) = A + Ru passant par A et dirigée par 4 admet pour représentation paramétrique :

T=x) +at
2=z T+t

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 V. DROITES ET PLANS DE L’ESPACE

Figure XXXII.13 — Equations paramétriques d’une droite.

Proposition 11 (Plan) :

Soit A (2 ;ya ;24) € & un point et soient 4 (o 581 ;71) et U (y ; B ;7)) deux vecteurs non colinéaires

de &.

Le plan (&) = A+ Ru+ R, passant par A et dirigé par u et v admet pour représentation paramétrique :
représentation paramétrique, de la forme :

T =Ty + 1ty + Sy
() : y=1yp + f‘))l + '5"))‘2 , ("/ ;S) € R2,
z=zp +1ty; + 879

TIXXX JHLIdVHD

(Z) = A + vect (4; V).
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-
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Figure XXXII.14 - Equations paramétriques d’un plan.
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V.2 Equations cartésiennes de plan

Proposition 12 :
Soit (O;i;7;k) un repere orthonormé direct de &. Soit A (x5 ;ys;24) € & un point et soient

U (aq;Py57) et U(ay; By ;) deux vecteurs non colinéaires de £.
Le plan (&) passant par A et dirigé par 4 et ¥ admet pour équation cartésienne :

T—Tp O Oy

A

A 1 ,\12

w
\
w

Proposition 13 :
Soit (O;i;7; k) un repére quelconque de &

1. Tout plan (&) admet une équation de la forme az + by + cz +d = 0 avec (a;b;c) # (0;0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan (22).
2. Réciproquement, soit (a; b; ¢; d) € R* tels que (a;b;c) # (0;0;0) alors ’ensemble des points
M (z;y; z) dont les coordonnées sont solutions de I’équation ax + by 4+ cz + d = 0 est un plan
a

(Z) de vecteur normal 7 | b

TIXXX JHLIdVHD

©
0 (/)
- 5 o = o m
Exemple 3 : Les Plans (O; i 7), (05 3 k) et (O; j; k) passant par O | 0 | et de vecteur normal @)
L <
0 0 1 mh
respectif Elo , f 1]eti]o ont, respectivement, comme équation z =0, y =0 et x = 0. -
1 0 0 E
m
O
Exercice 8 : L’espace est muni d’un repere orthonormé (O ; Z,j,%) :
Déterminer une équation cartésienne et un systeme d’équations paramétriques du plan : |'|:|
1. passant par A(1,—1,2) et dirigée par les vecteurs (2,0, 1) et ¥(2,1,0). wn
2. passant par les points B(—1,1,1),C(1,—1,1) et D(1,1,—1). ->U
3. passant par C et normal au vecteur u. (@)
m

Définition 9 (Equation normale d’un plan) : Soient a, b, ¢ et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0)
et (£) le plan d’équation ax + by + cz+d = 0.

a
L’équation est dite normale si a® + b2 +c*> =1 i.e. [n]|=1oumn | b

C
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Théoreme 14 :
Soient (£2) et (£’) deux plans de I'espace de vecteurs normaux respectifs 7 # 0 et n” # 0.

— Si 7 et n/ ne sont pas colinéaires, les plans () et () sont sécants suivant une droite (2)
dirigée par n A n’.

— Si 7 et n/ sont colinéaires et si A est un point quelconque de (2) :

— Si A € (2), les plans () et (£?’) sont confondus.
— Si A ¢ (2), les plans (Z2) et (£’) sont strictement paralléles.

— () et (') sont perpendiculaires si, et seulement si 7 et n’ sont orthogonaux.

Ainsi,

3¢

(2)

Table XXXII.1 — Position relative de plans.

Remarque : Dans Iespace, une droite (2) n’est pas représentée par une seule équation cartésienne mais
par deux : celles de deux plans sécants dont elle est 'intersection.

Plus précisément, en posant

(P): ayx + by + ¢,z +d, =0 un plan de vecteur normal 7; | b; | # 0,

(P') + ayx + byy + ¢z + dy = 0 un plan de vecteur normal 75 | by | # 0.

Si iy ATy # 0 alors () et (') sont sécants suivant une droite (2) dont un systéme d’équations
cartésienne est :

a1$+b1y+clz+d1 :0

o + boy + oz +dy =0
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r=1+2¢
Exercice 9 : Soit A(0;—1;4)et (2): < y=-2+3t ,teR
z=3+1

Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et (2).

VI/ Distance

VI.1 Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Définition 10 (Projeté orthogonal sur un plan) : Soient un plan (£?) de vecteur normal 7 et un
point A de 'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (£2), 'intersection du plan () et de la droite de vecteur
directeur n passant par A.

Figure XXXII.15 — H est le projeté orthogonal de A sur ().

Méthode 1 (Déterminer un projeté orthogonal sur un plan) :
Soient (£2) un plan et A un point de 'espace.

1. On trouve une représentation paramétrique de la droite (Z) passant par A et de vecteur
directeur le vecteur normal du plan.

2. On trouve le point d’intersection de (Z) et de (£?).

Exercice 10 : Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan ().

1. A(1;-1;0) et (&) : 22—y —16 =0. 2.A(2;1;3)et (P): z2+y+2=0.
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Définition 11 (Projeté orthogonal sur une droite) : Soient une droite (2) de vecteur directeur 4
et un point A de l'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (2), 'intersection de la droite (2) et du plan de vecteur
normal 4 et passant par A.

(2)

Figure XXXII.16 — H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Méthode 2 (Déterminer un projeté orthogonal sur une droite) :
Soient (2) une droite et A un point de I'espace.

1. On détermine une équation cartésienne du plan (£?) de vecteur normal le vecteur directeur de
(2) passant par A.

2. On trouve le point d’intersection de (Z) et de (£?).

V1.2 Distance d’un point a un plan

Définition 12 : Soient (£?) un plan et A un point de I’espace.
On appelle distance de A a (), notée d (A ;(2)), la plus petite des longueurs AM ou M € (£2).

d(A;(2)) =min {AM, M € (£)}.
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Figure XXXIL17 - d (A ; (2)) = AH.

Théoréme 15 :
Soient (£2) un plan et A un point de ’espace.

Si H est le projeté orthogonal de A sur (&) alors d(A;(Z?)) = AH.

Fz

Figure XXXII.18 — Distance d’un point a un plan.

Proposition 16 :
Soient (O;i;7;k) un repere quelconque et M € &.

Cas d’un plan défini par un point et un vecteur normal :
Soit () le plan passant par le point A et de vecteur normal 7i.

d(M;(2)) = -

(XXXII3)

Cas d’un plan défini par un point et deux vecteurs directeurs :
Soit (Z) le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs 4 et . On note
(Z) = A + vectu; 0.
[t

d(M;(2)) = X
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Exercice 11 : Calculer la distance du point B(1;1;1) au plan Q représenté par le paramétrage :

r =2+s+t
y =3—s5+2t s,tek
z =1+4+2s+t

Cas d’un plan défini par une équation

Sl Aol ( cartésienne dans un RON

) :
Soit (O; Z,f,%) un repere orthonormé.
Soit (£2) le plan d’équation cartésienne ax + by +cz+d=0oua, b, c,d € R et (a;b;¢)(0;0;0).

Pour tout point M (zy;; Yy 2m) € &, 0n a :

B lazy; + byy + c2zyp + d

) = e

Exercice 12 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; L E %)
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) au plan P d’équation 2x + 3y — 4z — 6 = 0.
2. Déterminer la distance du point B(1,1,1) au plan Q représenté par la paramétrage :

T = 24A+p
y = 3—A+2n MpeR
z

= 1+2\+p

V1.3 Distance d’un point a une droite

Proposition 17 :
Soient A, M € & et @ € € non nul. On considere la droite (Z) = A + Ru.

, . Hﬁ/\uH
dM;(9)) = ——F—

R
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Figure XXXII.19 — Distance d’un point a une droite.

Exercice 13 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O Z,j,%)
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) a la droite 2 passant par C(0,1,2), dirigée par
(4,3,1).
2. Déterminer la distance du point E(1,0,—1) a la droite 2’ donnée par le systeme d’équations

cartésiennes :
T+y+z = 2
—zr+2y+z = 0

VII/ Spheres

Dans ce paragraphe, l’espace est muni d’un repere (O; e E E) orthonormé.

Figure XXXII.20 — Spheére de ’espace.
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VII.1 Equations cartésiennes de sphéres

Proposition 18 :
Soient . la sphére de centre Q (z,;y,,;2,) ou (x,;Y,;2,) € R et de rayon R > 0.

Soit M € & un point. Alors,

M(z;y;2) € <= (r—x,)2+ @Ww—1y,)*+ (2—2,)2%=R2

W/

La sphere de centre Q (x,,;y,,;2,) et de rayon R, ou la sphére de diamétre [AB] est aussi I'ensemble des
points M (x;y; z) de I'espace vérifiant :

OM =R < MA.MB = 0.

Remarques : On appelle boule de centre Q (z,,;y,, ;2,) et de rayon R > 0 I'ensemble
%= {M(@3y;2) [ (0= 2,)° + (=) + (2 — 2,)? <R},

Plus particulierement,
— M (z;y; 2) est strictement & 'extérieur de la sphére . < (x—z,)%+ (y—y,)? + (2 —2z,)? > R2.
— M (x;y;2) est strictement a I'intérieur de la sphére . < (z—z,)%+ (y—y,)> + (2 —2,)? < R

Exercice 14 : Reconnaitre dans chacun des cas I’ensemble des points M vérifiant 1’équation cartésienne

donnée.
1. x2+y2+z2—2x+4y+22—1020 4. x2+y2+z2+6z+9:0
2. 22+ 92+ 22 +y—22+3=0 5. 22 + 92+ 22 — 2z + 4y — 62— 11 = 0.

3. 4y — 4z + 42 = 222 + 2% 4 222

Proposition 19 :
Soient a, b, ¢ et d des réels et . ’ensemble d’équation :

z? + % + 22 — 2ax — 2by — 2cz +d = 0.

— Sid < a®+b?+c? alors est la sphere de centre © (a;b;c) et de rayon R = Va2 + b2 +c2 —d.
Si d = a® + b + ¢? alors .7 est réduit au point Q (a;b;ec).

Sid> a2+ b2+ c? alors . est vide.

Exercice 15 : Soient A (1;2;3), B(2;1;3), C(3;1;2) et D(1;0;—1).

Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.
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VII.2 Intersection Sphére et Droite

Proposition 20 :
Soient .’ une sphere de centre 2 et de rayon R et (2) une droite de &.

1. Sid(Q2;(2)) < R alors .7 et (Z2) se coupent en deux points distincts.

On dit que . et (Z) sont sécants.
2. Sid(Q2;(2)) =R alors ¥ et (2) se coupent en un unique point.

On dit que . et (Z) sont tangents.

3. 851d(Q;(2)) > Ralors ¥ N (2) = .

On dit que .¥ et (2) sont extérieurs.

TIXXX JHLIdVHD

(/)
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mh
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Figure XXXII.21 — Intersection d’une spheére et d’une droite. E

m

O

m

z—142¢ -

Exercice 16 : Déterminer les points d’intersection de la droite (2) d’équation < y = 2t ,teR |'|:|
z=1-—3t wn

et de la sphére d’équation cartésienne 2 +y? + 22 — 22 —y + 2 —3 = 0. g
@)

m

VII.3 Intersection Spheére et Plan

Proposition 21 :
Soient .’ une sphere de centre 2 et de rayon R et (£2) un plan de &.

1. Sid(92;(2)) < R alors .7 et () sont sécants

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Dans ce cas, . N (Z?) est un cercle de rayon vR? — d? et de centre H, projeté orthogonal de 2
sur le plan (£2).
2. Sid(Q2;(2)) =R alors .7 et (£) se coupent en un unique point.

On dit que .7 et (£?) sont tangents.
3. 51d(92;(2)) >R alors N (L) = .

On dit que . et () sont disjoints.

Figure XXXII.22 — Intersection d’une sphére et d’un plan.

Exercice 17 : L’espace est muni d’un repére (0;7;7; 7%) orthonormé.

Montrer que . et () se coupent suivant un cercle dont on donnera le rayon, l’axe et le centre
1. S22 4+9y?+22—-22—-3=0 e (P):z+y—22—2=0.
2. S+ P+ 22 —22—y+2-3=0 et (P):z+y—22—2=0.

VII.4 Intersection de deux sphéres

Proposition 22 :

Soient deux spheres .7 (2;R) et .#" (2 ;R’) de centres distincts.

Alors :
SN #+#@P < [R—R'|<d(2;9)<R+R.
Plus précisément :
Sid(©2;Q) =R+ R’ alors les deux sphéres sont tangentes extérieurement.
Leur intersection est réduite a un point de (Q2€).
— Sid(Q2;92) =|R —R’| alors les deux spheres sont tangentes intérieurement.

Leur intersection est réduite & un point de (Q€").
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Si

R—R|<d(©2;9Q) <R+ R alors les deux spheéres sont sécantes.

Leur intersection est un cercle d’axe ().

Figure XXXII.23 -d(Q2;Q') >R+ R’.

Figure XXXII.24 - d(Q2;Q) =R +R’. Figure XXXII.27 -
0<d(Q;Q)<R-R|

Figure XXXII.25 —
IR-—R/|<d(Q;Q)<R+R.

Figure XXXII.28 — Positions relatives de deux spheéres.
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