Géométrie de I'espace Feuille d’exercices n°32

Gesmetrie de lespace

I/ Repérage, produit scalaire, produit mixte

Exercice 1 : Soient A, B, C,D quatre points de I'espace tels que (AB) et (CD) sont sécantes en I.

Déterminer le lieu des points M vérifiant MA A MB = MC A MD.

Exercice 2 : (Questions indépendantes)
1. Soient @ (2;3;—1) et b(1;4;—2). Calculer @A b et (@ + b) A (G —b).

—

2. Soient G (3;—1;2),b(2;1;—1) et ¢(1;—2;2).

Calculer (@ Ab) AEet dA (b A E). Conclusion?

3. Déterminer un vecteur unitaire orthogonal & @ (2; —6;—3) et b(4;3;—1).

Exercice 3 : Soient d(1;1;2), 5(3:2;2) et é(1;—1;m) ot m € R.

Pour quelles valeurs de m les vecteurs a, b et ¢ sont-ils coplanaires ?

Exercice 4 : Dans une base orthonormée directe, on considere @ (1;0;\), ¥ (p;2;3) et wW(0;1;1).

Déterminer une CNS sur A et o pour que 4, ¥ et W soient coplanaires.

Exercice 5 : On se place dans (O; i; f,%) un repere orthonormé de ’espace.
1. Soient Ei,g, c, d quatre vecteurs de I'espace.

(a) Montrer la formule du double produit vectoriel :

(b) Montrer que :

2. Soient 4,V deux vecteurs de I'espace.

Calculer (i - 9)? + || A 9>
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II/ Droites et plans

Exercice 6 (Plan médiateur) : Soient A, B deux points distincts de & et I le milieu du segment
[AB].

Montrer que le lieu des points équidistants de A et B est le plan passant par I et orthogonal a (AB).

Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].

Exercice 7 : Déterminer pour chacun des plans une équation cartésienne.

0
Soient A(1;2;0), B(—1;3;1), C(0,0,1) et 7i | 1
—1

1. Le plan (ABC).

2. P passant par l'origine et de vecteur normal 7.
3. Le plan médiateur de [AB].

Exercice 8 : Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection des plans sui-
vants :

1. (#): —3y+2z2—5=0 et (£): 2x+y+72—1=0.
2. (P):z+y—2=0 e (L£):2x—y—2z—1=0.

3. (#): z+y+22—-3=0 et (&): —x+4y—52+6=0.
4. (P): 2—22—1=0 et (£): y—2z2+4=0.

5. (P): 2z—y—22—1=0 et (&): —x+4y+2—3=0.

Exercice 9 : Déterminer 'intersection des plans (£2), (2) et (Z) avec :
1. (#): 3z +3y+2+2=0,(2): y+2—5=0et (#): 2:—8=0.
2. (P): 42+3y+2+2=0,(2): z+2y+2—-5=0¢et (Z): 3z+5y+22—9=0.

—

Exercice 10 : L’espace est muni d’un repeére orthonormé (O;i;j;k).

1. Déterminer un paramétrage puis un vecteur directeur de la droite 2 donnée par le systéme
d’équations cartésiennes

21 +y—42=6
T—y+3z=2

2. Déterminer un systeme d’équations cartésiennes et un systéeme d’équations paramétriques de la
droite D’ I'intersection des plans P et P’ tels que :
e 7 passe par A(1,1,0) et est normal au vecteur (1,0, —2).
e P’ passe par B(2,0,1) et est dirigé par les vecteurs 9(2,2,2) et w(3,1,1).

3. Soit § 'intersection des plans d’équations x —z—2=0et y =z — 1.
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D’ et § sont-elles coplanaires ?

Exercice 11 : Soit () = A +vecti ou A (0;1;2) et u(—1;1;1).

Soit () le plan passant par A (5;1;—2), dirigé par les vecteurs ¢ (1;1;0) et w(3;4;—1).
1. Déterminer une représentation paramétrique de (Z) et de (£2).

2. Déterminer une équation cartésienne de (&) et un systeme d’équations cartésiennes de (2).
3. Montrer que (Z) et () ne sont pas paralleles. Déterminer (2) N (22).

Exercice 12 : Soit A € R. Donner une CNS sur A pour que les droites (Z) et (Z,) d’équations

respectives
B=2z=1=0 z+y+z=2
(D) : et (2,) :
y=z=1=( 8 = 2y 4F 2% = N

soient coplanaires.

Dans ce cas, donner une équation du plan qui les contient.

Exercice 13 : Pour tout A € R, on considére le plan (Py) : 2 Az + (A + 1)y —3(A— 1)z + 2\ +4 = 0.

Montrer que ces plans contiennent tous une méme droite ().

Exercice 14 : On consideére le plan (&) d’équation 3z +y — 2z —2 = 0.

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A (5;1;3) sur le plan (22).

Exercice 15 : Déterminer le projeté orthogonal de M (4;8;0) sur le plan (£) : x + 3y 4+ 2z = 0.

Exercice 16 : Soient A (0;2;—1) et B(4;4;3).

Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur de [AB].

Exercice 17 : On consideére trois points de 'espace F (0;—1;1), G(2;—1;3) et H(4;—-5;3) et un
plan (&) d’équation © —y + 22+ 3 = 0.
1. Déterminer les coordonnées des points P, Q et R, projetés orthogonaux respectifs des points F,
G et H sur le plan P.
2. Calculer FG.FH et PvQPP—{
3. Peut-on dire que la projection orthogonale conserve les angles? Justifier.
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Exercice 18 : Déterminer la distance du point M (—1;—1;2) :

1. Auplan (#): bz —3y+z=1.
2. A la droite ()N (P") ot (P’) : y+ 3z =3.
III/ Spheres

Exercice 19 : Déterminer une équation cartésienne de la sphére dans chacun des cas suivants :
1.

s 9

Sphere de centre 2 (—2;0;1) et de rayon 3.

Sphere de diametre [AB] ou A (1;—1;2) et B(0;2;—2).

Spheére passant par O, de centre A (—8;6;2).

Sphere passant par O, A (2;1;0), B(0;3;5) et C(4;0;4).

Spheére passant par A (2;3;5), B(1;1;2), C(3;—2;4) et dont le centre appartient au plan
d’équation x +y + z = 10.

Spheére tangente au plan d’équation cartésienne z + y + z = 6 et de centre 2 (3;4;5).

T +

Exercice 20 : L’espace est muni d’un repeére orthonormé (O;i;7;k).

Déterminer une équation de la sphere de centre €2(1,0,1) et tangente au plan P d’équation

—

y+2z2—1=0.

Exercice 21 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O Z,f,%)

Reconnaitre les deux courbes données, et déterminer leur intersection :

1.S:2?2+424+22—224+4y—62—11=0 e P:2—2y+2—2=0.
2.8 g2 +42+22—2x—3=0 e Q:z+y—22—2=0.
3. P:bx—2y=7 et P :—zx+3y—z—1=0.
B ==l -2
4. 9" x> +9y°? +22—22—y+2—3=0 et 6:{y—2t teR
g=1l=3
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