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Dans ce chapitre, 𝕂 désigne ℝ ou ℂ et 𝑛 sera un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Introduction

On se place dans ℝ2 muni de sa base canonique que l’on note ( ⃗𝑖 ; ⃗𝑗).

Soit 𝑢⃗ et ⃗𝑣 deux vecteurs de ℝ2, et 𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣 le parallélogramme porté par les vecteurs 𝑢⃗ et ⃗𝑣 :

𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣 = {𝛼𝑢⃗ + 𝛽 ⃗𝑣 / 𝛼, 𝛽 ∈ [0 ; 1] }.
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𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣)

𝑢⃗

⃗𝑣

⃗𝚤

⃗𝚥

Figure XXXIII.1 – Aire algébrique d’un parallélogramme porté par deux vecteurs ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢 et ⃗𝑣.

On note 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣) l’aire algébrique de 𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣 c’est-à-dire que l’aire de 𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣 est comptée :

• positivement si une mesure de l’angle (𝑢⃗ ; ⃗𝑣) appartient [0 ; 𝜋].
• négativement si une mesure de l’angle (𝑢⃗ ; ⃗𝑣) appartient [−𝜋 ; 0].

Rappel 1 : Soient 𝑢⃗, ⃗𝑣, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢1, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢2, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣1, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣2 ∈ ℝ2 et 𝜆 ∈ ℝ, on a les propriétés suivantes :

1. 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢1+ ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢2, ⃗𝑣) = 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢1, ⃗𝑣) + 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑢2, ⃗𝑣).

𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣1+ ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣2
) = 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣1

) + 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑣2
).

2. 𝒜(𝒫𝜆 ⃗⃗⃗⃗⃗𝑢, ⃗𝑣) = 𝜆 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣) et 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢,𝜆 ⃗𝑣) = 𝜆 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣).

3. 𝒜(𝒫 ⃗𝑣, ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢) = −𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣).

4. 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢,𝜆 ⃗⃗⃗⃗⃗𝑢) = 0 et 𝒜(𝒫𝜆 ⃗𝑣, ⃗𝑣) = 0.

5. 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢,0⃗) = 0 et 𝒜(𝒫0⃗, ⃗𝑣) = 0.

6. 𝒜(𝒫 ⃗𝚤, ⃗𝚥) = 1.

Rappel 2 : Soient 𝑢⃗ et ⃗𝑣 deux vecteurs du plan ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝒫 muni d’une base ( ⃗𝚤, ⃗𝚥) orthonormée directe.

1. On appelle déterminant de 𝑢⃗ et ⃗𝑣 noté det (𝑢⃗ ; ⃗𝑣), le réel :

det (𝑢⃗ ; ⃗𝑣) = 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣).

2. L’application det ∶ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝒫2 ⟶ ℝ
(𝑢⃗ ; ⃗𝑣) ⟼ det (𝑢⃗ ; ⃗𝑣)

est :

— une forme bilinéaire.
— antisymétrique : det (𝑢⃗ ; ⃗𝑣) = −det ( ⃗𝑣 ; 𝑢⃗).
— alternée : det (𝑢⃗ ; 𝑢⃗) = det ( ⃗𝑣 ; ⃗𝑣) = 0.

3. det ( ⃗𝚤, ⃗𝚥) = 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Corollaire 0.1 :
Soient 𝑢⃗, ⃗𝑣 ∈ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝒫 et 𝜆 ∈ ℝ.

𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣+𝜆 ⃗⃗⃗⃗⃗𝑢) = 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢, ⃗𝑣).

𝑢⃗

⃗𝑣

⃗𝑣 + 𝜆𝑢⃗

ℎ

ℎ

⃗𝚤

⃗𝚥

Figure XXXIII.2 – 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢⃗, ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑣+𝜆 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢⃗) = 𝒜(𝒫 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑢⃗, ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑣).

En dimension 3, le déterminant de trois vecteurs 𝑢⃗, ⃗𝑣 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑤 représente, de même, le volume au signe près
du parallélépipède engendré par les trois vecteurs.

Rappel 3 : Soient 𝑥, 𝑦 et 𝑧 trois vecteurs de l’espace ⃗ℰ3 muni d’une base ( ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗) orthonormée
directe.

1. On appelle déterminant de 𝑥, 𝑦 et 𝑧, noté det (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧), le réel :

det (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ⋅ 𝑧.

2. L’application det ∶ ⃗ℰ3
3 ⟶ ℝ

(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) ⟼ det (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧)

est :

— une forme trilinéaire.
— antisymétrique : det (𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) = −det (𝑦 ; 𝑥 ; 𝑧) = −det (𝑥 ; 𝑧 ; 𝑦) = −det (𝑧 ; 𝑦 ; 𝑥).
— alternée : det (𝑥 ; 𝑥 ; 𝑧) = det (𝑦 ; 𝑦 ; 𝑧) = det (𝑥 ; 𝑧 ; 𝑧) = det (𝑦 ; 𝑧 ; 𝑧) = 0.

3. det ( ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗) = 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 1 :

1. Calculer l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 𝑢⃗ = ( 2
3 ) et ⃗𝑣 = ( 1

4 ).

2. Calculer le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs

𝑢⃗ = ⎛⎜
⎝

1
2
0

⎞⎟
⎠

, ⃗𝑣 = ⎛⎜
⎝

0
1
3

⎞⎟
⎠

et 𝑤⃗ = ⎛⎜
⎝

1
1
1

⎞⎟
⎠

.

3. Montrer que le volume d’un parallélépipède dont les sommets sont des points de ℝ3 à coefficients
entiers est un nombre entier.

I/ Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = (C1| … |C𝑛) ∈ M𝑛(𝕂) une matrice carrée.

On identifiera A ∈ M𝑛(𝕂) avec le 𝑛-uplet de ses colonnes (C1,A, … , C𝑛,A) ∈ 𝕂𝑛.

M𝑛(𝕂) (M𝑛,1(𝕂))
𝑛

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

C1 … C𝑛

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,1

⋮
𝑎𝑛,1

⎞⎟⎟⎟
⎠

, ⋯ ,
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,𝑛

⋮
𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

≃

En particulier, pour 𝑓 ∶ M𝑛(𝕂) ⟼ 𝕂 une application et A ∈ M𝑛(𝕂), on notera indifféremment pour des
commodités d’écriture, 𝑓(A) ou 𝑓(C1,A, … , C𝑛,A) la valeur prise par 𝑓 en A.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Définition 1 : Soient A = (C1| … |C𝑛) ∈ M𝑛(𝕂) et 𝑓 ∶ M𝑛(𝕂) ⟶ 𝕂

A ⟼ 𝑓(A)

un application.

On dit que :
• 𝑓 est multilinéaire si 𝑓 est linéaire par rapport à chaque vecteur colonne de A : ∀ 𝑖 ∈ J1 ; 𝑛K,

∀ C1, … , C𝑛, C′ ∈ 𝕂𝑛, ∀ 𝜆 ∈ 𝕂,

𝑓(C1, … , 𝜆C𝑖 + C′

↑
𝑖ème colonne

, … , C𝑛) = 𝜆𝑓(C1, … , C𝑖
↑

𝑖ème colonne

, … , C𝑛) + …

… 𝑓(C1, … , C′
↑

𝑖ème colonne

, … , C𝑛).

• 𝑓 est antisymétrique si ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K, 𝑖 ≠ 𝑗 alors :

𝑓(C1, … , C𝑗
↑

𝑖ème colonne

, … , C𝑖
↑

𝑗ème colonne

, … , C𝑛) = −𝑓(C1, … , C𝑖
↑

𝑖ème colonne

, … , C𝑗
↑

𝑗ème colonne

, … , C𝑛).

• 𝑓 est alternée si ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K, 𝑖 ≠ 𝑗 alors :

𝑓(C1, … , C𝑖
↑

𝑖ème colonne

, … , C𝑖
↑

𝑗ème colonne

, … , C𝑛) = 0.

Proposition 1 :
1. Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique.
2. Si la caractéristique du corps 𝕂 est différente de 2, la réciproque est vraie : toute application

multilinéaire antisymétrique est alternée.

I.1 Généralités

Définition/Théorème 2 (Admis) : Il existe une unique application 𝑓 ∶ M𝑛(𝕂) ⟼ 𝕂 vérifiant les
trois propriétés suivantes :

1. 𝑓 est multilinéaire.
2. 𝑓 est antisymétrique.
3. 𝑓(I𝑛) = 1.

Cette application est appelée déterminant et notée det :

∀ A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

∈ M𝑛(𝕂), on note det (A) =
∣
∣
∣
∣

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

∣
∣
∣
∣

∈ 𝕂.

La dernière condition peut être vue comme une condition de normalisation.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Théorème 2 :

det ⎛
⎝

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⎞
⎠

= 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

Exercice 2 : Calculer les déterminants suivants :

1. ∣ 2 3
−1 4

∣ 2. V2 = ∣
1 𝑎1

1 𝑎2
∣

Exercice 3 (Règle de Sarrus) :
1. Déterminer l’expression explicite de det pour 𝑛 = 3.
2. Applications : Calculer les déterminants suivants :

(a)
∣
∣
∣
∣

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

∣
∣
∣
∣

(b)
∣
∣
∣
∣

1 0 0
2 3 5
4 1 3

∣
∣
∣
∣

(c)
∣
∣
∣
∣

𝑎 𝑏 𝑐
𝑐 𝑎 𝑏
𝑏 𝑐 𝑎

∣
∣
∣
∣

(d) V3 =
∣
∣
∣
∣
∣

1 𝑎1 𝑎2
1

1 𝑎2 𝑎2
2

1 𝑎3 𝑎2
3

∣
∣
∣
∣
∣

I.2 Multilinéarité

Corollaire 2.1 :
Soient A = (C1| … |C𝑛) ∈ M𝑛(𝕂) et C′ ∈ M𝑛,1(𝕂).

1. Le déterminant d’une matrice dont une colonne est nulle est nul.
2. ∀ 𝜆 ∈ 𝕂,

det (C1| … |𝜆C𝑖 + C′| … |C𝑛) = 𝜆det (C1| … |C𝑖| … |C𝑛) + det (C1| … |C′| … |C𝑛).

3. ∀ 𝜆 ∈ 𝕂, det (𝜆A) = 𝜆𝑛det (A).

Exemple 1 :
∣
∣
∣
∣

1 1 7
2 1 8
3 3 9

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1 1 7
2 1 8
3 0 9

∣
∣
∣
∣
+ 3

∣
∣
∣
∣

1 0 7
2 0 8
3 1 9

∣
∣
∣
∣

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Théorème 3 (Déterminant d’une matrice diagonale) :

det (diag(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)) = 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛.

I.3 Antisymétrie

Corollaire 3.1 :
1. Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si l’on échange deux colonnes distinctes.
2. Le déterminant d’une matrice dont deux colonnes sont égales est nul.
3. On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des

autres.
4. Si les colonnes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.

En particulier, le déterminant d’une matrice non inversible est nul.

Exercice 4 : Montrer que
∣
∣
∣
∣

1 1 9
1 5 3
2 8 9

∣
∣
∣
∣

est divisible par 17.

I.4 Opérations élémentaires

Rappel 4 : Soient 𝑛 ∈ ℕ, 𝑖, 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K et 𝜆 ∈ 𝕂. On définit les matrices de transposition L𝑖,𝑗,𝑛, de
dilatation H𝑖,𝑛(𝜆) et de transvection T𝑖,𝑗,𝑛(𝜆) par :

L𝑖,𝑗,𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
⋱

1
0 1

1
⋱

1
1 0

1
⋱

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

← 𝑖

← 𝑗

↑
𝑖

↑
𝑗

H𝑖,𝑛(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
⋱

1

1
⋱

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

← 𝑖

↑
𝑖

T𝑖,𝑗,𝑛(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
⋱

1
⋱

𝜆 1
⋱

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

← 𝑖

↑
𝑗

Corollaire 3.2 :
Soient 𝑛 ∈ ℕ, 𝑖, 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K et 𝜆 ∈ 𝕂.

• det (L𝑖,𝑗,𝑛) = −1. • det (H𝑖,𝑛(𝜆)) = 𝜆. • det (T𝑖,𝑗,𝑛(𝜆)) = 1.

Rappel 5 (Opérations élémentaires) : Soit A ∈ M𝑛,𝑝(𝕂).
— Multiplier A par L𝑖,𝑗,𝑛 à droite revient à permuter les 𝑖ème et 𝑗ème colonnes de A.

On note L𝑖 ↔ L𝑗 cette opération.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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— Multiplier A par H𝑖,𝑛(𝜆) à droite revient à multiplier la 𝑖ème colonne de A par 𝜆.

On note L𝑖 ← 𝜆L𝑖 cette opération.
— Multiplier A par T𝑖,𝑗,𝑛(𝜆) à droite revient à additionner la 𝑗ème colonne de A multipliée par 𝜆

à la 𝑖ème (avec 𝑖 ≠ 𝑗).

On note L𝑖 ← L𝑖 + 𝜆L𝑗 cette opération.

Corollaire 3.3 :
Soit A ∈ M𝑛(𝕂).

1. Une transposition sur les colonnes de A change le déterminant en son opposé.

∀ 𝑖 ≠ 𝑗, det (AL𝑖,𝑗,𝑛) = −det (A).

2. Une dilatation par 𝜆 sur les colonnes de A multiplie le déterminant par 𝜆.

∀ 𝜆 ∈ 𝕂, det (AH𝑖,𝑛(𝜆)) = 𝜆 det (A).

3. Une transvection sur les colonnes de A ne change pas le déterminant.

∀ 𝑖 ≠ 𝑗, 𝜆 ∈ 𝕂, det (AT𝑖,𝑗,𝑛(𝜆)) = det (A).

Remarque : Soient A ∈ M𝑛(𝕂) et E une matrice élémentaire. Alors det (E) ≠ 0 et

det (AE) = det (A) × det (E).

Proposition 4 (Déterminant d’une matrice triangulaire) :

∣
∣
∣
∣
∣

𝑎1 ⋯ ⋯
⋱ ⋮

(0) ⋱ ⋮
𝑎𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

=
𝑛

∏
𝑘=1

𝑎𝑘.

Méthode 1 (Calcul du déterminant d’une matrice) :
Pour calculer le déterminant d’une matrice A ∈ M𝑛(𝕂), on applique l’algorithme de Gauss sur les
colonnes de la matrice.

On se ramène ainsi à une matrice échelonnée triangulaire (inutile de la réduire) dont le calcul du
déterminant est aisé.

Exercice 5 : Calculer le déterminant des matrices suivantes (de taille 𝑛 lorsque non précisé) :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1.
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
2 (1)

(0) ⋱
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

2.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1 𝑎1 … … 𝑎1

𝑎1 𝑎2 … … 𝑎2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1

𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

3.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎 1 … … 1
1 𝑎 ⋱ (1) ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ (1) ⋱ 𝑎 1
1 … … 1 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

I.5 Matrice inversible

Théorème 5 :
Soit A ∈ M𝑛(𝕂).

A est inversible ⟺ det (A) ≠ 0.

Le déterminant caractérise donc les matrices inversibles.

Exemples 2 : D’après l’ exercice (5) ,

• ⎛⎜⎜
⎝

1 1 1
1 2 4
1 3 8

⎞⎟⎟
⎠

et ⎛⎜⎜
⎝

1 2 3
4 0 4
3 2 1

⎞⎟⎟
⎠

sont inversibles.

•

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎 1 … … 1
1 𝑎 ⋱ (1) ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ (1) ⋱ 𝑎 1
1 … … 1 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

est inversible si, et seulement si 𝑎 ≠ 1 et 𝑎 ≠ 1 − 𝑛.

Exercice 6 : Soit 𝑚 ∈ ℝ. Pour les matrices suivantes :

B =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 𝑚 𝑚2

𝑚2 1 𝑚
𝑚 𝑚2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

, C =
⎛⎜⎜
⎝

1 − 𝑚 1 + 𝑚 1
−𝑚 −𝑚 −1
𝑚 𝑚 − 1 0

⎞⎟⎟
⎠

.

1. Calculer le déterminant et déterminer pour quelles valeurs de 𝑚 la matrice est inversible.
2. Calculer B−1 et C−1 lorsque B et C sont inversibles.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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I.6 Produit de matrices

Théorème 6 :

∀ A, B ∈ M𝑛(𝕂), det (AB) = det (A)det (B).

ATTENTION det (A + B) ≠ det (A) + det (B).

Exercice 7 : Soit 𝑛 ∈ ℕ⋆ et A ∈ ℳ𝑛(ℝ) telle que A2 = A − I𝑛.

Calculer det (A).

Remarques : Cette petite propriété a et aura de grandes conséquences notamment :
— det (AB) = det (A) × det (B) = det (B) × det (A) = det (BA) alors que AB ≠ BA généralement.

Le déterminant , comme les polynômes d’endomorphismes, permet de récupérer un peu de commu-
tativité.

— ∀ 𝑝 ∈ ℕ, det (A𝑝) = (det (A))𝑝.
— ∀ P ∈ G 𝑙𝑛(𝕂), det (P−1AP) = det (A).

Autrement dit, deux matrices semblables ont le même déterminant. Comme la trace, le déterminant
est donc un invariant de similitude.

Corollaire 6.1 :

∀ A ∈ G 𝑙𝑛(𝕂), det (A−1) = 1
det (A)

.

I.7 Transposée

Théorème 7 :

∀ A ∈ M𝑛(𝕂), det (A⊤) = det (A).

Exercice 8 : Calculer
∣
∣
∣
∣

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

∣
∣
∣
∣

où 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕂.

Conséquences : Toutes les propriétés vues sur les colonnes des déterminants sont donc
valables sur les lignes.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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En particulier,

Corollaire 7.1 :
1. Le déterminant est linéaire par rapport à chacune des lignes de la matrice.
2. Le déterminant d’une matrice dont une ligne est nulle est nul.
3. Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si l’on échange deux lignes distinctes.
4. Le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul.
5. On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute à une ligne une combinaison linéaire des

autres.
6. Si les lignes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.
7. Une transposition sur les lignes de A change le déterminant en son opposé.

∀ 𝑖 ≠ 𝑗, det (L𝑖,𝑗,𝑛A) = −det (A).

8. Une dilatation par 𝜆 sur les lignes de A multiplie le déterminant par 𝜆.

∀ 𝜆 ∈ 𝕂, det (H𝑖,𝑛(𝜆)A) = 𝜆 det (A).

9. Une transvection sur les lignes de A ne change pas le déterminant.

∀ 𝑖 ≠ 𝑗, 𝜆 ∈ 𝕂, det (T𝑖,𝑗,𝑛(𝜆)A) = det (A).

II/ Calculs de déterminants

II.1 Développement suivant une ligne ou une colonne

Lemme 1 :

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 ⋯ 0
𝑚2,1 𝑚2,2 … 𝑚2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑚𝑛,1 𝑚𝑛,2 … 𝑚𝑛,𝑛

∣
∣
∣
∣
∣𝑛

=
∣
∣
∣
∣

𝑚2,2 … 𝑚2,𝑛

⋮ ⋮
𝑚𝑛,2 … 𝑚𝑛,𝑛

∣
∣
∣
∣𝑛−1

.

Remarque : On obtient un résultat analogue en transposant.

Définition 3 : Soit A ∈ M𝑛(𝕂).

Pour tout 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛, on appelle mineur d’indice (𝑖 ; 𝑗) de A le déterminant Δ𝑖,𝑗(A) de la matrice
carrée d’ordre 𝑛 − 1 obtenue en rayant la ligne 𝑖 et la colonne 𝑗 de A

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Δ𝑖,𝑗 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎1,1 𝑎1,2 … … 𝑎1,𝑗 … 𝑎1,𝑛

𝑎2,1 𝑎2,2 … … 𝑎2,𝑗 … 𝑎2,𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑖,1 𝑎𝑖,2 … … 𝑎𝑖,𝑗 … 𝑎𝑖,𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 … … 𝑎𝑛,𝑗 … 𝑎𝑛,𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Théorème 8 :
Soit A ∈ M𝑛(𝕂).

∀ 𝑖 ∈ J1 ; 𝑛K , det (A) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖,𝑗Δ𝑖,𝑗(A) par développement suivant la 𝑖ème ligne,

∀ 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K , =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖,𝑗Δ𝑖,𝑗(A) par développement suivant la 𝑗ème colonne.

Exercice 9 : Calculer
∣
∣
∣
∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣
∣
∣
∣

en développant par rapport à la colonne 3 puis par rapport à la

ligne 2.

II.2 Déterminant d’une matrice 3 × 3

Proposition 9 (Règle de Sarrus) :

∣
∣
∣
∣

𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3

𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3

𝑎3,1 𝑎3,2 𝑎3,3

∣
∣
∣
∣

= 𝑎1,1 ∣
𝑎2,2 𝑎2,3

𝑎3,2 𝑎3,3
∣ − 𝑎2,1 ∣

𝑎1,2 𝑎1,3

𝑎3,2 𝑎3,3
∣ + 𝑎3,1 ∣

𝑎1,2 𝑎1,3

𝑎2,2 𝑎2,3
∣

= 𝑎1,1𝑎2,2𝑎3,3 + 𝑎2,1𝑎3,2𝑎1,3 + 𝑎3,1𝑎1,2𝑎2,3 …
− 𝑎3,1𝑎2,2𝑎1,3 − 𝑎2,1𝑎1,2𝑎3,3 − 𝑎1,1𝑎3,2𝑎2,3.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 10 : Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois scalaires quelconques.

Calculer les déterminants suivants :

1.
∣
∣
∣
∣

𝑏𝑐 𝑎𝑐 𝑎𝑏
𝑎 𝑏 𝑐
1 1 1

∣
∣
∣
∣
.

2.
∣
∣∣
∣

𝑎 𝑏 𝑎𝑏
𝑎 𝑐 𝑎𝑐
𝑐 𝑏 𝑏𝑐

∣
∣∣
∣
.

3.
∣
∣
∣
∣

1 𝑎2 𝑎3

1 𝑏2 𝑏3

1 𝑐2 𝑐3

∣
∣
∣
∣

.

4.
∣
∣
∣
∣

𝑛! (𝑛 − 1)! (𝑛 − 2)!

(𝑛 − 1)! (𝑛 − 2)! (𝑛 − 3)!

(𝑛 − 2)! (𝑛 − 3)! (𝑛 − 4)!

∣
∣
∣
∣

.

5.
∣
∣
∣
∣

1 𝑎 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑎𝑏

∣
∣
∣
∣
.

6.
∣
∣
∣
∣

P(𝑎) P(𝑎 + 1) P(𝑎 + 2)

P(𝑏) P(𝑏 + 1) P(𝑏 + 2)

P(𝑐) P(𝑐 + 1) P(𝑐 + 2)

∣
∣
∣
∣

où P ∈ ℝ1[X]

III/ Déterminant d’un endomorphisme

III.1 Déterminant d’une famille de 𝑛 vecteurs dans une base en dimension 𝑛

Dans un 𝕂-ev E de dimension 𝑛, considérons une base ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) et ℱ = (𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛) une famille de
𝑛 vecteurs de E.

∀ 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K, il existe un unique 𝑛-uplet (𝑎1,𝑗, … , 𝑎𝑛,𝑗) ∈ 𝕂𝑝 tel que 𝑣𝑗 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗𝑒𝑖 et on a :

Matℬ(ℱ) = (𝑎𝑖,𝑗)1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛
.

Définition 4 : Soit E un 𝕂-ev de dimension 𝑛, et ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) une base de E.

Pour toute famille ℱ = (𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛) de 𝑛 vecteurs de E, on appelle déterminant de ℱ dans la base ℬ,
noté det ℬ(ℱ) le déterminant de la matrice de la famille ℱ dans la base ℬ.

det ℬ(ℱ) = det (Matℬ(ℱ)).

En reprenant les notations ci-dessous et en posant :

A = (C1| … |C𝑛) où ∀ 𝑗 ∈ J1 ; 𝑛K , C𝑗 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,𝑗

⋮
𝑎𝑛,𝑗

⎞⎟⎟⎟
⎠

= Matℬ(𝑣𝑗), on a :

det ℬ(ℱ) = det ℬ(C1| … |C𝑛) = det ℬ(A).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 11 : Soit ( ⃗𝑖, ⃗𝑗) une base de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝒫.

On considère 𝑢⃗ = 3 ⃗𝑖 + ⃗𝑗 et ⃗𝑣 = ⃗𝑖 + 2 ⃗𝑗. Calculer det ( ⃗𝑖, ⃗𝑗)(𝑢⃗, ⃗𝑣). Un commentaire ?

Exercice 12 : Dans le ℝ-ev ℝ3 muni de sa base canonique ℬ, on considère la famille ℱ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
avec 𝑣1 = (1 ; 0 ; 1), 𝑣2 = (2 ; 1 ; 3) et 𝑣3 = (1 ; 4 ; 2).

Déterminer det ℬ(ℱ). Un commentaire ?

Proposition 10 :
Soit E un 𝕂-ev de dimension 𝑛 muni d’une base ℬ.

L’application det ℬ ∶ E𝑛 ⟼ 𝕂 vérifie les propriétés suivantes :
1. det ℬ est linéaire par rapport à chaque variable : det ℬ est 𝑛-linéaire.

2. det ℬ est antisymétrique : la transposition de deux vecteurs change det ℬ en son opposé.

3. det ℬ(ℬ) = 1.

4. On ne change pas la valeur de det ℬ(ℱ) si on ajoute à un vecteur une combinaison linéaire des
autres.

5. Si la famille ℱ est liée, alors det ℬ(ℱ) = 0.

Théorème 11 (Caractérisation des bases) :
Soient E un 𝕂-ev de dimension 𝑛, et ℬ une base de E et ℱ une famille de 𝑛 vecteurs de E.

ℱ est une base de E ⟺ det ℬ(ℱ) ≠ 0

Exercice 13 : Justifier que la famille ℱ de l’ exercice (12) est une base de ℝ3.

III.2 Déterminant d’un endomorphisme en dimension finie

Définition/Théorème 5 : Soit E un 𝕂-ev de dimension 𝑛 et 𝑓 un endomorphisme de E.

Le scalaire det ℬ(𝑓(ℬ)) est indépendant de la base ℬ de E.

On l’appelle le déterminant de 𝑓 et on le note det (𝑓).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Remarque : Si ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) est une base de E et 𝑓 ∈ L (E), alors :

det (𝑓) = det (𝑓(𝑒1), … , 𝑓(𝑒𝑛)).

Ainsi, |det (𝑓)| est le coefficient par lequel 𝑓 multiplie les volumes.

Exemples 3 :
— det (I𝑑E) = det (I𝑑E(𝑒1), … , I𝑑E(𝑒𝑛)) = det (𝑒1, … , 𝑒𝑛) = 1.
— det (𝜆I𝑑E) = det (𝜆𝑒1, … , 𝜆𝑒𝑛) = 𝜆𝑛.
— Soit 𝑝 la projection sur F dans la direction de G ≠ {0E}.

En prenant ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑝, 𝑒𝑝+1, … , 𝑒𝑛) une base adaptée à la somme direct E = F ⊕ G, on
obtient :

det (𝑝) = det (𝑝(𝑒1), … , 𝑝(𝑒𝑝), 𝑝(𝑒𝑝+1), … , 𝑝(𝑒𝑛))
= det (𝑒1, … , 𝑒𝑝, 0E, … , 0E) =
= 0.

— Soit 𝑠 la symétrie par rapport à F dans la direction de G. ℬ = (𝑒1, … , 𝑒𝑝, 𝑒𝑝+1, … , 𝑒𝑛) une base
adaptée à la somme direct E = F ⊕ G, on obtient :

det (𝑠) = det (𝑠(𝑒1), … , 𝑠(𝑒𝑝), 𝑠(𝑒𝑝+1), … , 𝑠(𝑒𝑛))
= det (𝑒1, … , 𝑒𝑝, −𝑒𝑝+1, … , −𝑒𝑛)
= (−1)𝑛−𝑝.

Proposition 12 :
Soient 𝑓, 𝑔 ∈ L (E).

det (𝑔 ∘ 𝑓) = det (𝑔) × det (𝑓).

Théorème 13 (Caractérisation des automorphismes) :
Soit E un 𝕂-ev de dimension 𝑛, et 𝑓 une application linéaire de E.

𝑓 est un isomorphisme de E ⟺ det (𝑓) ≠ 0.

Dans ce cas, det (𝑓−1) = 1
det (𝑓)

.

Exercice 14 : Calculer le déterminant des endomorphismes suivants :

1. 𝑓 ∶ ℝ𝑛[X] ⟶ ℝ𝑛[X]

P ⟼ XP′ + P

2. T ∶ M𝑛(ℝ) ⟶ M𝑛(ℝ)

M ⟼ M⊤

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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IV/ Applications

IV.1 Systèmes linéaires

Rappel 6 : On considère un système linéaire AX = B de 𝑛 equations à 𝑛 inconnues, avec A ∈ M𝑛(𝕂).

Le système AX = B est dit de Cramer s’il vérifie l’une des conditions équivalentes suivantes :
(i.) A est de rang 𝑛.

(ii.) A ∼L I𝑛.
(iii.) A ∼C I𝑛.
(iv.) A ∈ G 𝑙(𝕂).
(v.) Pour tout B ∈ M𝑛,1(𝕂), le système AX = B admet une unique solution.

(vi.) Pour tout B ∈ M𝑛,1(𝕂), le système AX = B admet au moins une solution.
(vii.) Le système AX = 0𝑛,1 admet une unique solution.
L’unique solution de ce système est alors X = A−1B.

Théorème 14 :
Le système linéaire AX = B est de Cramer si, et seulement si det (A) ≠ 0.

On donne a présent des formules précisant la solution unique d’un tel système.

Proposition 15 (Formules de Cramer (Hors-Programme) ) :
Pour toute matrice carrée inversible A ∈ G 𝑙(𝕂), la solution X = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) du système de Cramer
AX = B est donnée par :

∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛K , 𝑥𝑘 =
det (C1(A), … ,

position 𝑘
↓
B , … , C𝑛(A))

det (A)
.

Exercice 15 : À l’aide des formules de Cramer, résoudre le système :

𝒮 ∶
⎧{
⎨{⎩

2𝑥1 + 𝑥2 = 7
−3𝑥1 + 𝑥3 = −8
𝑥2 + 2𝑥3 = −3

.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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IV.2 Équation des hyperplans vectoriels

Théorème 16 :
Soit E de dimension 𝑛 muni d’une base ℬ et H = vect (𝑣2, … , 𝑣𝑛) un hyperplan de E.

Alors, pour tout 𝑣 ∈ E :
𝑣 ∈ H ⟺ det ℬ(𝑣, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = 0.

Remarque : Ainsi H est le noyau de la forme linéaire non nulle :

𝜑 ∶ E ⟶ 𝕂
𝑣 ⟼ det ℬ(𝑣, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)

et H est défini par l’équation linéaire 𝜑(𝑣) = 0.

Exercice 16 : Déterminer l’équation cartésienne :
1. du plan vectoriel dirigé par les vecteurs 𝑣1 = (1 ; 0 ; −1), et 𝑣2 = (1 ; 1 ; 1).
2. du plan passant par les points A (1 ; 0 ; 0), B (0 ; 1 ; 0) et C (0 ; 0 ; 1).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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